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Übung 5

Abgabe: 29.11.2019 bis 10 Uhr in den Briefkästen.

Anmerkung: In der ersten Dezemberwoche �nden die Evaluationen der Vorlesungen des math-

ematischen Instituts statt. Wir bitten alle Teilnehmenden, an der Evaluation teilzunehmen.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Welche der folgenden Teilmengen des Raumes der reellen Folgen

RN =×
i∈N

R

sind messbar bzgl. BN :=
⊗

i∈NB(R)?

(a) {(xn)n∈N ∈ RN : supn∈N xn > 3}
(b) {(xn)n∈N ∈ RN :

∑n
k=1 xk = 0 für mindestens ein n ∈ N}

(c) {(xn)n∈N ∈ RN : (xn)n∈N konvergiert gegen 3}

Aufgabe 2 (4 Punkte).

(a) Seien X,Y unabhängige Zufallsvariablen mit stetigen Dichten fX , fX . Entsprechend seien

FX , FY die Verteilungsfunktionen. Zeigen Sie

FX+Y (t) =

∫
R
fX(x)FY (t− x)dx

(b) Sei Z eine weitere Zufallsvariable so dass X,Y, Z unabhängig sind. Zeigen Sie formal dass

dann auch X + Y unabhängig von Z ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Seien N , (Xn)n∈N stochastisch unabhängige Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) mit N(Ω) ⊂ N und PXn = fnλ für n ∈ N. Zeigen Sie

(a) SN :=
∑N

n=1Xn ist messbar,

(b) die Funktion

g(x) :=

∞∑
n=1

P (N = n)(f1 ∗ . . . ∗ fn)(x)

ist eine Lebesguedichte von PSN .

Aufgabe 4 (4 Punkte). Untersuchen Sie die folgenden Verteilungsklassen auf Faltungsstabilität.

(a) {N (0, σ2) : σ2 > 0}, die Klasse der Normalverteilungen mit Erwartungswert 0.

(b) {Exp(λ) : λ > 0}, die Klasse der Exponentialverteilungen.



Hinweis: Eine Klasse M von Verteilungen heiÿt stabil unter Faltung, wenn für alle µ, ν ∈ M
gilt, dass µ ∗ ν ∈M .

Zur Erinnerung: Die oben genannten Verteilungen sind gegeben durch ihre Dichten

fN (µ,σ2)(x) =
(√

2πσ2
)−1

exp
(
− (x− µ)2

2σ2

)
und

fExp(λ)(x) = λ exp(−λx)1[0,∞)(x).

Aufgabe 5 (2 Bonuspunkte). Sei F die Verteilungsfunktion einer R-wertigen Zufallsvariablen.

Zeigen Sie ∫
R

(F (x+ c)− F (x)) dx = c,

für beliebiges c ∈ R.


