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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Es sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und f, g : Ω → R messbare Funktionen. Es seien weiter 1 ≤
p, q <∞ mit 1

p + 1
q = 1. Zeigen Sie, dass∫

Ω
|fg| dµ ≤

(∫
Ω
|f |p dµ

) 1
p

·
(∫

Ω
|g|q dµ

) 1
q

.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst die Ungleichung xy ≤ xp

p + yq

q für x, y ≥ 0 und p, q wie oben.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und O die Menge der offenen Mengen in X, welche von d
induziert werden. Eine Teilmenge B ⊂ O heißt Basis der Topologie, falls

∀A ∈ O ∀x ∈ A ∃B ∈ B sodass x ∈ B ⊂ A.

Zeigen Sie, dass es genau dann eine abzählbare Basis B von O gibt, wenn eine abzählbare
dichte Teilmenge von X existiert.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Welche der folgenden Teilmengen des Raumes der reellen Folgen RN =
∏

n∈NR sind messbar
bezüglich BN :=

⊗
n∈N B(R)?

(a) {(xn)n∈N ∈ RN : supn∈N xn > 3}

(b) {(xn)n∈N ∈ RN :
∑n

k=1 xk = 0 für mindestens ein n ∈ N}

(c) {(xn)n∈N ∈ RN : (xn)n∈N konvergiert gegen 3}

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Es sei f ∈ C([a, b]) eine stetige reellwertige Funktion und ε > 0. Ziel dieser Aufgabe ist es zu
zeigen, dass ein Polynom p existiert mit

sup
x∈[a,b]

|f(x)− p(x)| < ε.

Dazu definieren wir für n ∈ N das Bernsteinpolynom

Bnf(x) :=
n∑

k=0

f

(
k

n

)(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

(bitte wenden)
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Zeigen Sie nun:

(a) Es gilt

|Bnf(x)− f(x)| ≤
n∑

k=0

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣ gn,k(x)

für

gn,k(x) :=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

(b) Zeigen Sie, dass für x ∈ [a, b]

n∑
k=0

(
k

n
− x
)2

gn,k(x) =
x(1− x)

n
≤ 1

n
.

(c) Folgern Sie nun die Behauptung, indem Sie für ε > 0 ein δ > 0 wählen, sodass für
|x− y| < δ folgt, dass |f(x)− f(y)| < ε und dann per Fallunterscheidung | kn − x| < δ und

| kn − x| ≥ δ mithilfe von (a)
|Bnf(x)− f(x)| < ε

gleichmäßig für x ∈ [a, b] erhalten.
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