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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Für eine Folge An ⊂ Ω, n ∈ N, von Mengen definieren wir

lim sup
n→∞

An :=
⋂
m≥1

⋃
n≥m

An und lim inf
n→∞

An :=
⋃
m≥1

⋂
n≥m

An.

(a) Zeigen Sie, dass lim infn→∞An ⊂ lim supn→∞An gilt.

(b) Es sei nun (An)n∈N monoton, das heißt An ⊂ An+1 oder An+1 ⊂ An für alle n ∈ N.
Zeigen Sie, dass dann lim infn→∞An = lim supn→∞An gilt.

(c) Es sei nun (Ω,A, µ) ein Maßraum und An ∈ A für alle n ∈ N. Es gebe ein m ∈ N, sodass

µ
(⋃

n≥mAn

)
<∞ gilt. Beweisen Sie dann die folgende Ungleichungskette:

µ
(

lim inf
n→∞

An

)
≤ lim inf

n→∞
µ(An) ≤ lim sup

n→∞
µ(An) ≤ µ

(
lim sup
n→∞

An

)
.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Wir definieren die folgenden Mengensysteme:

C1 := {(−∞, b] | b ∈ Q},
C2 := {(a, b] | a, b ∈ Q mit a < b},
C3 := {(a, b) | a, b ∈ Q mit a < b},
C4 := {[a, b] | a, b ∈ Q mit a < b}.

Zeigen Sie, dass σ(C1) = σ(C2) = σ(C3) = σ(C4) = B(R).

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Maß λ auf (R,B(R)) das einzige translationsinvariante Maß
ist, das auf dem Einheitsintervall (0, 1] den Wert Eins besitzt. Translationsinvariant bedeutet
dabei, dass µ(A) = µ(t+A) für alle t ∈ R und A ∈ B(R), wobei t+A := {t+ a | a ∈ A}.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

(a) Sei F eine nicht-fallende und rechtsstetige Funktion F : R→ R und µF definiert für alle
halboffenen Intervalle (a, b] ⊂ R definiert durch

µF ((a, b]) = F (b)− F (a).

Zeigen Sie Bedingung (vii) aus dem Maßfortsetzungssatz, d.h. dass für Intervalle (a, b], (an, bn]
mit n ∈ N und (a, b] ⊂

⋃
n∈N(an, bn] gilt µ((a, b]) ≤

∑
n∈N µ((an, bn]).

Hinweis: Konstruieren Sie eine endliche offene Überdeckung
⋃N

n=1(an, bn + δn) von [a+ δ, b] für
geeignete δn, δ > 0 und argumentieren Sie, wieso Sie hierbei annehmen können, dass
a1 < a2 < · · · < aN und an+1 < bn + δn < bn+1 + δn+1.

(b) Es sei µ ein σ-endliches Maß auf dem Messraum (R,B(R)). Zeigen Sie, dass eine nicht-
fallende und rechtsstetige Funktion F : R→ R existiert mit

µ((a, b]) = F (b)− F (a).

(c) Es sei F̃ eine weitere Funktion, welche die Gleichung aus (b) erfüllt. Zeigen Sie, dass eine
Konstante c ∈ R existiert mit F̃ = F + c.
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