Ubungen zur Vorlesung
“Stochastische Prozesse*

Wintersemester 2016/17, Blatt 5

Abgabetermin: 21.11.2016, bis 12:00 Uhr in Fach Nr. 3.16., UG Eckerstr. 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 15 (4 Punkte)

a) Sei Y eine relle Zufallsvariable mit E|Y| < oo, (Fn)nen eine Filtration und X, :=
E(Y|F,). Weiter sei Foo 1= 0 (UHE]N ]:n) . Zeigen Sie, dass die Folge (Xp)nen fast sicher
und in L' gegen E(Y|F.) konvergiert.

b) Folgern Sie aus (a) das 0-1-Gesetz von Kolmogorov, nédmlich: Sei (X,,), eine Folge von
unabhéngigen Zufallsvariablen und 7 := (), o 0(Xg: & > n) die o-Algebra der terminalen
Ereignisse. Dann gilt fiir alle A € T, dass P(A4) € {0,1}.

Aufgabe 16 (4 Punkte)

Sei 7 € IN, ¥: R" — R eine symmetrische, Borel-messbare Funktion und sei (X;){; eine
Folge von iid Zufallsvariablen, sodass E[¢ (X7, ..., X,)| < co. Dann wird

U, = (7:)_1 Z V( Xy, X))

{2'17"'71"!‘}637‘,7’7,

U-Statistik genannt, wobei B,.,, die Menge der r-elementigen Teilmengen von {1,...,n} be-
zeichne.

a) Zeigen Sie: (Uy,)n>r ist ein Riickwértsmartingal bzgl. F := (F,)n>r , wobei
Fni=0 ((Xlzna s aXn:n)a XnJrla Xn+2a .. ) .

b) Beweisen Sie, dass (U,,) in L' konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert.

HiNwEIS: (1) In diesem Zusammenhang heifit eine Funktion : R" — R symmetrisch, falls
Y1, 2) = Y(To1y, - -, To(ry) fiir alle Permutationen o auf {1,...,r} gilt.

(2) Fiir reellwertige Zufallsvariablen Xi,..., X, sind Xi.,,..., X,., die der Gréfie nach
geordneten Beobachtungen, d.h. Xi., < ... < X,.,,.

(3) Fiir die Konvergenz in (b) diirfen Sie das 0-1-Gesetz von Hewitt-Savage verwenden.
Aufgabe 17 (4 Punkte)

Sei (2, A, P,T) ein dynamisches System. Sei Z das Mengensystem der T-invarianten Mengen.
Zeigen Sie:

a) T ist eine o-Algebra.
b) f:(Q,A) — (R, B) ist genau dann Z-messbar, wenn f o T = f P-fast sicher.

¢) Z ist genau dann P-trivial, wenn jede invariante Funktion f: (Q,.4) — (R, B) (also
foT = f) fast sicher konstant ist.

d) Fiir jede invariante Menge A € Z gilt: 3A* mit T-1(A4*) = A* und P(AAA*) =0.

(bitte wenden)



(4 Punkte)

Aufgabe 18
Sei (X, A, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und 7': X — X eine maflerhaltende Transforma-

tion. Zeigen Sie, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

a) T ist ergodisch.
b) Bs gilt limy, 00 = 32725 P(T(A) N B) = P(A)P(B) fiir alle A, B € A.

¢) Es gilt limy, 00 £ Y275 P(T79(A) N A) = P(A)? fiir alle A € A.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2016-17/vorlesung-stochastische-prozesse-ws-2016-17



