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Aufgabe 1 (5 Punkte). Fiir € [0,1] seien f(z) := 1 und f,(x) := 1+sin (n7x), n € N. Zeigen
Sie das Folgende:
(a) fn — f schwach in L'(0,1),

(B) I fulle = 111,

(¢) fn konvergiert nicht stark gegen f in L(0,1).
Hinweis: In (a) dirfen Sie das Lemma von Riemann-Lebesgue benutzen.

Aufgabe 2 (7 Punkte). Sei (X, || - ||) ein reeller normierter Vektorraum derart, dass die Paral-
lelogrammgleichung
lz +ylI? + llz = ylI* = 2l|=]|* + 2[ly]*

fiir alle z,y € X gilt. Fiir z,y € X definieren wir

1
(@) = 5 (lr +yl* = [l = ).
Zeigen Sie das Folgende:
(a) Fiir alle x,y € X gilt (z,y) = (y,x) und (z,x) > 0.
(b) Mit festen z,y € X ist die Abbildung A — (Az,y) stetig.
(c) Fiir alle z,y,2z € X gilt (x,y+ 2) = (z,y) + (2, 2).
Hinweis: Zeigen Sie zuerst (x,2y) = 2(x,y). Nutzen Sie dann die Darstellung x £y =
(w4 2%) £ (457) wnd v 2 = (v £ %57) 7 (477).
(d) Fiir alle z,y € X, A € R gilt (A\z,y) = A(x,y).
Hinweis: Zeigen Sie es nacheinander fir X = —1, A € N (hier hilft (c)), N € Z, A € Q,
XeR (hier hilft (b)).

(e) Das Skalarprodukt (-, -) induziert die Norm || - ||.

Aufgabe 3 (4 Punkte). (a) Jede Norm auf einem Vektorraum, die durch ein Skalarprodukt
induziert ist, erfiillt die Parallelogrammgleichung. Beweisen Sie dies.

(b) Sei (2, A, 1) ein Makraum derart, dass zwei disjunkte Mengen A, B € A mit pu(A), u(B) €
(0, 00) existieren. Sei p € [1,2) U (2, 00]. Zeigen Sie, dass LP(2, u) kein Hilbertraum ist.
Hinweis: Finden Sie f,g € LP(Q, pu) mit disjunkten Tragern, die die Parallelogrammglei-
chung nicht erfillen.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Sei (H,|| - ||) ein Hilbertraum, K C H eine nichtleere konvexe abge-
schlossene Menge und Px : H — K die Projektion auf K. Zeigen sie, dass fiir alle y € K
gilt
ly = Prea|* < |ly —«|* = || Pz — x|
und
ly — Prx|| < |ly — .

Hinweis: Nutzen Sie, dass (x — Pxx, y— Pgx) <0 firy € K gilt.



