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Kapitel 1

Dynamische Modelle

1.1 Erneuerungstheorie

Es sei (2,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin sei (W,),en C £ eine Folge
unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktion G : R —
[0, 1], so dass G(0) = 0. Wir definieren die monoton wachsende Folge (T,,),en, durch
Ty := 0 und

T, ::im, n € N.

Weiterhin definieren wir den Prozess N durch
Ny :=sup{n e Ng: T, <t}, teR,.

Bemerkung 1.1.1. Fir jedes n € N gilt P(W,, > 0) = 1, und daher E[W,] > 0.
Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt

I—Yn .S.
! EmlllL
n

und daher T, % 50, Also ist N ein wohldefinierter, monoton wachsender Nyo-wertiger
cadlag-Prozess mit P(Ny = 0) = 1.

Definition 1.1.2. Wir nennen N einen Erneuerungsprozess zur Erneuerungsfolge
(jh)nEN'

Bemerkung 1.1.3.

(a) Fir jedes n € N gilt

T, =inf{t € Ry : N; =n}.
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(b) Fiir jedes n € N gilt
Wn - Tn - Tn—l‘

(c) Es gelten die Darstellungen

N = Z Lin,00f = Z k:[]‘[[Tk:Tk+1[7
n=1 k=1

also ausfihrlich

Ne = Z Lm<ty = Z klin<i<ti iy, tE€RL.
k=1 k=1

(d) Wegen T, AN fiir n — oo gilt Ny % 5 fiir t — oo.
Lemma 1.1.4.
(a) Fir allen € N gilt
o(To, Th,..., T,) = c(Wq,...,W,).

(b) Es gilt
o(Ny:teRy)=0(T,:neNy) =c(W, :neN).
Beweis.
(a) Die lineare Abbildung A : R™ — R"™ gegeben durch
Aw = (w1, wy +wa, ..., w1 + ...+ wy)
ist bijektiv mit
A= (t,tg —t, ..ty — 1),
Also gilt

O'(T(),Tl,...7Tn) = O'(Tl,...,Tn> = O'({(Tl,...,Tn) S B} : B S B(Rn))
=oc({AWy,...,W,) € B}: B € B(R"))
=oc({{(Wy,...,W,) € A7YB)} : Be B(R")) c a(Wy,...,W,)
und
o(Wh,...,W,) =a({(Wh,...,W,) € B} : B € B(R"))
= o({A(Ty,...,T,) € B} : B € B(R"))
= o({(T},...,T,) € A(B)} : B€ B(R")) C o(Ty, Ty, ..., Ty).



(b) Nach Lemma 1.1.5(a) gilt

O'(Nt:tER+):O'({Nt1 Zkla'--;Ntn an}:neN,t17...,tn€R+
und k’l,...,knENo)
:U({Tkl Stl,...,Tkn Stn}IneN,tl,...,tn €R+
und ki,...,k, € Ng) = o(T, : n € Ny),
und wie in Teil (a) folgt

o(T, :n € Ny)

o({(Ty,...,T,) € B} : n € bbn und B € B(R"))
o({(Wy,...,W,) € B} :n e Nund B € B(R"))
o(W, :n eN).

Lemma 1.1.5. Es seient € R, und k € Ny beliebig.
(a) Es gilt {N, > k} = {T), <t} sowie
P(N, > k) =P(T, <t) = G*(¢).

(b) Es gilt {N; =k} ={Tp <t} \{Tpy1 <t} ={Tx <t < Tyi1} sowie
P(N, = k) = G**(t) — G**D (1),
Beweis.
(a) Nach Bemerkung 1.1.3(c) gilt
{Ne =k} =A{T) < t},
und wegen T, = Wi + ... + W}, gilt
P(T, <t) = G*™(t).
(b) Nach Bemerkung 1.1.3(c) gilt
{N: =k} ={T), <t <Tps1}.
Weiterhin gilt
{Ny =k} ={N, > E}\{N; > k+ 1},
und mit Teil (a) folgt
P(N, = k) = P(N, > k) —P(N, > k4 1) = G*(t) — G**V (1),



]

Definition 1.1.6. Fir A > 0 und n € N nennen wir Erl(A\,n) := I'(n,\) die
Erlang-Verteilung mit Parametern A und n. Sie hat also die Dichte f : R — R,
gegeben durch

n,.n—1
Az e

f(x):(n_l)!e Ig, (z), xe€R;.

Satz 1.1.7. Fir jedes A > 0 sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt P o W, = Exp(\) fiir alle n € N.
(ii) Es gilt Po T, = Erl(\,n) fir alle n € N.

(iii) Es gilt P o N, = Pois(\t) fir alle t € (0,00).

Beweis. (i) = (ii): Es sein € N beliebig. Wegen T,, = Wi+.. . +W,, und Wy,..., W, ~
Exp(A) gilt T, ~ I'(n, A).
(ii) = (ili): Es sei t € (0, 00) beliebig. Nach Lemma 1.1.5(b) gilt wegen 77 ~ Exp(\)

P(N, =0) =P(Ty > t) =e M.

Nun sei n € N beliebig. Wegen T}, ~ I'(n, A\) und T,,.1 ~ I'(n+1, A) folgt mit Lemma
1.1.5(b)

P(N, =

]P( ) - HJ><Tn+1 < t)

A" ”\Sds FAs e Mds
0 0 n!
)\n n—1 B )\n—l—lsn ds _ €—>\t ()\t)n’
(n—1)! n! n!

i (e/\t (At)n> — e (A)" AT

e
dt n! n! + n!

_ ef)\t /\ntnfl B /\n+1tn '
(n—1)! n!
Also gilt N; ~ Pois(At).

(iii) = (i): Es seien n € N und ¢ € (0,00) beliebig. Wegen N; ~ Pois(At) gilt nach
Lemma 1.1.5(a)

da

PW, <t)=P(T1 <t)=P(N; > 1)=1-P(N,=0)=1—¢ M

Also gilt W, ~ Exp(A). Da die Zufallsvariablen (W), ),en identisch verteilt sind, folgt
W, ~ Exp(]) fiir alle n € N. O



Lemma 1.1.8. Es seien r € N und X1,..., X, > 0 unabhdingige, identisch verteilte
Zufallsvariablen mit P(X, < to) < 1 fiir ein ty € (0,00). Weiterhin sei t € (0, rtg]
beliebig. Dann gilt

P(X;+...+ X, <t) <1
Beweis. Nach Voraussetzung gilt
P(X; > ty) >0,
und folglich

P(Xi4...+X, <t) <P(X1+...+ X, <rtp)

P(O{Xi < to}) =1- P(h{Xi > t0}>

i=1 i=1

IN

=1-[]P(X; > to) =1 -P(X; > tp)" < 1.

=1

Satz 1.1.9. FEs gilt E[N;| < oo fiir alle t € R,.

Beweis. Dies ist klar fiir t = 0, da P(Ny = 0) = 1. Nun sei ¢t € (0, 00) beliebig. Wegen
G(0) = 0 und der Rechtsstetigkeit von G existiert ein ¢y € (0, 00) mit G(ty) < 1. Wir
setzen r = (%1 € Nund s := % € (0,ty). Wir definieren die Folge (Y},)ren durch

Yk = T]W — T(k—l)'m k € N.
Also gilt
Yk = W(k—l)r+1+~~-+WkT7 k GN,

und folglich sind die Zufallsvariablen (Y},)ren unabhéingig und identisch verteilt mit
Verteilungsfunktion G = G*". Es gilt t € (0, 7t], und mit Lemma 1.1.8 folgt G/(t) < 1.
Wir setzen ¢ := —InG(t) € (0, 00]. Dann gilt fiir alle £ € Ny nach Lemma 1.1.5(a)



Nun folgt mit dem Integralvergleichskriterium fiir Reihen

Mg

E[N] = P(N; > j)

1

<.
Il

[
WE

(PN >lr—(r=1)+...+ PN, > Ir — 1) + P(N, > Ir))

1

~

Mg

P(N; > kr) < rZexp —ck) <
0 k=0

il

da

/ exp(—cz)dr < oo.
0

Definition 1.1.10. Die Erneuerungsfunktion M : R, — R, st definiert durch

M(@) :=E[N)], teR,.

Bemerkung 1.1.11. Die Erneuerungsfunktion ist nach Satz 1.1.9 tatsdachlich end-
lich.

Satz 1.1.12.

(a) Es gilt die Darstellung
M=> G*
k=1
(b) M ist monoton wachsend und rechtsstetig mit M (0) = 0, und es gilt M(t) — oo
firt — oo.

Beweis.

(a) Nach Bemerkung 1.1.3(c), dem Satz von der monotonen Konvergenz und Lem-
ma 1.1.5(a) gilt

o

M(t) = E[N] = E{Z ﬂ{TkSt}} = E[linn] = Y BT <) =) G*H).
k=1 k=1 k=1

k=1



(b) Wegen P(Ny = 0) = 1 gilt M(0) = E[No] = 0. Fiir s < ¢ gilt P(Ny; < N;) = 1,
und daher

M (s) = E[Ng| < E[V] = M ().
Wegen N, % oo fiir £ — 0o folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz

lim M(t) = lim E[N,] = E[tlim Nt] = .
—00

t—o0 t—o0
Da die Pfade von N rechtsstetig sind, folgt mit dem Konvergenzsatz von Lebes-

gue fiir jedes t € R

lim M(u) = lim E[N,] = E[hm Nu} = E[N,] = M(%).

ult ult ult

O

Definition 1.1.13. Es sei A : R, — R lokal beschrinkt und messbar, und es sei B :
Ry — R cadlag und von lokal beschrinkter Variation. Wir definieren AxB : R, — R
durch

Ax B(t) = /(Ot]A(t—s)dB(s), tER,.

Lemma 1.1.14. Es seien A, B : R, — R cadlag und von lokal beschrinkter Variation
mit A(0) = B(0) = 0. Dann gilt Ax B = Bx A.

Beweis. Es seit € Ry beliebig. Zunéchst nehmen wir an, dass A und B auf [0, ¢] mo-
noton wachsend sind mit A(t) = B(t) = 1. Wir definieren die Verteilungsfunktionen
A,B:R — [0,1] durch

= Al + Lt,00)
= Bﬂ[oﬂ + ﬂ(t,oo)-

o |

Es seien X und Y zwel unabhingige Zufallsvariablen mit Verteilungsfunktionen {1
und B. Dann ist nach [Tap19, Satz 3.2.4(a)] im Sinne von [Tap19, Def. 3.2.2] A B

die Verteilungsfunktion von X + Y, und B * A die Verteilungsfunktion von Y + X.
Also folgt

Ax B(1) :/(Ot]A(t—s)dB(s) :/RA@—S)dB(s) — A« B(t) = B+ A(t)

- /RB(t — 5)dA(s) = / B(t — s)dA(s) = B % A(t).

(0,¢]



Nun betrachten wir die allgemeine Situation. Nach [Tapl9, Satz 1.1.20] existieren mo-
noton wachsende, rechtsstetige Funktionen A", A~ BT B~ : R, — R, mit AT(0) =
A=(0)=B"(0)=B(0)=0und A=At — A" und B = B" — B~. Dann gilt

AxB=A"«BT — A" «BT—A"«B + A xDB".

Folglich diirfen wir annehmen, dass A und B monoton wachsend sind. Nun sei ¢t € R
beliebig. Wir diirfen annehmen, dass A := A(t) > 0 und p = B(t) > 0, denn
andernfalls gilt

Ax B(t) =0= B x A(t).
Nun folgt mit den vorherigen Uberlegungen
A B(t) = Ma(A/) * (B/u)() = A (B/p) % (AJN) () = B  A(t).
O

Lemma 1.1.15. Sind A, B,C : R, — R cadlag und von lokal beschrinkter Variation
mit A(0) = B(0) = C(0). Dann gilt

(A*B)«C =A% (B=*C).

Beweis. Verlduft ahnlich wie der Beweis von Lemma 1.1.14. Sind A, B, C die Ver-
teilungsfunktionen von unabhéngigen Zufallsvariablen X,Y, Z, so ist (A x B) % C die
Verteilungsfunktion von (X +Y) + Z, und A % (B x C) die Verteilungsfunktion von
X+Y+2). O

Definition 1.1.16. Es seien (21,.%1) und (s, %) messbare Riume. Eine Abbildung
K : Q) x %y — [0,1] heifit ein stochastischer Kern von (1, %) nach (Qq, %), falls
qult:

(a) wy — K(wi, Ay) ist F-messbar fir jedes Ay € F.
(b) Ay — K(wi, Ag) ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (Qq, %) fiir jedes wy € €.

Satz 1.1.17. Es seien (21,.%1) und (o, F2) messbare Raume, es sei ji ein Wahr-
scheinlichkeitsmafl auf (1, .%1), und es sei K ein stochastischer Kern von (1, %)
nach (Qo, F%5). Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Wahrscheinlichkeitsmafl p®@ K
auf (1 x Qo, F1 ® F3), so dass

(/L &® K)(Al X Ag) = K(wl,Ag),u(dwl) f’lﬂ' alle Al S 91 und AQ c yg.
Aq
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Satz 1.1.18 (Satz von Fubini fiir stochastische Kerne). Es seien (Q, %) und (22, %2)
messbare Riume, es sei u ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (Q1, F1), und es sei K ein
stochastischer Kern von (1,.%1) nach (Qq, %3). Weiterhin sei

feZL (M x0N F1 0P neK).
Dann gilt

[ ey = [ ([ flonwKiondo Jutdon).

Satz 1.1.19. Fliir jedest € R, gilt
IP) O (Nt7 Wl) - Kt ® (P o Wl)a
wobei der stochastische Kern K; von (R, B(R)) nach (R, B(R)) gegeben ist durch
Po(1+N,,), <t
Kt(xf):{ o+ M) @
o, x> t.

Beweis. Es seien k € N und B € B(R,) beliebig. Fiir alle x € R mit = < ¢ gilt nach
Lemma 1.1.5(a)

P(Ty1 <t —2)=P(N_y > k—1) =P + N,y > k),
und im Fall = > t gilt
P(Ty_, <t—z)=0.
Also gilt nach Lemma 1.1.5(a) und dem Satz von Fubini
P(N, > k,W, € B) = P(T, <t,W, € B) =P(W; + ...+ W, < t,W, € B)

= E[l{wl+...+wkgt}1{wleB}]

1{x1+.‘.+xk§t}ﬂ-3(xl)d(P o (Wla ey Wk))(zla s 7'7;]9)

I
T

Rk

I
m\m\m\

( - Lzt gap<eyd(P o (Wa, .., Wi)) (22, - . ,mk)) d(P o Wy)(xy)
([ tened®oTiim) Jap o wiia)

_ [ P+ Ty < d(Po W) (z) = /}3P<Tk_1 <t - 2)d(Po W) (x)

— [ BVes 2 b= Degd®o W) @) = [ B+ Nis 2 L eyd(Po Wi)(o)

:/Bf(t(a;,Nk)d(Powl)(x),

wobei Ny = {n € N:n > k}. O
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Satz 1.1.20. Die Erneuerungsfunktion M erfullt die Gleichung
M=G+M=x*G.

Beweis. Es sei Y ~ §g. Nach Satz 1.1.19 und dem Satz von Fubini fiir stochastische
Kerne (Satz 1.1.18) gilt fiir jedes t € R

M(t) = E[N)] :/R2kzd(IP’o(Nt,W1))(k,x):/R(/Rk:[(t(x,dk))G(dm)

/(M (/Rth(x,dk))G(dm)vL/(tvw) (/H%th(flf’,dk))G(dx)

/ E[1 + N,_,]G(dz) + / E[Y]G/(dz)
(0,2]

(t,00)

:/M (1+E[Nt_m])G(d:c>=/ (14 M(t - 2))G(dz)

(0,¢]

=G(t) + M(t — z)G(dz).
(0,¢]

]

Satz 1.1.21 (Erneuerungsgleichung). Es sei a : Ry — R lokal beschrankt und
messbar. Dann ezistiert genau eine lokal beschrinkte, messbare Funktion H : R, — R,
die eine Losung der Erneuerungsgleichung

H=a+HxG
1st. Diese Losung ist gegeben durch
H=a+axM.

Beweis. Zunachst beachten wir, dass H = a + a * M lokal beschrankt und messbar
ist. Es sei t € R, beliebig. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt

:OO G (t — 5)G(ds) = OOG*k —5)G(ds).
kz:: /(Ovt} (=G /(U:t] k=1 e

Also gilt
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und es folgt mit Satz 1.1.12(a)

H=a+axM=a+ax (ZG*’“) =a+ax* (G—FZG*]“)
k=1 k=2

=a+ax (G—F(ZG*’“) *G) =a+ax(G+M=+xG)=a+ (a+axM)xG
k=1
=a+HxG.

Nun sei A : R, — R eine weitere lokal beschrinkte und messbare Funktion mit
A=a+ AxG.
Induktiv folgt fiir jedes m € N

A=a+AxG=a+(a+AxG)xG=a+a*xG+AxG? = ...
m—1

:a—l—a*ZG*k—i-A*G*m—)a—i—a*M fiir m — oo.
k=1

Dazu beachten wir, dass wegen T}, — oo fiir jedes t € R, gilt

< sup [A(s)[P(T,, <) =0,

s€[0,¢]

(A% G™)(1)] = ‘ /(O A=) ()

und dass fiir jedes t € R, gilt

‘ <a \ nfe*k(t)) ~(ax M)(t)’ _ ‘ /M alt — s) i G (ds)

k=1 k=m

< sup |a(s)| Y G™(t) = 0.
k=m

s€[0,t]
Alsogilt A=a+axM = H. O

Bemerkung 1.1.22. Im Fuall a = G ist die Losung H der Erneuerungsgleichung aus
Satz 1.1.21 gegeben durch H = M. Dies folgt aus Satz 1.1.20.

Definition 1.1.23. Es sei t € R beliebig.

(a) Wir nennen
Rt = TNt+1 —1

die restliche Lebensdauer bis zum ndchsten Sprunyg.
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(b) Wir nennen
At =1 — TNt

die aktuelle Lebensdauer.

(c) Wir nennen
Ly = A+ Ry =Ty — Th,

die Gesamilebensdauer.

Satz 1.1.24. Flir jedest € R, qilt
Po (Rt,T1> == Kt X (]P) e} Tl),

wobei der stochastische Kern Ky von (R, B(R)) nach (R, B(R)) gegeben ist durch

PoR o, x<Ht,
Kt(xv):{é- ' >t
r—1» .

Beweis. Es sei z € R, beliebig. Fiir jedes x € R gilt

P(Ryy <2), z€(—o00,t],
Kt(x7 (—OO,Z]) =41 LS <t7t+ 2]7
0, x € (t+ z,00).

Weiterhin sei B € B(R) mit B # () beliebig. Falls B C (¢,¢ + z], dann gilt wegen
{heByc{t<Th <t+z}c{T1 <t+z}

P(RtSZ,TleB)_P(TNt+1—t<Z T1€B>:P(T1—t§Z7T1€B)
—PT1<t+ZT1€B) P(TleB)

/Kt )(Po T)(dx).

Falls B C (t + z,00), dann gilt wegen {11 € B} C {71 >t +z} C {T\ >t}

P(RtSZ,TleB)_P(TNt+1—t<Z T1€B>:]P)(T1—t§Z,T1€B)
=P(Ty<t+2T €B)=0

/Kt )(P o T)(d).
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Nun gelte B C (—o0,t]. Nach Lemma 1.1.5(b), dem Satz von Fubini und dem Satz
von der monotonen Konvergenz folgt

P(Ry<zTy€B)=)» PR <z N +1=nT €B)

n=1

n—t<z,Ny=n—-1,T, € B)

=>Ea
n=1
=Y P(T,~t<2T,1<t<T,T €B)
n=1
=Y PWi+.. AWy <z+t Wit ...+ W, <t<Wi+...+W,, Ty €B)
n=1

oo
= E / ]1{171+‘..+9:n§2+t}1{m1+...+xn71St<w1+...+rn}]13<371>
n=1 "

d(Po (Wy, ..., W))(x1,...,z,)
= Z/ (/ IL{3121-i-...—i—JCnSZ—&-t}11{961—&-...—&-907171§t<ﬂc1—f—---—f—avn}
n=1"B Rn—t
d(Po (Wa, ..., Wy))(xa, ... ,xn)> d(PoTy)(xq)

:Z/]P’(x+W2+...+Wn§z+t,
n=1 B

c+Wot AW,y <t<ax+We+...+W,)(PoTy)(dx)

I
WK
—

Pla4+Wi+...+ Wy < z+1,

3
Il
—

c+Wi+. . AW, o <t<ax+Wi+...+ W, 1)(PoT)(dx)

I
]2

I
]2
S

P(Tn_l —t<z— I,Tn_g <t—z< Tn_1)<IPO Tl)(dI)

3
Il
—_

P(T, 1 —t<z—x,Nyp=n—2)(PoT)(dr)
1

_ i/B]P’(Tnl (=) < 2Ny 41 =n— 1)(PoTi)(dx)

3
I

= / iP(TNtI—H —(t—2) <2, Ny y+1=n—1)(PoT;)(dr)
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- /BIP’(Rt_x < 2)(PoT))(dz) = /BKt(x, (=00, 2])(P o Ty)(dz).
[l
Wir setzen p := E[WW;] € (0,00). Fiir z € Ry sei r* : Ry — [0, 1] definiert durch
r*(t) =P(R; < z), teR,.
Weiterhin definieren wir G* : Ry — [0, 1] durch
G*(t) :=G(z+1t), teR,.
Satz 1.1.25.
(a) Fiir alle z € Ry gilt

P =G = (1— G« M

(b) Fiir alle t € Ry gilt

B[R] = u(1+ M(t)) -

Bewess.

(a) Nach Satz 1.1.24 und dem Satz von Fubini fiir stochastische Kerne (Satz 1.1.18)
gilt fiir jedes t € R

r*(t) = P(R; < 2) = E[lqp,<}] = /}R2 Li<ad(Po (R, Th))(r, x)

([ tosrfite. ) tas)
/m,t] (/Rﬂ{m} Po R, ,)(dr >G
+/(t’oo) </Rll(_ )6, dr))G

P(R, ., < 2)G(dz) + / 5, 1((—00, 2))G(dx)

(t,00)

I
—

(0s¢]

—

P(R;_. < 2)G(dx) —i—/ G(dx)

(0,¢] (t,t+2]

=Gt+2)—G(t)+ / r*(t — x)G(dx).

(0,¢]
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Mit H :=r* und a := G* — G gilt also
H=a+H=xG.
Nach Satz 1.1.20 gilt aukerdem
M=G+Mx*G.
Nach Satz 1.1.21 folgt demnach
H=a+axM=G" -G+ (G"-G)«M
=G -M+MxG+(G"—G)«xM
=G -M+G*«M=G—-(1-G)«M.
(b) Es sei n € N beliebig. Nach Lemma 1.1.5(b) ist

{Ni+1=n}={Ny=n—-1}={T,1 <t <T,}
={Wi+...+W, . <t<W,+...+W,}

unabhéngig von (Wy)k>n+1. Mit der Ersten Waldschen Gleichung (|Tap19, Satz
3.2.20]) folgt

E[TN 1] = pE[N; + 1] = w(E[N] + 1) = p(M(t) + 1),
und daher

E[R,] = E[Ty 1 — t] = E[Tn.a] — t = p(M(t) + 1) — .

Korollar 1.1.26. Es sei N ein Poisson-Prozess mit Intensitdt .
(a) Es gilt M(t) = Mt fir allet € R.
(b) Es gilt E[R,] = 5 fir alle t € R,
Beweis. Es sei t € R, beliebig.
(a) Wegen N, ~ Pois(At) gilt
M(t) = E[Ny] = At.

(b) Wegen Wi ~ Exp()) gilt 1 = 3. Mit Satz 1.1.25(b) folgt

(R = p(1+ M(t)) —t = —(1+ M) — t = %

> =
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Satz 1.1.27 (Elementarer Erneuerungssatz). FEs gilt

M
lim —(t) = l
t—oo T 7

Beweis. Mit Satz 1.1.25(b) gilt fiir jedes t € R
0 <E[R] = p(l+ M(t)) —t.
Also gilt fiir alle ¢ € (0, 00)

M)
@,

Y

=l
&+ | =

und es folgt

ME) 1

lim inf .
t—o00 t W

Nun sei ¢ € (0,00) beliebig. Wir definieren die Folge (Wff))neN durch
W) =W, Ae, neN.

Dann sind die Zufallsvariablen (W,\?),eny C .2 ebenfalls unabhiingig und identisch
verteilt, und es gilt

Wl < W, fir alle n € N.

Weiterhin definieren wir die Folge (TT(LC))TLGNO durch TO(C) :=0 und

T = ZI/I/i(C), n € N.
=1
Dann gilt
TV < T, fiir alle n € Ny.

Nun definieren wir den zugehorigen Erneuerungsprozess N¢ durch

(0 ._
N7 = Z M{T,EC)SKTE.?I}’ teRy.
k=1



18

Dann gilt

N, < N9 fiir alle t € R,
In der Tat, fiir alle t € R, und k£ € Ny gilt nach Lemma 1.1.5

(N, =k} ={Tp <t < Tppy} C{T7 <t} = {N9 > k}.

Nun sei M@ : R, — R, die zugehdrige Erneuerungsfunktion

MO =E[NY], teR,.
Dann gilt

M(t) < M©(t) fiir alle t € R,
Weiterhin setzen wir (¢ := E[IW{]. Dann gilt
0<pl <.

Wir definieren die restliche Lebensdauer

O _ o) _
RY =T, —t teR,.

Dann gilt
R9 < ¢ fiirallet € R,.
Nach Satz 1.1.25(b) gilt aukerdem
E[R] = p (1 + M©O(t)) — ¢t fiir alle t € R,
Also erhalten wir fiir alle ¢t € R
t+c>E[t+ R =t +E[RY) = n 91 + MO (1)),

Also gilt fiir alle t € R

Also gilt fiir alle ¢ € (0, 00)
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Es gilt Wl(c) T W fiir ¢ 1 co. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

M:Emﬂ:Eppﬂ$q:hmmwﬁpﬂmﬂ@

cToo cToo cToo
Es gilt also p(® 1 p fiir ¢ 1 0o, und wir erhalten

M(t
lim sup ®) l
t—o0 t %

Insgesamt haben wir gezeigt

Mt 1 M(t
lim sup ®) < — < liminf ( >,
t—00 t 12 t—00 t
und es folgt
M
i MO _ 1
t—oo 7
O
Definition 1.1.28. Wir nennen die Zahl
A= — € (0,00)

die Intensitit des Frneuerungsprozesses N.

Bemerkung 1.1.29. Nach dem elementaren Erneuerungssatz (Satz 1.1.27) gilt

t—oo T

Satz 1.1.30 (Starkes Gesetz der grofen Zahlen fiir Erneuerungsprozesse). FEs gilt
P-fast sicher

Beweis. Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen gilt P-fast sicher

n—oo M n—oo N 4

1i 1
11m 1m - W i [ 1] 2\

Nach Lemma 1.1.5(a) gilt fiir jedes k € N

P(N, > k) =P(T, <t) = 1 fiir t — c.
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Da die Pfade von N monoton wachsend sind, folgt N, % o fiir ¢ — 0o. Also folgt
P-fast sicher

T 1
I Ny _

1m = .
t—o0 Nt /\

Fiir alle t € Ry gilt Ty, <t < T, 41 fast sicher, und daher

TN, N < t < TN, +1

fast sicher.
N, N,+1-N,+1 "N, 41 sbiener

Aufserdem gilt P-fast sicher

lim I Ny = lim —TNtH = L
too Ny N;+1  t=oo Ny +1 A

und daher P-fast sicher

li !
im = —.
t—o0 Nt +1 A
Nun folgt P-fast sicher

1.2 Das Sparre-Andersen-Modell

Es sei N eine Erneuerungsprozess mit Intensitdt A zur Erneuerungsfolge (7,),en mit
zugehoriger Folge (W,,)pen C £ von unabhiingigen, identisch verteilten Zufallsva-
riablen mit Verteilungsfunktion G : R — [0,1], so dass G(0) = 0. Weiterhin sei
(X )nen C £ eine Folge unabhéingiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Ver-
teilungsfunktion F' : R — [0, 1], so dass F'(0) = 0. Wir nehmen an, dass die Folgen
(Wi)nen und (X, )neny unabhéngig sind. Wir setzen

p = E[X;] € (0, 00).
Wir definieren F : R — [0, 1] durch
F(z):=1-F(x), zeR

Lemma 1.2.1. Es gilt
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Beweis. Folgt aus Lemma 1.3.6 weiter unten. [

Definition 1.2.2. Wir nennen den Prozess

N
Sy = Z X
=1

den Gesamtschadenprozess.

Definition 1.2.3. Wir nennen das vorliegende Modell fiir den Gesamtschaden das
Sparre-Andersen-Modell.

Definition 1.2.4. Ist N ein Poisson-Prozess mit Intensitdit X\, das heifst W, ~
Exp(A) fir alle n € N, so sprechen wir vom Cramér-Lundberg-Modell.

Definition 1.2.5. Jede deterministische, monoton wachsende Funktion P : R, — R
mit Py = 0 nennen wir einen Pramienprozess.

Im Folgenden fixieren wir den Pramienprozess
Po=ct, teR,
fiir ein ¢ > 0.
Definition 1.2.6. Wir nennen c die Primienrate.

Definition 1.2.7. Fiir jedes u € R, nennen wir den Prozess
R=R(u):=u+P— Sy

einen Risikoprozess mit Anfangsrisikoreserve (oder Startkapital) u.

Bemerkung 1.2.8. Fs gilt R(u+v) = u+ R(v) fir alle u,v € Ry.
Definition 1.2.9.

(a) Wir nennen
T: QA xRy = [0,00], 7(u):=inf{t € R, : Ry(u) <0}
die Ruinzeiten.
(b) Wir nennen
U:Ry —[0,1], ¥(u):=P(r(u) < o0)

die Ruinwahrscheinlichkeiten.
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(¢c) Wir nennen
¢:Ry —[0,1], P(u):=1-—Y(u)

die Uberlebenswahrscheinlichkeiten.

Lemma 1.2.10. Die Funktion ® ist monoton wachsend. Folglich ist W monoton
fallend.

Beweis. Fiir alle u < v gilt

¥(u) = P(r(0) = 00) = F( () {Fulw) = 0} )

teQ4

<P 1800 2 0)) =B(r(0) = ) = 2(0)

teQ4

Satz 1.2.11. Fiur alle u € Ry gilt P-fast sicher

lim%u)—c—)\u.

t—00
Beweis. Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt P-fast sicher

S 1
lim =2 = lim ZXi =E[X;] = p.

t—o0 Nt t—o0 Nt —
1=

Nach dem starken Gesetz der grofen Zahlen fiir Erneuerungsprozesse (Satz 1.1.30)
gilt aulkerdem P-fast sicher

N,
lim =% = A
t—oo t
Es folgt P-fast sicher
 Sn, . SwN.
tlg?o t _tlggo Nt__)\'u'

Also folgt insgesamt P-fast sicher
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Satz 1.2.12. Falls ¢ < A, dann gilt ®(u) = 0 und U(u) =1 fir alle u € Ry.
Beweis. Nach Satz 1.2.11 gilt P-fast sicher

lim Rtiu) =c— <0,

t—o00

und daher gilt fiir alle u € R,

U(u) = P(r(u) < o) = 1@( U {Ri(w) < 0}) = 1.

teQ4

Definition 1.2.13. Die Zahl

R ¢ 1

heifit relativer Sicherheitszuschlag (englisch safety loading).

Definition 1.2.14. Falls p > 0, was gleichbedeutend mit ¢ > A\ ist, so sagen wir,
dass die Nettogewinnbedingung (englisch net profit condition) erfillt ist.

Definition 1.2.15. Im Fall p > 0 setzen wir
1

o= :
I+p
Bemerkung 1.2.16. Im Fall p > 0 gilt 0 € (0,1) und

_u
e

o

Satz 1.2.17. Fulls p > 0, so ist & monoton wachsend mit lim, o, ®(u) = 1. Folglich
ist W monoton fallend mit lim,_,., ¥(u) = 0.

Beweis. Die Monotonie hatten wir bereits in Lemma 1.2.10 gesehen. Nach Satz 1.2.11
existiert eine Zufallsvariable Y, so dass P-fast sicher gilt

R,(0) > Y fiirallet € R,.
Wegen R;(u) = u + Ry(0) folgt lim, o, ®(u) = 1. O
Satz 1.2.18. Die Funktion ® : Ry — [0, 1] erfillt die Integralgleichung

O(u) = /(Om) (/(Oww} D(u+ cw — @F(d@) (PoW))(dw), u€R,.
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Beweis. Wir vereinbaren die Notation X = (X,),>1, Xo = (Xp)ns2, W = (W,)n>1
und Wy = (W,,),>2. Nach Lemma 1.1.5(b) und dem Satz von Fubini gilt

o(w) =P () (R 2 0)) =2( ) (R 20} Ut < Wi}))

teQ4 teQy

P n <u+ct ZX >0}u{t<Wl}))

I
=

P

(N

( < u+cW1 X1+C(t—W1)—ZXz'ZO}U{t<W1}))
teQy

(AU

u+cW1 X1+ et —Wy) — ZX >0}

tEQ+k2ﬂ{W1+ W<t < W+ +Wk+l})u{t<w1}>

[ [ {@ku wt oy — 21+ et — w) Zx>0}

A {wrt o b wop <t <wn +wk+1}>U{t<wl}}(IP’oX)(d:p)(IPoW)(dw)
/(/m/m {QU ut cwy — 2+ oft — wy) Zx>o}
ﬂ{w1+...+wk§t<w1+...+wk+1})U{t<w1}}(Po(X2,W2))(d:c,dw)>

(]P) e} (Xl, Wl))(dﬂfl, dwl)

/ ( A U ({““w—“fi(f—w)—zk:)@zo}

teQ4 k=2 i=2
ﬂ{w—i—Wg—f—...—l—Wk§t<w+Wg+...+Wk+1})U{t<w})

d(P o (X1, W1))(z,w)

/ (ﬂU({u+cw -+ et —w) ZX>0}

teQ4 k=2
ﬂ{Wl ...—i—Wk_l§t—w<W1—|—.,.+Wk}>U{t<w})

d(P o (X1, Wh))(z, w)
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:/RQ]P( N U{u+cw—:x—|—ct— kz:: }

t€[w,00)NQ4 k=2
ﬂ{W1+...+Wk_1 St—w<W1—l—...—l—Wk})d(PO(Xth))(ZL’,w)

/ ( N U{u+cw—az~l—ct—2X >0}

teQq k=2

H{Wl—F—i—Wk,l <it< W1++Wk})d(Po(X1,Wl))(:c,w)

:/RZ]P)( ﬂ {u—l—cw—x—l—ct—:sziZo}d(Po(XlaW1>)($aw)

teQy

:/RQJP( (N A{Ri(u+ cw—x) > 0}>d(Po(X1,W1))<w,w>

teQ4
— /R2 O (u+ cw — x2)d(P o (Xq, Wh))(z,w),

wobei wir die Notation ®(u) := 0 fiir alle v < 0 benutzen. Nun folgt mit dem Satz
von Fubini

O(u) = /R2 O(u+ cw — z)d(Po (X1, W)))(z,w)

:/R(/R<1>(u+cw—:p)(PoXl)(da:))(IP’oWl)(dw)

_ /(Om) ( /(O’Ww] B+ cw — x)F(dw)) (P o W) (duw).

O]
Definition 1.2.19. Es sei J ein Intervall. Eine Funktion f : J — R heifit absolutstetig,
wenn zu jedem € > 0 ein 6 > 0 existiert, so dass fir allen € N und alle ay,...,a, € J
und by,....,bp, € I mit ap < by <as <by <...<a,<b, und
Z(bk — CLk) <0
k=1
qgilt

S 1) — Flan)] < e
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Bemerkung 1.2.20.
(a) Jede Lipschitz-stetige Funktion f:J — R ist absolutstetig.
(b) Jede absolutstetige Funktion f : J — R ist gleichmdfig stetig.
Bewess.
(a) Es existiert ein L € (0,00), so dass
1f(b) — f(a)| < |b—a| fiir alle a,b e J.

Zu e > 0 wahle § := % Aus

n

Z(bk — ak) <9
k=1

folgt dann

n

ST ~ fla)] <Y Lbx—a) =LY by —a) < Lo = .

k=1

(b) Zu € > 0 wihle 6 > 0 wie in Definition 1.2.19. Es seien a,b € J mit a < b, so
dass

b—a <.

Dann folgt
f(b) = fla)] <e

]

Satz 1.2.21 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Fs sei J ein Inter-
vall.

(a) Ist f:J — R absolutstetig, so existiert die Ableitung f’ fast iberall, f" ist auf
kompakten Teilintervallen von J integrierbar, und es gilt

f(t)—f(s):/tf’(x)da: fir alle s, t € J.
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(b) Es sei g : J — R auf kompakten Teilintervallen integrierbar, und es sei a € J
beliebig. Dann ist die Funktion f :J — R gegeben durch

absolutstetig, die Ableitung [’ existiert fast iberall, und es gilt f' = g fast iiberall.

Satz 1.2.22 (Partielle Integration). Fs seien X,Y : R, — R cadlag-Funktionen von
lokal beschrankter Variation.

(a) Fiir alle a,b € Ry mit a < b gilt

%QY@XMQ:X@HQ—X@Y@—(waqwﬁy

(b) Ist X oderY stetig, dann gilt fir alle a,b € R, mit a <b

KMY@XM@:X@Y@—XMWM%—(Jﬂ@ﬂ@)

Bewezs.
(a) Esseien X = XT—X " und Y = YT —Y~ Zerlegungen mit monoton wachsenden

cadlag-Funktionen X+ X~ und Y, Y. Dann gilt

AMY@XW®=A%YW@XWM—/‘Y(@Xﬂ@)

(a,b]

— Y*(s) X~ (ds) + Y~ (s) X~ (ds)

und
X(s—)Y(ds) = Xt (s—)Y*(ds) — X~ (s—) Y™ (ds)
(a,b] (a,b] (a,b]
— Xt (s—) Y~ (ds) +/ Y (s—) X (ds)
(a,b] (a,b]
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Also diirfen wir annehmen, dass X und Y monoton wachsend sind. Es seien m
und my die zugehorigen Make. Dann gilt

Y (t) = my(¢)([0,t]) fiir alle t € Ry
und
my ([s,t]) =Y (t) — Y(s—) fiir alle s,¢ € (0,00) mit s < ¢.

Dashalb gilt nach dem Satz von Fubini

/(a’b}Y(s)X(ds) = /(a,b] ( o my(du)>mx(d3)

— (X(8) - X(a))Y (a) + / (X(b) — X (u—))Y (du)

(a,b]

= (X(b) = X(a))Y(a) + X(0)(Y (b) = Y(a)) — » X(u=)Y (du)

(b) Nach Teil (a) gilt auch

X(s)Y(ds) =X (b)Y (b) — X(a)Y (a) — / Y (s—) X (ds),

(a,b] (a,b]
und daher
/( ' Y(s—)X(ds) = X(0)Y(b) — X(a)Y(a) — - X(s)Y(ds).

Also gilt die behauptete Formel, sofern X oder Y stetig ist.

Von nun an betrachten wir das Cramér-Lundberg-Modell.
Satz 1.2.23.
(a) Die Funktion ® : Ry — [0, 1] ist absolutstetig, und erfillt fast iberall die Diffe-

rentialgleichung

' (u) = —®(u) — — /(o | O(u—z)F(dr), ueR,.
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(b) Die Funktion ® : R, — [0,1] erfillt die Integralgleichung

O(u) = ¢(0) + % /qu)(u —2)F(z)dr, u€R,.

Bewess.
(a) Nach Satz 1.2.18 und mit der Substitution
y=@(w)=u+cw

gilt fiir jedes u € R,

O(u) = /(0 N (/o,u+cw] O (u+ cw — x)F(daz)) (P o W1)(dw)

) (
= / / O(u + cw — ) F(dx) e ™ dw
0 (0,u+cw]
A

-2 /uoo exp ( _ M) /m,y] B(y — ) F(dz)dy

_ %exp (A—c“) /:O exp <_ %) /m,y] B(y — 2)F(dz)dy.

Nach Satz 1.2.21(b) und der Produktregel ist ® absolutstetig, und die Ableitung
' existiert fast iiberall mit

Q' (u) = =P(u) — = /(0 }@(u —x)F(dz), ueR;.

(b) Mit partieller Integration (Satz 1.2.22(b)) gilt fiir jedes u € R

/(0 | O(u—z)F(dz) = ®(0)F(u) — ®(u)F(0) — / F(u)(®(u — o))(dw)

(0,u]

= ®(0)F(u) — ®(u) + /Ou ' (u — x)F(z)dz.

Nun sei t € R, beliebig. Integration von 0 bis t ergibt also nach Satz 1.2.21(a)
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und dem Satz von Fubini

O(t) — @(0) = /0 ' (u)du

_ %/Ot<1>(u)du_5/t /Ou]®(u—m)F(dx)du
i/@ u + 2 //Ou] w — 2) F(d)du
:%[@( Y + 2 / ( (0)F(u) — ®(u) + /qu)’(u—x)F(x)dx)du

:écp(o)/otF Jdu + = /(/ ' (u — ) F(z)dz )du
:%@(O)/OtF(u)du %/ (/ ' (u— ) u)dx
/ .

C

Satz 1.2.24.
(a) Falls p >0, dann gilt (0) =1 — o und V(0) =
(b) Falls p <0, dann gilt ®(u) =0 und ¥(u) =1 fir alle u € R,.
Beweis.
(a) Nach Satz 1.2.17 ist ® monoton wachsend mit lim, ,,, ®(u) = 1. Nach Satz
1.2.23(b) gilt

@(u)z@(O)—i——/OOO(I)(u—x) ou(@)F(@)dr, ucR,.

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz, Lemma 1.2.1 und Bemerkung
1.2.16 folgt

= lim ®(u) = ®(0) + % /000 lim ®(u — )1 (g (x)F(z)dx

UuU—00 U—00

= ®(0) + % /Oo F(z)dx = ®(0) + %’“‘ = ®(0) + o,
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und daher

o0)=1-o0.

(b) Falls p < 0, so folgt dies aus Satz 1.2.12. Nun betrachten wir den Fall p = 0. In
diesem Fall gilt

- 1, und daher é = —,
AL c
und mit Satz 1.2.23(b) folgt
1 _
O(u) = ®(0) + —/ O(u—x)F(z)dr, ueR,.
HJ(0,u)

Es sei G : R — [0, 1] die Funktion gegeben durch G(x) = 0 fiir alle < 0 und

Gx) = 1/; F(z)de.

Nach Lemma 1.2.1 gilt lim,_,o, G(x) = 1, und somit ist G eine Verteilungsfunk-
tion. Die Integralgleichung besagt nun

O =o(0)+ P xG.
Nach Satz 1.1.21 gilt also
O = P(0) + P(0) x M,
wobei M die zu G gehorige Erneuerungsfunktion bezeichnet. Also gilt
O(t) = P(0)(1+ M(t)) fiir alle t € R,

Nach Satz 1.1.12(b) gilt lim; o, M(t) = co. Da ®(t) € [0,1] fiir alle t € R,
folgt ®(0) = 0, und damit auch ®(¢) = 0 fiir alle t € R,..

Beispiel 1.2.25. Falls p > 0 und X, ~ Exp(1/u), dann gilt

l1—0

\I/(u)zaexp(— u), ueRy.
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Beweis. Die Zufallsvariable X ist absolutstetig mit Dichte

f(x):lexp<—f), r e Ry.
p p

Mit Satz 1.2.23(a) folgt

Wir koénnen dies auch schreiben als

&' (1) = %@(m _ %exp ( _ %) /Oucp(x) exp <§) da.

Ableiten nach der Produktregel und Umstellen der vorherigen Gleichung ergibt

& (u) = 20/ () — 2 <<I>(u) . /0 B(z) exp ( o x)dx)

¢ cpL [
A A A [ u—x
— 20/ (u) — Do)+~ [ @ - d
() - o)+ 25 [Cetes (-5
A A 1/A
= 20/ (u) — Lo(u) + = Ld(u) — @'
() - 2o+ (2o - o)
1 1—
- (5 - —) (1) = —— 20 (u).
¢ p 7
Also existieren Konstanten ¢, co € R, so dass
l—0o
@(u):cl—@exp(— u), ueRy.

Nach Satz 1.2.24(a) gilt ®(0) = 1 — o, und nach Satz 1.2.17 gilt lim, o, ®(u) = 1.
Also folgt ¢; = 1 und ¢; = o, und daher

l1—0

\If(u)zl—q)(u)zaexp(— u) u € R,.
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1.3 Light- und heavy tails

Definition 1.3.1. Eine Zufallsvariable X > 0 (oder deren Verteilungsfunktion F bzw.
dessen Verteilung P o X ) heifst light-tailed, wenn ein X\ > 0 mit E[e**] < oo existiert;
und andernfalls, also wenn E[e*X] = oo fiir alle X > 0, heifit sie heavy-tailed.

Definition 1.3.2. Wir bezeichnen mit £ die Klasse aller Verteilungsfunktionen, die
heavy-tailed sind.

Lemma 1.3.3. Gilt fiir eine Zufallsvariable X > 0, dass E[X"] = oo fiir ein n € N,
so ist X heavy-tailed.

Beweis. Es sei A > 0 beliebig. Wegen

k!
k=0
gilt
X\ n
E[GAX] Z E|:()‘ ) :| — )\—E[Xn] = 00
n! n!

]

Beispiel 1.3.4. Die Gammaverteilung I'(«, 8) mit Parametern o, 5 > 0 ist light-
tailed, denn es gilt

E[e*] = <%)a fiir alle X\ € (—o0, ).

Beispiele 1.3.5. Einige Beispiele fiir Verteilungen, die heavy-tailed sind:

(a) Die Weibull-Verteilung WB(c, 7) mit Parametern ¢, 7 > 0. Fir dessen Vertei-
lungsfunktion gilt

F(z)=e", zcR,.

(b) Die Log-Normalverteilung LN(u,0?) mit Parametern u € R und o* > 0.

(¢) Die Log-Gammaverteilung LI'(cv, B) mit Parametern a, > 0.

(d) Die Burr-Verteilung Burr(a, 7, 0) mit Parametern o, 7,0 > 0.

(e) Die Pareto-Verteilung (Typ I) Par(k,«) mit Parametern k,a > 0. Fir dessen
Verteilungsfunktion gilt

F(z) = I(—oop)(x) + (—)all[mo) (x), zeR.
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Lemma 1.3.6. Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F : R — [0, 1],
so dass F(0) = 0, und es sei ¢ : Ry — R eine absolutstetige Funktion mit ¢ > 0
fast diberall. Dann gilt

E[p(X)] = ¢(0) + /Ooo ¢ (2)F(z)dz.

Beweis. Mit Satz 1.2.21(a) und dem Satz von Fubini erhalten wir

(0] =E[o0) + [ onte] = o0 +E] [" 90t n]

=¢(0) + /000 ' (2)P(X > z)dxr = p(0) + /000 ¢ (2)F(r)dw.
O

Satz 1.3.7. Fir eine Verteilungsfunktion F': R — [0,1] mit F'(0) = 0 sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt F € X .
(11) Fir alle X > 0 gilt

lim sup e F(z) > 0.

Tr—00
(113) Fiir alle X > 0 gilt

lim sup e F(z) = oo.
T—00

Beweis. (iii) = (ii): v/
(i) = (i): Angenommen, es gilt F' ¢ J#". Dann existiert ein A\ > 0 mit E[e*¥] < oo.
Mit [Tapl9, Lemma 3.2.26] folgt fiir jedes x € R,

F(x) =P(X > 2) = P(eM > ™) < B[]

e\ )

und daher
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(i) = (iii): Angenommen, es existiert ein A > 0 mit

lim sup e’ F(z) < oo.
T—r00

Dann existiert ein C' € R, so dass
F(x) < Ce™ fiir alle z € R,.

Also folgt mit Lemma 1.3.6 der Widerspruch

N>

DY B A o0
]E[e%X] =1 +/ ¢ "F(z)dr <1+ 70/ e 2%dx < oo.
0 0

[]

Korollar 1.3.8. Fir eine Verteilungsfunktion F' : R — [0,1] mit F(0) = 0 sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt F ¢ ¢ .
(i1) Es existiert ein A > 0 mit

lim e F(z) = 0.

T—00

Beweis. Folgt aus Satz 1.3.7. m
Beispiel 1.3.9. FEs gilt Par(k, ) € Z fir alle k, a0 > 0.

Beweis. Dies folgt aus Satz 1.3.7, denn fiir jedes A > 0 gilt

lim sup e’ F(z) = lim sup e** (E> = 0.
x

z—00 z—00
0
Beispiel 1.3.10. Es WB(c, 1) € # fir alle ¢ > 0 und 7 € (0,1).
Beweis. Dies folgt aus Satz 1.3.7, denn fiir jedes A > 0 gilt
lim sup e’ F(z) = limsup e e~ = limsup e? " = oo.
7300 z—00 7300
0

Beispiel 1.3.11. Es gilt Exp(8) ¢ £ fiir alle 5 > 0.
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Beweis. Es gilt F(z) = e ? fiir alle # € Ry. Mit A\ = g folgt also

. = . _B
lim e F(z) = lim e”2% = 0.
T—>00 Tr—00

Also folgt mit Korollar 1.3.8, dass Exp(f) ¢ J¢. O

Die Ratenfunktion Iy : R — [0, 00| einer Zufallsvariablen X ist bekanntlich defi-
niert durch

Ix(b) :=sup (sb— Ax(s)), beR.

520
Hierbei ist Ay : R — (—o00, 00| definiert durch
Ax(s) :=InE[e**], seR.

Satz 1.3.12. Es sei X > 0 eine Zufallsvariable.

(a) Falls X heavy-tailed ist, dann gilt Ix(b) =0 fir alle b € R.

(b) Falls X light-tailed ist, dann ezistiert ein b € R mit Ix(b) > 0.
Bewezs.

(a) Es gilt Ax(s) = oo fiir alle s € (0,00), und daher Ix(b) = 0 fiir alle b € R.

(b) Es existiert ein s € (0,00), so dass Ax(s) < oo. Weiterhin existiert ein b €
(0,00), so dass

sb— Ax(s) >0,
und daher gilt Ix(b) > 0.

[]

Es sei F': R — [0, 1] eine Verteilungsfunktion mit £'(0) = 0. Wir erinnern an die
Definition

tmax == sup{t € Ry : F(t) < 1} =sup{t € R, : F(t) > 0} € (0, 0].
Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gilt tpax = 00.
(i) Es gilt F(t) <1 fiir allet € R,.
(iii) Es gilt F(t) > 0 fiir alle t € R,
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Definition 1.3.13. Es sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F : R —
0,1], so dass F(0) = 0. Die Funktion ep : [0, tmax) — [0, 00] gegeben durch

er(u) :=E[X —u|X >ul, u€0,tna)

heifit mean excess over threshold oder restliche Lebenserwartung.

Lemma 1.3.14. Es gilt

ep(u) = ﬁ /OO F(x)dx  fir alle u € [0, tmax)-

Beweis. Wir fixieren ein beliebiges u € [0, tyay) und definieren die Funktion ¢ : R, —
R, durch

o(r)=(r—u)t, xeR,.
Dann gilt ¢(0) = 0, die Funktion ¢ ist absolutstetig, und es gilt fast iiberall
O () = Lizsuy, € Ry
Insbesondere gilt ¢’ > 0 fast iiberall. Aukerdem gilt P{X>*} <« P mit
dP> Tixswy Iixsw

dP P(X > u) F(u)
Also folgt mit Lemma 1.3.6

1 +
1 T
= A Bl = 7 / o (2)F(x)da

Beispiel 1.3.15. Falls X ~ Exp()), dann gilt
1
ep(u) = X fir alle u € Ry.

Beweis. Wegen F(z) = e~ fiir alle z € R, gilt nach Lemma 1.3.14

1= g [Pt [t b
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Satz 1.3.16. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F : R — [0,1], so
dass F(0) = 0.

(a) Ist tyax < 00, so gilt F' ¢ A und
ep(u) < tmax —u <00 fiir alle u € [0, tpax)-
(b) Ist E[X] = o0, so gilt F' € & und tyax = 00 sowie
ep(u) =00 fir alle uw € R.
(c) Ist tmax = 00 und E[X] < oo, so gilt
er(u) < oo fir alleu € R;.

Beweis.

(a) Es gilt F(z) = 0 fiir alle 2 € [tpa, 00). Also folgt mit Korollar 1.3.8, dass
F ¢ . Wegen X < tyay gilt auerdem

erp(u) =E[X —u| X > u] <tpax —u  fir alle u € [0, tax)-

(b) Nach Lemma 1.3.3 gilt F' € J#. Aukerdem gilt t,,,x = 0o, denn andernfalls folgt
wegen X < tp.x der Wiederspruch E[X] < oo. Nach Lemma 1.2.1 gilt

und daher
/OO F(z)dr = oo fiir alle u € R,
Also folgt mit Lemma 1.3.14
erp(u) = oo fiir alle u € R,
(c) Fiir alle u € R, gilt
/Oo Fla)ds < /Oo Flz)de = B[X] < oo.
u 0

Also folgt mit Lemma 1.3.14

ep(u) < oo fiir alle u € R,.
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]

Satz 1.3.17. Sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F : R — [0,1], so
dass F(0) = 0 und tpax = 0.

(a) Falls lim, o ep(u) = 0o, dann gilt F € % .
(b) Falls limsup,,_,. er(u) < oo, dann gilt F ¢ ¢ .
Beweis. Siehe [BOS17, Prop. 5.52]. O

Definition 1.3.18. Eine Verteilungsfunktion F : R — [0,1] mit F(0) = 0 und
tmax = 00 heifit subexponentiell, falls

lim Fjﬂ(t)

=n fir allen € N.

Definition 1.3.19. Wir bezeichnen mit . die Klasse aller subexponentiellen Vertei-
lungsfunktionen.

Fiir zwei Funktionen f,g: R — R schreiben wir
f(x) ~g(x) firz— oo,

oder auch kurz f ~ g, falls

o 1@ _
g~

Bemerkung 1.3.20. Fir eine Verteilungsfunktion F : R — [0, 1] mit F/(0) = 0 und
tmax = 00 sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt F € ..
(ii) Es gilt F*" ~nF fiir alle n € N.

Satz 1.3.21. Es sei F : R — [0,1] eine Verteilungsfunktion mit F(0) = 0 und
tmax = 00. Weiterhin sei (X,,)nen eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter Zufalls-

variablen mit Verteilungsfunktion F. Wir definieren die Folgen (S,)nen und (My,)nen
durch

Sy, = ZXi und M, := max{Xy,..., X, }.

=1

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) Es gilt F € ..
(i) Es gilt Fs, ~ Fy, fiir alle n € N.
Beweis. Es sei n € N beliebig. Dann gilt
Fs, (z) =P(S, > x) = F*(z) fiir alle v € R,.

Wegen der geometrischen Summe gilt

n—1

1 — "
Zyk = Y fir alle y € R\ {1}
k=0 I-y

Aufserdem gilt

lim F(z)" =1 fiir alle k € N.

T—00

Also folgt
Fy, (2) =P(M, >2)=1-P(M, <2)=1-P(X; <2z,...,X, <7)
n—1

zl—ﬁIP’(Xigx)zl—F(x)":F(x) F(x)* ~ nF(x) fiir z — oco.

i=1 k=0

Also folgt (i) < (ii) mit Bemerkung 1.3.20. O
Satz 1.3.22. Ls gilt & C K.

Beuweis. Dies folgt aus [BOS17, Prop. 5.56]. O

Definition 1.3.23. Eine Funktion L : R, — R heifit langsam variierend, falls

lim L{tz)
A% T@)

=1 firallet > 0.

Definition 1.3.24. Wir bezeichnen milt %y die Klasse aller langsam variierenden
Funktionen.

Beispiele 1.3.25. Es gilt In,Inoln, % € Xy und c € Xy fir jedes c € R.

Definition 1.3.26. FEine Funktion H : R, — R heifit requldir variierend vom Index
a € R, falls

lim H(tx)
A% H@)

=t* fir allet > 0.
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Definition 1.3.27. Wir bezeichnen mit %, die Klasse aller reguldr variierenden
Funktionen.

Beispiel 1.3.28. Ist p ein Polynom vom Grad n € N, so gilt p € Z%,,.

Bemerkung 1.3.29. Fir eine Funktion H : R, — R und einen Index o € R sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt H € X,
(ii) Es gilt L € %, wobei L : R, — R definiert ist durch

L(l’) = o ) S R—l—-

Definition 1.3.30. Wir bezeichnen mit % die Klasse aller Verteilungsfunktionen F
mit F(0) = 0, fir die F' reguldr variierend mit einem Index —« fir ein o € R, ist.
Mit anderen Worten, die Funktion L : R, — R gegeben durch

L(z) == 2°F(z), x€R,.
15t langsam variierend.
Beispiel 1.3.31. Es gilt Par(k, ) € Z fiir alle k,a > 0.

Beweis. Es gilt F'(0) =0 und
_ K @
F(z) = (—) fiir alle x > k.

Fir die Funktion L : R, — R gegeben durch
L(z) = 2°F(z), z€R,
gilt
L(z) = k™ firalle z > k.
Also gilt L € %, und es folgt F € Z. O
Satz 1.3.32. Es gilt # C ¥ C X .
Beweis. Die Inklusion . C J folgt aus Satz 1.3.22, und die Inklusion #Z C . folgt

aus |[BOS17, Prop. 5.61]. O
Satz 1.3.33. Fir jedes F' € . und jedes € > 0 existiert ein K € (0,00), so dass
Fo(z)

<K +e)" firallex € Ry und alle n > 2.
F(z)

Beweis. Siehe |[BOS17, Prop. 5.63]. O
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1.4 Asymptotik der Ruinfunktion

Wir betrachten das Cramér-Lundberg-Modell und nehmen an, dass die Nettogewinn-
bedingung p > 0 erfiillt ist.

Definition 1.4.1. Wir definieren die Verteilungsfunktion F; : R — [0,1] durch
Fr(z) =0 fiir v <0 und

1 X
Fiw) = [ Py, weR..
0

Bemerkung 1.4.2. Nach Lemma 1.2.1 ist F tatsdchlich eine Verteilungsfunktion,
und es gilt F;(0) = 0. Fir das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf m; auf (R, B(R))
gilt mp < X mit
p _
dm; _ Iy
d\ 1
Lemma 1.4.3. Die Funktion ® : Ry — [0, 1] erfillt die Integralgleichung

+-

P =po+odx Fy.
Beweis. Nach Satz 1.2.23(b) erfiillt ¢ die Integralgleichung

O(u) = ®(0) + A /“ O(u—x)F(x)dr, ueR,.

C

Nach Satz 1.2.24(a) gilt auferdem

o0)=1-o0.

Nach Definition 1.2.15 gilt

1

o= rp’
und es folgt
l1—0= rpp = po.
Weiterhin gilt nach Bemerkung 1.2.16
Y
c

Insgesamt erhalten wir

O(u) = po + a/ O(u—x)Fr(dr), weR,.
(0,u]
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Satz 1.4.4.

(a) Die Integralgleichung aus Lemma 1.4.8 besitzt genau eine lokal beschrinkte,
messbare Losung. Diese ist gegeben durch die Pollczek-Khinchin-Formel

b = po Z o"Fi".
n=0
(b) Weiterhin gilt
U = po Z o"F;.
n=0

Beweis.

(a) Die Eindeutigkeit erfolgt dhnlich wie im Beweis von Satz 1.1.21. Es sei A :
R, — R eine lokal beschrankte, messbare Funktion mit

A=po+0cAxF].
Induktiv folgt fiir jedes m € N
A= po+cAxF;=po+o(po+ocAxFy)x Fr = po+ po’F; + 0> A x F}?
= po + po’Fr 4 0*(po + 0 A x Fy) x Fi? = po + po*Fr 4 po Fi? 4+ 0% A« F?
=...= paZa”F}‘”—l—Jm“A*F}k(mH) — pJZJ”F}‘" fiir m — oo.

Nun zeigen wir, dass ® eine Losung ist. Einsetzen von
® = po Z o"F;"
n=0
in den Ausdruck
po + o® x F
liefert

pa+a®*FI—pa+pa2(ZU"Ff"> x Fp

n=0

= po + po ( > U”HFI*("H))

n=0

= paFI*O + paZa"FI*”

n=1

= paia”FIm = .
n=0
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(b) Wegen

1—J:L=p0'
IL+p

gilt mit der geometrischen Reihe

= 1 1
;U :1—0':p_0'

Also folgt mit Teil (a)
paZa”W: paZa”(l — /") = ,0020” —P=1-0=1V.
n=0 n=0 n=0
[

Bemerkung: Die Pollczek-Khinchin-Formel folgt auch mit einer verallgemeinerten
Version der Erneuerungsgleichung (Satz 1.1.21) fiir endliche Make. Genauer gesagt,
sei G : R — R, eine monotone wachsende cadlag-Funktion mit G(0) = 0. Dann ist,
unter Beachtung von Satz 1.1.12(a), die Losung der Gleichung

H=a+HxG
gegeben durch

H = a*iG*”.
n=0

Dass es sich um eine Lésung handelt, zeigt folgende Rechnung:

a+ (a*ZG*”) *Gza—l—a*ZG*wH) :a+a*ZG*" :a*ZG*".
n=0 n=0 n=1 n=0
In der aktuell vorliegenden Situation betrachten wir die Gleichung
O = po+ D x (aFy).

Wir erhalten dann unmittelbar die Pollezek-Khinchin-Formel
b = po Z o"Fi",
n=0
wobei wir noch beachten, dass geméfs Definition 1.1.13 gilt

(AA) * (uB) = (An)(A * B)

fiir alle A\, x € Ry und alle lokal beschrénkten cadlag-Funktionen A, B mit A(0) =
B(0) = 0.
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Satz 1.4.5. Fulls F; € .7, dann gilt

1.
U~ —F7.
p

Beweis. Wegen o € (0, 1) existiert ein € > 0, so dass
o(l+¢€) €(0,1).

Nach Satz 1.3.33 existiert ein K € (0, 00), so dass

FEn
1 () < K(1+¢e)" firallex € Ry und alle n > 2,
Fi(z)
und daher
o () —
o —= < K(o(1+¢)" fiiralle x € Ry und alle n > 2,
Fi(x)

Mit der geometrischen Reihe, dem Konvergenzsatz von Lebesgue und Bemerkung
1.3.20 folgt

—1 oo *7

[ee] —1 oo *7 [ee) —1 [ee)
k . I k )
_ Zak) Z(hm 5ill ):(ng) (zgﬂj)zl,
(k:O =0 N Fi(x) k=0 j=0
und daher
Z U”W ~ Za"nﬁl.
n=0 n=0
Wegen
p
1 — = — =
“ 1+p po

gilt mit der geometrischen Reihe

EOO no™" ! = 1 = 1
- _+\2 2°
— (1-0)* (po)
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Mit Satz 1.4.4(b) folgt nun

(e}
U = po Z o"Fm
n=0

e.) N o0 B 2 B 1 B
~ po g o'"nkr = ,002 E no" 1 F; = <p0>2FI = [},
po P
n=0 n=1

O

Lemma 1.4.6. Es sei X ~ Par(k, «) eine Pareto-verteilte Zufallsvariable mit Para-
metern Kk, a > 0.

(a) Fir o> 1 gilt

(b) Fir o € (0,1] gilt

Beweis. Es gilt

(a) Mit Lemma 1.2.1 gilt

IE[X}:/ F(aj)dQZ:fi—l—/ (g) d.T:/i+/€a/ r %dx
0 K K

R K7 k(e —1) K akK

=K+ K”

=K+ K”

1—a a—1 a-—1 a—1 a—-1

=K

(b) Mit Lemma 1.2.1 gilt

]

Lemma 1.4.7. Es sei F' die Verteilungsfunktion von Par(k, ) mit Parametern k > 0
und o > 1.
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(a) Es gilt
0, falls x € (—o0, 0]
Fi(r) = ¢ <o, falls x € [0, K],
1— gt falls x € [k, 00).
(b) Es gilt
_ /ia_l
Fr(z) = - o' fiir alle x € [k, 00).

(c) Es gilt F; € Z.
Beweis.

(a) Essei p = E[X] mit X ~ Par(k,«). Nach Lemma 1.4.6 gilt

Auferdem gilt

F(2) = oo () + (E>aﬂ[,{m)(m), z €R.

Also gilt fiir alle z € [0, ]

(b) Folgt aus Teil (a).
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(c) Fiir die Funktion L : R, — R gegeben durch
L(z) = 2 'Fy(z), xRy
gilt nach Teil (b)

L(z) = fiir alle z > k.

Also gilt L € %, und es folgt F; € %.

Nun kommen wir zuriick zum Cramér-Lundberg-Modell.

Lemma 1.4.8. FEs gelte X, ~ Par(k, ) mit Parametern x> 0 und a > 1. Dann gilt
die Nettogewinnbedingung p > 0 genau dann, wenn

S Aok
c .
a—1
Beweis. Nach Lemma 1.4.6 gilt
_akK
n= a—1
Also gilt
c Aok
p>0 & —>1 & >\ & ¢c> .
AL a—1
O
Beispiel 1.4.9. Fulls X; ~ Par(k, «) mit Parametern k > 0 und a > 1, so dass
- AOK
c
a—1’
dann gilt
Kafl
U(u) ~ '™ fiir u — oo.
pa
Beweis. Nach Lemma 1.4.7 gilt
_ Ka—l
Fi(z) = ' fiir alle z € [k, 00).
!
Also folgt mit Satz 1.4.5
1- KkO1 lea g
U(u) ~ —Fr(u) = u fiir u — oc.
P pa



Kapitel 2

Ruckversicherung

2.1 Individuelles und kollektives Modell

Definition 2.1.1. Es sei n € N. Fine Familie

von unanhdbgigen, nichtnegativen Zufallsvariablen heifst ein individuelles Modell. Der
Gesamtschaden ist gegeben durch

i=1

Bemerkung 2.1.2. Sind h; : R, — Ry fiiri = 1,...,n messbare Abbildungen, so
ist die Familie

ebenfalls ein individuelles Modell.

Definition 2.1.3. Es seien N eine No-wertige Zufallsvariable, und {X;}en eine
Folge unabhingiger, identisch wverteilter, positiver Zufallsvariablen, die unabhdngig
von N ist. Dann heifst ein Paar

<N’ {Xj}j€N>

ein kollektives Modell. Der Gesamtschaden ist gegeben durch
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Bemerkung 2.1.4. Ist h: (0,00) — (0,00) eine messbare Abbildung, so ist das Paar

(N AR(X;) } jen)
ebenfalls ein kollektives Modell.
Nun sei S > 0 der Gesamtschaden eines Bestandes.

Definition 2.1.5. Es seien S’, S” > 0 Zufallsvariablen mit
S=95+9".

Dann bezeichnen wir mit S" den Gesamtschaden des Erstversicherers, und mit S” den
Gesamtschaden des Riickversicherers.

2.2 Proportionale Riickversicherung

2.2.1 Quoten-Riickversicherung

Es sei ¢ € (0, 1) eine allgemeine Quote.

Definition 2.2.1. Bei der Quoten-Riickversicherung setzen wir

S":=(1-¢q)S wund S":=¢qS.
Bemerkung 2.2.2. Offensichtlich gilt S = S’ + S”.

Satz 2.2.3. Fs sei {Z;}iz1,...n ein individuelles Modell fir den Gesamtschaden.

.....

(a) Fir den Erstversicherer liegt das individuelle Modell

{(1 - Q>Zi}i:1 ..... n

vor.

(b) Fiir den Rickversicherer liegt das individuelle Modell

vor.
Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.2. O

Satz 2.2.4. Es sei (N, {X,};en) ein kollektives Modell fir den Gesamtschaden.
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(a) Fir den Erstversicherer liegt das kollektive Modell
(N A = @)X }jen)
vor.
(b) Fiir den Rickversicherer liegt das kollektive Modell
(N {aX;}jem)
vor.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.4. O]

2.2.2 Summenexzedenten-Riickversicherung
Es sei M € (0,00) ein maximaler Selbstbehalt. Wir definieren ¢ : (0,00) — [0,1) als

(V—Mﬁ_{m falls V < M,

vy =< 2
a(V) % 1= falls M < V.

Bemerkung 2.2.5. Die Funktion V +— q(V') ist monoton wachsend.
Definition 2.2.6.

(a) Wir nennen q die individuelle Quote zum Mazimum M.

(b) Wir bezeichnen q(V') als individuelle Quote fir ein Risiko mit Versicherungs-
summe V.

Es sei {Z;}iz1,.n ein individuelles Modell. Fiir jedes i = 1,...,n sei V; € (0, 00)
die Versicherungssumme des i-ten Risikos.

Definition 2.2.7. Bei der Summenezzedenten-Riickversicherung setzen wir

n n

S = Z (1 — q(VZ-))ZZ» und S" = Zq(Vi)Zi.

=1 i=1
Bemerkung 2.2.8. Offensichtlich gilt S = S"+ S”.
Satz 2.2.9.

(a) Fir den Erstversicherer liegt das individuelle Modell

vor.
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(b) Fiir den Rickversicherer liegt das individuelle Modell

vor.
Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.2. O

Nun sei zusétzlich ein k& € (0,00) gegeben. Wir definieren die individuelle Quote
q:(0,00) = [0,1) als

0, falls V < M,
1—2 falls M <V < (k+1)M,

— M)t kM
q(V)::min{(VV ) , V}: —
kY, falls (k+1)M < V.

Hier liegt eine begrenzte Haftung des Riickversicherers auf £ Maxima vor.

Bemerkung 2.2.10. Die Funktion V — q(V) ist auf (0, (k 4+ 1)M] monoton wach-
send, auf ((k+ 1)M, 00) monoton fallend, und nimmt ihren mazimalen Wer kiﬂ fir
die Versicherungssumme V = (k+ 1)M an.

Auch mit dieser Quote gelten die Aussagen von Satz 2.2.9.

2.3 Nichtproportionale Riickversicherung

2.3.1 Einzelschadenexzedenten-Riickversicherung

Es wird eine Prioritdt d € (0,00) vereinbart. Wir betrachten ein kollektives Modell
(N, {X; }ien)-

Definition 2.3.1. Bei der Einzelschadenexzedenten- Riickversicherung oder (oder excess-
loss Versicherung) setzen wir

N

N
S = min{X;,d} und S":=) (X;-d)".
j=1

j=1
Bemerkung 2.3.2. Es gilt S = S" + S”.
Satz 2.3.3.
(a) Fiir den Erstversicherer liegt das kollektive Modell
(N, {min{X;, d}}jen)

vor.
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(b) Fiir den Rickversicherer liegt das kollektive Modell
(N AKX —d) }ien)
vor.
Beweis. Folgt aus Bemerkung 2.1.4. O
Es sei X := X; und F : R — [0, 1] dessen Verteilungsfunktion. Wir setzen
n:=P(X >d) = F(d).
Wir nehmen an, dass X, N € Z? und n € (0,1) sowie E[N] > 0.
Satz 2.3.4. Es gilt

Var[S] = E[N] Var[X] + Var[N] E[X]?,
Var[S'] = E[N] Var[min{ X, d}] + Var[N] E[min{ X, d}]?,
Var[S"] = E[N] Var[(X — d)"] + Var[N] E[(X — d)*]*.

Beweis. Folgt aus der Variante der zweiten Waldschen Gleichung; siehe [Tap19, Satz
3.2.23]. O

Lemma 2.3.5. FEs gilt
Emin{X,d}(X —d)"] = dE[(X — d)7].
Beweis. Es gilt

Emin{X,d}(X — d)*] = Emin{X, d}(X — d)+IL{X2d}]
+ Emin{X, d}(X — d)" 1ix<a)]
=dE[(X —d)"].

Satz 2.3.6.

(a) Es gilt E[S'] + E[S"] = E[S].

(b) Es gilt Var[S’] + Var[S”] < Var[S].
Beweis.

(a) Folgt, da S'4+ 5" = 5S.



54

(b) Mit Lemma 2.3.5 folgt

E[min{X,d}(X — d)*] = dE[(X — d)*]
> E[min{X, d}] E[(X — d)*],

und damit
Cov(min{X,d}, (X —d)") > 0.
Also gilt

Var[X]| = Var[min{ X, d} + (X — d)]
= Var[min{ X, d}] + 2 Cov(min{ X, d}, (X — d)") + Var[(X — d)"]
> Var[min{X, d}] + Var[(X — d)"].

Auferdem gilt

E[X]? = (E[min{X, d}] + E[(X — d)*])*
= Emin{X, d}]* + 2 E[min{ X, d}| E[(X — d)"] + E[(X — d)"]?
> E[min{X, d}]*> + E[(X — d)"]*.

Mit Satz 2.3.4 erhalten wir nun

Var[S] = E[N] Var[X] + Var[N] E[X]?

> E[N] Var[min{ X, d}] + Var[N] E[min{ X, d}?
+ E[N] Var[(X — d)*] + Var[N]E[(X — d)*]?

= Var[S’] + Var[S"].

Bemerkung 2.3.7. Dass kollektive Modell (N, {(X; — d)"};en) fir den Rickversi-

cherer hat folgende Nachteile:

e Der Riickversicherer kann aus den verfiigharen Daten nicht die Verteilung von

N schdtzen.

o Der Riickversicherer kann aus den verfiigbaren Daten nicht die Verteilung von
(X — d)" schitzen. Genauer gesagt, der Riickversicherer kann nicht die Wahr-

scheinlichkeit
P((X—d)+:O):IP’(X§d):1—n

schdtzen.
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Wir konstruieren ein neues kollektives Modell fiir den Riickversicherer wie folgt:

(1) Wir setzen
N
N" = Z Lix,>a}-
i=1

(2) Wir definieren die streng monoton wachsende Folge (v;);eny von No-wertigen
Zufallsvariablen rekursiv durch vy := 0 und

v =inf{fi e N:v;,_; <iund X; >d}, jeN

(3) Nun definieren wir die Folge (X7);en durch
X7 =Y 1g,-p(Xi—d), jeEN.
i=1

Satz 2.3.8. Das Paar (N",{ X7 }jen) ist ebenfalls ein kollektives Modell fiir den Riick-
versicherer mit Gesamtschaden S”.

Beweis. Siehe |Sch06, Satz 8.2.7]. O

2.3.2 Kumulschadenexzedenten-Riickversicherung

Es wird eine Prioritdt d € (0,00) vereinbart. Wir betrachten den Gesamtschaden
S > 0 eines Bestandes.

Definition 2.3.9. Bei der Kumulschadenezzedenten-Riickversicherung (oder stop-loss
Versicherung) setzen wir

S":=min{S,d} und S":=(S—d)".

Bemerkung 2.3.10. Fs gilt S =S5+ 5”.



Kapitel 3

Vergleich von Risiken

3.1 Die stochastische Ordnung
Definition 3.1.1. Fliir zwei Zufallsvariablen XY € £°(Ny) schreiben wir
PoX <"PoY,

falls fiir alle z € R gilt

FX(Z) S Fy(Z).

Lemma 3.1.2. Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y € £°(Ny) sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Es gilt Po X <°PoY.
(ii) Es gilt P(X >n) <P(Y > n) fir alle n € Ny.
Beweis. Folgt aus [Sch06, Lemma 9.1.1]. O

Wir bezeichnen mit 11°(Ny) die Menge aller stochastischen Vektoren 7 : Ny —
[0, 1].

Satz 3.1.3. Die Relation <° induziert eine Ordnungsrelation auf I1°(Ny). Es gilt also:
(a) Reflezivitit: Fiir alle 7 € TI°(Ny) gilt ©# < .

(b) Antisymmetrie: Fir alle my,m € TI°(Ny) folgt aus w1 < w5 und mo < my, dass
T = T,

(c) Transitivitit: Fiir alle 71, m,m3 € II°(Ny) folgt aus 71 < mp und w9 < 73, dass
m < 3.

26
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Beweis. Siehe [Sch06, Satz 9.1.2]. O

Definition 3.1.4. Wir bezeichnen <° als stochastische Ordnung.

Fiir eine Funktion f : Ny — R definieren wir Af : Ny — R durch
(Af)(k) == f(k+1) = f(k), keN,.

Wir bezeichnen mit .#°(Ny) die Menge aller Funktionen f : Ny — Ry, so dass
Af>0.

Lemma 3.1.5. Es sei X € £°(Ny). Dann gilt fir alle f € .#°(Ny)

E[f(X)] = f(0) + > (Af)(k)Fx (k).

k=0

Beweis. Siehe [Sch06, Lemma 9.1.8|. O

Beispiel 3.1.6. Insbesondere gilt
E[X] = Fx(k).
k=0

Vergleiche [Tap19, Lemma 3.2.19].

Satz 3.1.7. Fiir zwei Zufallsvariablen X,Y € £°(Ny) sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) Es gilt Po X <°PoY.
(i) Es gilt E[f(X)] <E[f(Y)] fir alle f € 4°(Ny).

Beweis. (i) = (ii): Nach Lemma 3.1.5 gilt fiir alle f € .#Z°(Ny)

o0

E[f(X)] = f(0) + > (Af)(k)Fx(k)
k=0

< F(0) + D (Af)(K)Fy (k) = E[f(Y)).

k=0
(ii) = (i): Fiir jedes z € R gilt 1, o) € 4" (Np). O

Korollar 3.1.8. Fir zwei Zufallsvariablen XY € Z°(Ng) mit Po X <" PoY gilt
E[X] < E[Y].
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Beweis. Folgt aus Satz 3.1.7. [

Korollar 3.1.9. Fliir zwei Zufallsvariablen X,Y € L' (Ng) mit Po X <°PoY und
E[X]=E[Y] gilt Po X =PoY.

Beweis. Nach Beispiel 3.1.6 gilt
EX] =) P(X >k <) PY >k) =E[Y].
k=0 k=0

Wegen E[X] = E[Y] gilt daher
P(X > k) =P(Y > k) fir alle k € No.
Also gilt PoY <°Po X, und folglich Po X =PoY. O

Bemerkung 3.1.10. Zwe: Zufallsvariablen X,Y € £ (Ny) mit E[X] = E[Y] und
Po X # PoY sind in der stochastischen Ordnung also nicht miteinander vergleichbar.

Satz 3.1.11. Es seien

{Xi}izl ..... mund {Yi}izl ..... n

unbahdngige individuelle Modelle, so dass Po X; = Po X fir alle i =1,...,m und
PoY; =PoY firalei=1,...,n mit Zufallsvariablen X,Y € £°(Ny), so dass
m<nundPoX <°PoY. Es seien

S::zm:Xi und T::i}/;-
i=1 i=1
die Gesamtschéiden. Dann gilt Po S <°PoT.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 9.1.15]. O
Satz 3.1.12. Es seien

(M, {X;}jen) und (N, {Yj}jen)

unbahdngige kollektive Modelle, so dass PoX; = PoX undPoY; = PoY fiir alle j € N
mit Zufallsvariablen XY € £°(Ny), so dassPo M <°Po N und Po X <" PoY.
Es seien

M N
S::ZXj und T::ZYj
j=1 j=1

die Gesamtschéiden. Dann gilt Po S <°PoT.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 9.1.16]. O
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3.2 Die stop-loss Ordnung
Lemma 3.2.1. Es sei X € Z1(Ny).

(a) Fiir alle a € R gilt
E[(X —a)f] = /OO Fx(z)d.

(b) Ist Y € L1 (Ny) eine weitere Zufallsvariable mit
E[(X —a)"]|=E[(Y —a)T] fiir alle a € R,
dann gilt Po X =PoY.
Beweis.

(a) Wir betrachten den Fall ¢ € R, und definieren die Funktion ¢ : R, — R,
durch

o(x)=(r—a)*, zeR,.
Dann gilt ¢(0) = 0, die Funktion ¢ ist absolutstetig, und es gilt fast {iberall
¢ (%) = Ligsa}, = €R,.
Insbesondere gilt ¢’ > 0 fast {iberall. Also folgt mit Lemma 1.3.6
B((X — 0)*] =Elp(X)] = | #/(e)Fa)ds
= /OOO 1psay F(z)dr = /aoo Fx(z)dz.

Fiir die Situation a < 0 verweisen wir auf [Sch06, Satz 9.2.1].

(b) Siehe [Sch06, Satz 9.2.1].

Bemerkung 3.2.2. Die Funktion
R—R,, a—E[(X-a)]

wird auch integrierte Uberlebensfunktion genannt.
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Bemerkung 3.2.3. Fiir zwei Zufallsvariablen X,Y € £°(Ny) mit
Fx(a) = Fy(a) fiir allea € R
qilt bekanntlich Po X =PoY.
Definition 3.2.4. Fiir zwei Zufallsvariablen XY € £ (Ny) schreiben wir
PoX <'PoY,
falls fir alle a € R gilt
E[(X — a)*] <E[(Y - a)*].

Lemma 3.2.5. Fiir zwei Zufallsvariablen XY € £ (Ny) sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Es gilt Po X <!PoY.
1) Fiir alle n € Ny gilt
(ii) F Il Ny gil

E[(X —n)"] <E[(Y —n)"].

Wir bezeichnen mit I1'(Ny) die Menge aller stochastischen Vektoren 7 : Ny —
0, 1], so dass

i k-m(k) < oo.
k=1

Satz 3.2.6. Die Relation <' induziert eine Ordnungsrelation auf TT'(Ny).
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 9.2.2]. O

Definition 3.2.7. Wir bezeichnen <! als stop-loss Ordnung.

Lemma 3.2.8. Fiir zwei Zufallsvariablen X, Y € L1 (Ny) mit Po X <" PoY gilt
PoX <!PoY.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.1(a). O

Wir bezeichnen mit .#*(Ny) die Menge aller Funktionen f € .#°(Ny), so dass
A%f = A(Af) > 0. Es gilt also .#'(Ny) C .#°(Ny).

Lemma 3.2.9. Es sei X € £ (Ny). Dann gilt fir alle f € .4 (Ny)

E[f(X)] = f(0) + (AN)(O)E[X] + Y (A*f)(R)E[(X — (k+1))7].

k=0
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Beweis. Siehe [Sch06, Lemma 9.2.8|. O

Beispiel 3.2.10. Fir f : Ny — R mit f(k) = k* fir alle k € Ny sind Af und A*f
gegeben durch

(AN)K)=fk+1) = f(k)=(k+ 1) -k = (K +2k+1) — k* =2k + 1,
(A%F)(k) = (AS)(k +1) — (Af)(k) = 2k +1) +1) — (2k +1) =2
fur alle k € Ny. Also gilt
E[X? = E[X] +2 iE[(X — k)7

Beispiel 3.2.11. Fir f: Ny — R mat

Flk) = (;“) = k(k; D fiir alle k € Ny

qilt
(k+ 1Dk  k(k—1)

(AN)k) = fk+1) = f(k) = —F— - —F— =k,

(A?f)(k) = (Af)(k+1) = (Af)(k) =1
fur alle k € Ny. Also gilt

£[()] -

Satz 3.2.12. Fliir zwei Zufallsvariablen X,Y € £(Ny) sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) Es gilt Po X <!PoY.
(ii) Es gilt E[f(X)] < E[f(Y)] fir alle f € .41 (Ny).
Beweis. (i) = (ii): Nach Lemma 3.2.9 gilt fiir alle f € .Z"'(Ny)

E[f(X)] = f(0) + (AN)(O)E[X] + ) (A*)(K)E[(X — (k+1))]

oo

< fO) + (ANO)ENT+ > (A*F)(R)EY = (k +1))*] = E[f(V)].

(ii) = (i): Fiir jedes a € R gilt x — (z — a)™ € .41 (Ny). O
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Korollar 3.2.13. Fiir zwei Zufallsvariablen XY € Z'(Ng) mit Po X <!'PoY gilt

E[X] < E[Y],
E[X?] < E[Y?],

(2)]==(C))

Bewers. Folgt aus Korollar 3.1.8 und Satz 3.2.12. O]

Korollar 3.2.14. Fiir zwei Zufallsvariablen X,Y € Z'(Ny) mit Po X <! PoY und
E[X] =E[Y] gilt

Var[X] < Var[Y].
Beweis. Nach Korollar 3.2.13 gilt
Var[X] = E[X?] — E[X]* < E[Y?] — E[Y]? = Var[Y].
0

Korollar 3.2.15. Fiir zwei Zufallsvariablen X,Y € £*(Ng) mit Po X <! PoY und
E[X?] = E[Y?] gilt

PoX =PoY.
Beweis. Nach Beispiel 3.2.10 gilt
E[X?] =E[X]+2) E[(X — k)’
k=1

<E[Y]+2 iﬂ-«:[(y — k)] =E[Y?.

Wegen E[X?] = E[Y?] gilt daher
E[(X — k)" =E[(Y — k)*] fiir alle k € Ny.
Also gilt PoY <! Po X, und folglich Po X =PoY. O

Bemerkung 3.2.16. Zwei Zufallsvariablen X,Y € £?(Ny) mit E[X?] = E[Y?] und
Po X #PoY sindin der stop-loss Ordnung also nicht miteinander vergleichbar.

Korollar 3.2.17. Fiir zwei Zufallsvariablen X,Y € £*(Ng) mit Po X <! PoY und
E[X] = E[Y] sowie Var[X] = Var[Y] gilt

PoX =PoY.
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Beweis. Es gilt
E[X?) = Var[X] + E[X]* und E[Y?] = Var[Y] +E[Y]%
Also folgt mit Korollar 3.2.15, dass Po X =PoY. O
Satz 3.2.18. FEs seien
{Xitizt,m  und {Yi}lici.

unbahdngige individuelle Modelle, so dass Po X; = Po X fir alle i =1,...,m und
PoY; =PoY firalei=1,...,n mit Zufallsvariablen X,Y € £'(Ny), so dass
m<nundPoX <'PoY. Es seien

S = f:Xi und T := zn:Yi
i=1 i=1

die Gesamtschéiden. Dann gilt Po S <! PoT.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 9.2.15]. O
Satz 3.2.19. FEs seien

(M AX;}jew) und (N {Y]}jen)

unabhdngige kollektive Modelle, so dass PoX; = PoX undPoY; = PoY fiir alle j € N
mit Zufallsvariablen X und Y, so dass M, N, X,Y € L' (Ng) und Po M <! Po N
sowie Po X <! PoY. Es seien

M N
S:=> X; und T:=)Y,
j=1 j=1

die Gesamtschéiden. Dann gilt Po S <! PoT.

Beweis. Siehe [Sch06, Satz 9.2.16]. O



Kapitel 4

Kalkulation von Pramien

4.1 Pramienprinzipien

Definition 4.1.1. Eine Abbildung H : " — R, mit L% c LY (Ry) heift ein
Pramienprinzip, falls gilt:

(a) Fiir alle X,Y € " mit Po X =PoY gilt H[X]| = H[Y].

(b) Fiir alle X € L% gilt E[X] < H[X]. Hierbei nennen wir E[X] die Nettoprimie
und H[X]| — E[X] den Sicherheitszuschlag.

(¢c) Fiir alle X € £% gilt P(X > H[X]) > 0. Diese Bedingung wird auch als
no-arbitrage Bedingung bezeichnet.

Wir bezeichnen mit £ die Klasse der unter dem Primienprinzip H versicherbaren
Risiken.

Satz 4.1.2. Es sei H : " — R, ein Primienprinzip. Fir jede Zufallsvariable X
mit P(X = c¢) =1 fiir ein c € Ry gilt X ¢ L.

Beweis. Es gilt X € Z'(R;) und P(X = E[X]) = 1. Also gilt
P(X > H[X]) = P(E[X] > H[X]).

Demnach kann nicht gleichzeitig P(X > H[X]) > 0 und E[X] < H[X] gelten, und es
folgt X ¢ £ O
Korollar 4.1.3. Es sei H : " — R, ein Primienprinzip. Fiir jedes X € L% gilt
E[X] > 0 und Var[X] > 0.

Beweis. Es sei X € £ beliebig. Dann gilt E[X] > 0, da X > 0. Falls E[X] = 0,
dann folgt wegen X > 0, dass P(X = 0) = 1, was Satz 4.1.2 widerspricht. Also gilt
E[X] > 0. Nach Satz 4.1.2 gilt auferdem P(X = E[X]) < 1, und daher Var[X] >
0. [

64
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Definition 4.1.4. Es sei H : ™ — R ein Primienprinzip.

(a) H heifit positiv homogen, falls fiir alle X € L™ und alle ¢ € (0,00) mit cX €
LY gilt

H[eX] = cH[X].

(b) H heifit proportional, falls fir alle X € Z™ und alle ¢ € (0,1) mit cX € £LH
gilt

HlcX] = cH[X].

(¢c) H heifit isoton beziiglich der stochastischen Ordnung, falls fir alle X,Y € £%
mit X,Y € Z°(Ny) und Po X <"PoY gilt

H[X] < H[Y].

(d) H heift isoton beziiglich der stop-loss Ordnung, falls fiir alle X,Y € ™ mit
XY € ZY(Ny) und Po X <'PoY gilt

H[X] < H[Y].

Bemerkung 4.1.5. Jedes positiv homogene Pramienprinzip ist proportional.

Bemerkung 4.1.6. Jedes Pramienprinzip, das isoton beziglich der stop-loss Ordnung
ist, ist auch isoton beziiglich der stochastischen Ordnung. Dies folgt aus Lemma 3.2.8,
da L8N 2Ny € LHNy).

Definition 4.1.7. Wir nennen die Abbildung H : £* — R, gegeben durch
=X e Z'Ry) : P(X > E[X]) > 0}

und

das Nettopramien- Prinzip.

Satz 4.1.8. Das Neltoprimien-Prinzip ist ein Pramienprinzip, das positiv homogen
und isoton beziiglich der stop-loss Ordnung ist.

Bewess.

e Pramienprinzip: v/
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e Positive Homogenitit: Fiir alle X € % und alle ¢ € (0, 00) mit cX € £ gilt
E[cX] = cE[X].
e Isotonie beziiglich der stop-loss Ordnung: Korollar 3.2.13.

]

Definition 4.1.9. Es sei € > 0 beliebig. Wir nennen die Abbildung H : X% — R,
gegeben durch

L= Xe L' R,):P(X >E[X])>ecund 0 <P(X >a) <e fireinacR,.}
und
H[X] :=inf{a e R} : P(X > a) <€}

das Perzentil-Prinzip zum Parameter e.

Satz 4.1.10. Das Perzentil-Prinzip ist ein Pramienprinzip, das positiv homogen und
isoton beziiglich der stochastischen Ordnung ist.

Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.1.5]. O

4.2 Explizite Pramienprinzipien

Satz 4.2.1. Es sei h : £ — R, eine Abbildung mit £ C LY (R,), so dass fiir alle
XY € Z mitPoX =PoY gilt h(X) = W(Y). Dann ist die Abbildung H : L% — R,
gegeben durch

=X e Z E[X]<hX) und P(X > h(X)) > 0}

und

ein Primienprinzip.
Beweis. Folgt durch Verifikation der Eigenschaften (a)—(c) aus Definition 4.1.1. [

Definition 4.2.2. Wir sprechen in diesem Fall von einem expliziten Pramienprinzip.

Definition 4.2.3. Es sei v € Ry beliebig. Das explizite Pramienprinzip mit
L =2L"R,) und h(X)=E[X]+vE[X]=(1+)E[X]

nennen wir das Erwartungswert-Prinzip zum Parameter .




67

Satz 4.2.4. Das Erwartungswert-Prinzip ist positiv homogen und isoton beziiglich der
stop-loss Ordnung.

Beweis.
e Positive Homogenitét: Fiir alle X € % und alle ¢ € (0, 00) mit ¢X € £ gilt

H[cX] = (1 +7)E[cX] = ¢(1 + 1)E[X] = cH[X].

e Isotonie beziiglich der stop-loss Ordnung: Korollar 3.2.13.

Definition 4.2.5. Es sei v € Ry beliebig. Das explizite Pramienprinzip mit
L =L*Ry) und h(X)=E[X]+ v Var[X]

nennen wir das Varianz-Prinzip zum Parameter .

Definition 4.2.6. Fs sei v € Ry beliebig. Das explizite Pramienprinzip mit
£ =2%Ry) und h(X)=E[X] +7E[((X — E[X)))’]

nennen wir das Semivarianz-Prinzip zum Parameter .

Bemerkung 4.2.7. Es gilt die Zerlequng

Var[X] = E[(X - E[X])’]
= E[((X —E[X])") 1xsmpp] + E[(X — E[X])*Lix<ppx)-

Definition 4.2.8. Es sei v € Ry beliebig. Das explizite Pramienprinzip mit
L =L*Ry) und h(X)=E[X]+~v+Var[X]

nennen wir das Standardabweichungs-Prinzip zum Parameter .

Satz 4.2.9. Das Standardabweichungs-Prinzip ist positiv homogen.

Beweis. Fiir alle ¢ € (0,00) und X € Z* gilt

H[cX] = E[cX] + v/ Var[cX] = ¢E[X] + v¢ /Var[X] = cH[X].
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Bemerkung 4.2.10. Nach der Ungleichung von Cantelli (siehe [Tap19, Satz 3.2.29])
gilt fiir jedes X € LH

Var[X] 1
y2Var[X] + Var[X]  1+~2

P(X > H[X]) = P(X > E[X] + v /Var[X]) <

Definition 4.2.11. Es sei v € R beliebig. Das explizite Pramienprinzip mit

&L= L*R,) und h(X):E[X]Jrv\/E[((X—E[X])*)Q}

nennen wir das Semistandardabweichungs-Prinzip zum Parameter .

Satz 4.2.12. Das Semistandardabweichungs-Prinzip ist positiv homogen.

Beweis. Fiir alle ¢ € (0,00) und X € £% gilt

H[cX] = E[cX] + 7 \/E[((CX — E[eX])*)’]

— cE[X] + e /E[((X — E[X))*)?] = cHIX].
O

Bemerkung 4.2.13. Alle bisher betrachteten Pramienprinzipien stimmen fir v = 0
mit dem Nettoprimienprinzip tiberein.

Satz 4.2.14. Es sei g : R, — R, eine streng monoton wachsende, konvexe Funktion.
Dann ist die Abbildung H : £ — R, gegeben durch

=X c Z'Ry): g(X) € LY (R,) und P(X > E[X]) > 0}
und
HIX] = g~ (Blg(X))
ein Pramienprinzip, das isoton beziiglich der stochastischen Ordnung ist.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.2.6]. O
Definition 4.2.15. Wir nennen H das Mittelwert-Prinzip beziiglich g.

Bemerkung 4.2.16. Im Fall g(x) = x stimmt das Mittelwert-Prinzip mit dem
Nettoprdamien-Prinzip tiberein.

Definition 4.2.17. Im Fall g(x) = € fiir ein vy € (0, 00) nennen wir das Mittelwert-
Prinzip das Exponential-Prinzip zum Parameter . In dem Fall gilt

H[X] = %m (E[e¥]).
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Satz 4.2.18. Es sei g : R, — R eine monoton wachsende Funktion. Dann ist die
Abbildung H : ™ — R, gegeben durch

=X e L' Ry g(X) € LYR,), Xg(X) € LY (R)
und P(XE[g(X)] > E[Xg(X)]) > 0}

und
E[Xg(X)]
H[X] :=
Elg(X)]
ein Primienprinzip.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.2.7]. O

Definition 4.2.19. Wir nennen H das Esscher-Prinzip beziiglich g.

Bemerkung 4.2.20. Beim FEsscher-Prinzip gilt die Zerlegung

Cov(X, g(X))

H[X] =E[X] + E[g(X)]

fiir alle X € L™,

Bemerkung 4.2.21. Im Fall g(x) = 1 stimmt das Esscher-Prinzip mit dem Netto-
pramien-Prinzip tiberein.

Definition 4.2.22. Im Full g(z) = 2% fiir ein k € Ny wird das Esscher-Prinzip als
Karlsruhe-Prinzip zum Parameter k bezeichnet.

Satz 4.2.23. Es sei H: % — R, das Karlsruhe-Prinzip zum Parameter k.

(a) Fiir alle X € L% gilt

E{Xk_H]
HX| = ———=—.
(b) H ist positiv homogen.
(¢) Im Fall k =1 gilt fiir alle X € L%
Var[X]
HIX|=EX :
X = ElX)+
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(b) Fiir alle X € £ und alle ¢ € (0,00) mit cX € £% gilt

B E[(CX)k—i-l] B Ck+1E[Xk+1] B
HeX] = EcX)] ~  GEXT cH[X].

(¢) Fiir alle X € £ gilt

_EX?]  EXP  EX?]-E[X]*
HX] = EX] " EX] T EX] =E[X] +

Definition 4.2.24. Im Fall g(x) = e'* fiir ein v € Ry wird das Esscher-Prinzip als
spezielles Esscher-Prinzip zum Parameter v bezeichnet. Hierber gilt

E[X ]

X = FA

fiir alle X € LY.

4.3 Pramien und Verlustfunktionen

Im Folgenden sei L : £ x R, — R, eine Abbildung mit . C Z°(R,). Hierbei ist
L(X,a) der Verlust, der bei der Wahl der Pramie a € R, fiir das Risiko X € ¥
entsteht. Fiir ein Risiko X € .Z betrachten wir die Verlustfunktion

Ly Ry 5 R, Lx(a):=L(X,a).

Wir m6chten den Minimierer H : .2 — R, bestimmen, so dass

L(X,H[X]) = mﬁlgn L(X,a) firalle X € Z.
aclkRy

Satz 4.3.1. Fiir die Verlustfunktion L : £ x Ry — R, mit £ = %% und
L(X,a) = E[(X —a)’]

1st der Minimierer gegeben durch das Nettoprimien-Prinzip

eingeschrinkt auf £2.
Beweis. Es sei X € £ beliebig. Fiir alle a € R, gilt
Lx(a) =E[(X — a)?] = E[X?] — 2aE[X] + @,
und daher
L'v(a) = —2E[X] + 2a,
L% (a) = 2.
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Satz 4.3.2. Es sei v € Ry beliebig. Fiir die Verlustfunktion L : £ x Ry — R, mit
L =% und

L(X, a) = B[((1 +7)X — a)?]

wst der Minimierer gegeben durch das Erwartungswert-Prinzip
H[X] = (1 +7)E[X]
eingeschrinkt auf £2.
Beweis. Es sei X € £ beliebig. Fiir alle a € R gilt
Lx(a) = E[((1 +7)X — a)’] = E[((1 +7)X)?] = 2a(1 + ) E[X] + o’

und daher

L's(a) = =2(1 4+ ) E[X] + 2a,

L% (a) = 2.

O

Satz 4.3.3. Fs sei g: R, — R, eine streng monoton wachsende, konvere Funktion.
Fiir die Verlustfunktion L : £ x Ry — Ry mit

Z—{X e 2'R,): g(X) € ZA(R,)}
und
L(X,a) = E[(9(X) — g(a))?]
wst der Minimierer gegeben durch das Mittelwert-Prinzip
HX] = g~ (E[g(X)])
definiert auf dem neuen Definitionsbereich £ .
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.3.3]. O

Satz 4.3.4. Es sei g : Ry — Ry eine monoton wachsende Funktion. Fir die Verlust-
funktion L : L x R, — Ry mit

£ =X € £°R,) : g(X) € L'(R,), X2g(X) € L' (R,) und E[g(X)] > 0}
und
L(X,a) = E[(X - a)*9(X)]
st der Minimierer gegeben durch das Esscher-Prinzip
E[Xg(X)]
Elg(X)]
definiert auf dem neuen Definitionsbereich £ .

H[X] =
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Bemerkung 4.3.5. Nach der Ungleichung von Cauchy-Schwarz gilt
Xg(X) = Xv/g(X) - Vg(X) € 2",
da X/g(X) € £? und \/9(X) € 2.
Beweis von Satz 4.3.4. Es sei X € £ beliebig. Fiir alle a € R, gilt
Lx(a) = E[(X — a)’g(X)] = E[X?g(X)] - 20 E[X¢(X)] + a’E[g(X)],
und daher

Liy(a) = —2E[Xg(X)] + 2a E[g(X)],
L (a) = 2E[g(X)].

4.4 Pramien und Nutzenfunktionen

Definition 4.4.1. Es sei J C R ein Intervall. Eine Funktion u : J — R heifft
Nutzenfunktion, wenn sie streng monoton wachsend und konkav ist.

Lemma 4.4.2. Es sei u: R — R eine Nutzenfunktion, und es sei X € L1 (R,) eine
Zufallsvariable mit E[X] > 0 und u(—X) € Z'(R).

(a) Die Funktion
Ux :Ry = R, Ux(a) :=Eu(a— X)]
ist eine Nutzenfunktion.
(b) Im Fall sup,cp, Elu(a — X)] > u(0) besitzt die Gleichung
Elu(a — X)] = u(0)

*

eine eindeutig bestimmte Losung a* € Ry, und es gilt E[X] < a*.
Beweis. Siehe |[Sch06, Lemma 10.4.1]. O

Definition 4.4.3. Es sei u : R — R eine Nutzenfunktion. Wir nennen die Abbildung
H: £" — Ry gegeben durch

7= {X c 'R, :u(—X) € ZYR), sup E[u(a — X)] > u(0)

und P(X > E[X]) > o}

und

das Nullnutzen-Prinzip beziglich u.
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Satz 4.4.4. Das Nullnutzen-Prinzip ist ein Pramienprinzip.
Beweis. Siehe [Sch06, Satz 10.4.2]. O

Beispiel 4.4.5. Dass Nullnutzen-Prinzip beziiglich u(x) = x stimmt mit dem Netto-
pramienprinzip tberein. In der Tat, die Gleichung

E[H[X] — X] =0

hat die eindeutig bestimmte Losung

Beispiel 4.4.6. Dass Nullnutzen-Prinzip beziiglich

I
u(z) = ;(1 —e )

fiir ein v € (0,00) stimmt mit dem Ezponential-Prinzip tiberein. In der Tat, es gilt

Lp[1 — @M Z g
2

1= e‘”H[X]E[GVX}
o X = E[e”X}

& H[X] = %m (E[e"¥]).

4.5 Die Aufteilung der Pramie

Definition 4.5.1. Ein Primienprinzip H : % — Ry heift additiv, falls fir alle
m € N und alle unabhéingigen Zufallsvariablen X1,..., X, € L% mit > it X; € L8
qgilt

H{éx} = gm[xi].

Satz 4.5.2. Folgende Pramienprinzipien sind additiv:
(a) Das Nettopramien-Prinzip.
(b) Das Erwartungswert-Prinzip.

(¢) Das Varianz-Prinzip.



74

(d) Das Ezxponential-Prinzip.
(e) Das spezielle Esscher-Prinzip.
Bewezs.

(a) Beim Nettoprdmien-Prinzip gilt

H{iﬂ;X] _ E[iX] _ ﬁ;mxi] _ ﬁ;mxi].
0 b B
H{z::)(] _ (1+7>E{gxi} _ (1+7)§;E[Xi]
- > (1 EIX] = 3 HLX)
(©) Beim Varians-Prinvip gilt
A $5x] e[$ox] o $5] - St S
S e vt - S

(d) Beim Exponential-Prinzip gilt

1 m
(2] =S (e[ (12 )]) = (<[11))
K i=1
~ 1 (HE [e7%] ) ! ijln %) = Zm:]HI[Xi].
v R i=1
(e) Beim speziellen Esscher-Prinzip gilt
- E[(X; + ...+ X,)eXt-+Xm)]  ZLBLXG T, e
i .
i=1 E[GW(X1+W+X7”)] i=1 E[H‘jfl ev ]]

B [I;2; Een] [6”{

i=1 =1
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]

Definition 4.5.3. Ein Primienprinzip H : % — R heifit subadditiv, falls fir alle
m € N und alle unabhingigen Zufallsvariablen Xy,..., X, € L% mit 27" X, € L%
qilt

H{EX} < g;H[Xi].

Bemerkung 4.5.4. Jedes additive Primienprinzip ist auch subadditiv.
Satz 4.5.5. Das Standardabweichungs-Prinzip ist subadditiv.

Beweis. Beim Standardabweichungs-Prinzip gilt

Hierbei haben wir die elementare Ungleichung

va+b< \/5+\/5 fiir alle a,b € R
benutzt. O

Definition 4.5.6. Bei einem Primienprinzip H : ™ — R, findet ein Ausgleich im
Kollektiv statt, falls fiir alle m € N und alle unabhangigen Zufallsvariablen X, ..., X,, €
L mit S X € LY gilt

H{Zf;XZ] < sz;H[X,»].

Bemerkung 4.5.7. Bei additiven Pramienprinzipien findet kein Ausgleich im Kol-
lektiv statt.

Bemerkung 4.5.8. Pramienprinzipien, bei denen ein Ausgleich im Kollektiv statt-
findet, sind subadditiv, aber bei einem subadditiven Pramienprinzip braucht nicht un-
bedingt ein Ausgleich im Kollektiv stattzufinden.
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Definition 4.5.9. Fiir ein Primienprinzip H : % — R bezeichnen wir mit
R: 2% 5 R,, R[X]:=H[X]-E[X]
den Sicherheitszuschlag.

Satz 4.5.10. Es sei H : " — R, ein Primienprinzip mit L% C £?, und es
seien X1,..., X, € L (nicht notwendigerweise unabhingige) Zufallsvariablen mit
S:=3" X; € L% Dann gilt die Zerlegung

H[S] = ) (E[X] + aiR[S5]),
i=1
wobei o, ..., a,, € R definiert sind durch
L COV(XZ', S) B
O[i.—VT[S’]7 2—1,...,m.
Beweis. Es gilt
Z o; = 17
i=1
und daher
H[S] = E[S] + R[S] = > E[Xi] + Y aiR[S] =Y (E[Xi] + aR[S)).
i=1 i=1 i=1

O

Definition 4.5.11. Wir bezeichnen die Zerlegung des Gesamtschadens aus Satz 4.5.10
als Zerlequng nach dem Kovarianz-Prinzip.

Bemerkung 4.5.12. Sind die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhdingig, dann gilt

2
o; . .
ozi:—g; fir allei=1,...,m,

wobei

o =Var[X,], i=1,...,m,
m

ol = E ol
i=1

Also gilt insbesondere a; € (0,1) fir alle i =1,...,m.
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Bemerkung 4.5.13. Sind die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhdingig und identisch
verteilt, dann gilt

1
oa;=— firallet=1,...,m.
m
Satz 4.5.14. Es sei H : % — R, das Varianz-Prinzip mit einem Parameter v €

R,. Fir unabhingige Zufallsvariablen X1,...,X,, € L% mit S .= > " X, € L%
qilt

Beweis. Es gilt

HL[S] = E[S] +  Var[s],

R[S] = v Var[S].
Also folgt mit Satz 4.5.10
H,[S] = (B[X)] + aiR[S]) = > (E[Xz] + %R[S}) =Y (BIX] +0tv)

Korollar 4.5.15. Beim Varianz-Prinzip findet kein Ausgleich im Kollektiv statt.
Bewers. Folgt aus Satz 4.5.14. m

Satz 4.5.16. Es sei H : " — R, das Standardabweichungs-Prinzip mit einem
Parameter v € Ry. Fiir unabhingige Zufallsvariablen X,,...,X,, € L% mit S =
Z;’Zl Xl S gH ngt

wobei
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Beweis. Es gilt

H,[8) = ) (E[X] + R i (E S]) = Zj: (E[Xi] + %’y)

= (E[X)] + v /Var[X]) = > H,[X,].

=1 i=1

Korollar 4.5.17. Beim Standardabweichungs-Prinzip mit Parameter v € (0,00) fin-
det ein Ausgleich im Kollektiv statt.

Beweis. Folgt aus Satz 4.5.16, da v; < vy firallei =1,...,m und
H,[X] < H;[X], X €™
fiir alle v,0 € Ry mit v < . O
Das Karlsruhe-Prinzip mit k£ = 1 ist nach Satz 4.2.23(c) gegeben durch
Varl]
E[X]
Wir betrachten etwas allgemeiner fiir alle v € [0, 1]
Var[X]
v E[X] ’

Satz 4.5.18. Es sei H : % — R, das Karlsruhe-Prinzip mit k = 1. Fiir unabhdin-
gige Zufallsvariablen Xy, ..., X, € L% mit S :=3" X, € L gilt

H[X] = E[X] + X e LM

H[X] = E[X] + X e 7"

S) = ZH% [X]
i=1
wobei
Yi = &7 1= 17 ,
1
mit
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Beweis. Es gilt

HIS) = BIS) + -
- 335

Ris) = > (Bl + aRis) = > (B + ZRis)) = 3 (s + %)

i=1 =1

_ Zm: (]E[XZ-] + Var ) - Zm:H%

=1

Korollar 4.5.19. Beim Karlsruhe-Prinzip mit k = 1 findet ein Ausgleich im Kollektiv
statt.

Beweis. Folgt aus Satz 4.5.18. [
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