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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Berechnen Sie die folgenden Integrale

(a)

∫ π

0
sin(x)2dx, (b)

∫ e

1

log(x)

x
dx, (c)

∫ π

0
cos(x)exdx.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Betrachten Sie für x > 0 das uneigentliche Integral

Γ(x) :=

∫ ∞
0

tx−1e−tdt.

(a) Zeigen Sie die Konvergenz des Integrals.

(b) Zeigen Sie die Funktionalgleichung Γ(x+ 1) = xΓ(x).

(c) Folgern Sie, dass Γ(n+ 1) = n! für n ∈ N0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

(a) Es sei p ∈ N und f : [p,∞) −→ R eine Funktion, welche für jedes x ≥ p auf dem Intervall
[p, x] Riemann-integrierbar ist, sowie monoton fallend und f(x) ≥ 0 für alle x ≥ p erfüllt.
Zeigen Sie, dass dann∫ ∞

p
f(x)dx konvergiert ⇔

∞∑
n=p

f(n) konvergiert,

und dass im Falle der Konvergenz gilt

∞∑
n=p+1

f(n) ≤
∫ ∞
p

f(x)dx ≤
∞∑
n=p

f(n).

(b) Zeigen Sie mithilfe von (a), dass die Reihe

∞∑
n=2

1

n log(n)c

für c > 1 konvergiert und für c = 1 divergiert.
Hinweis: Nutzen Sie zur Integralauswertung die Substitution x 7→ et.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)

Ziel dieser Aufgabe ist es, den Beweis der Stirling-Formel aus der Vorlesung zu vervollständi-
gen. Dazu sei wie in der Vorlesung

C :=
1

2
log(2) +

1

2
−
∞∑
ν=1

cν und ρn :=

(
n+

1

2

)
log

(
1 +

1

2n

)
− 1

2
+

∞∑
ν=n+1

cν

mit

cν :=

∫ 1
2

0
log

(
1− t2

ν2

)
dt ≤ 0.

Zeigen Sie nun die folgenden fehlenden Teile mithilfe der Anleitung im Hinweis:

(a) 0 < ρn <
1

12n .
Hinweis: Aus dem Vorlesungsbeweis wissen Sie, dass

log(n+1) = log((n+1)!)−log(n!) =

(
n+ 1 +

1

2

)
log(n+1)−1+ρn+1−

(
n+

1

2

)
log(n)−ρn.

Leiten Sie hieraus die Abschätzung

ρn − ρn+1 ≤
1

12n(n+ 1)

her. Dabei ist Aufgabe 4(b) von Blatt 5 mit x = 1
2n+1 hilfreich. Zeigen Sie anschlie-

ßend, dass (ρn)n∈N streng monoton fallend ist und dass limn→∞ ρn = 0 gilt, wobei
sie für letzteres eine Taylorabschätzung von log(1 + x) benötigen. Folgern Sie nun alle
Behauptungen.

(b) C = log(
√

2π).
Hinweis: Sie kennen aus der Vorlesung das Wallis’sche Produkt

√
π = lim

n→∞

(n!)222n

(2n)!
√
n
.

Berechnen Sie hiermit 1
2 log(π) und nutzen Sie, dass log(n!) = (n+ 1

2 ) log(n)−n+C+ρn,
was Sie bereits aus der Vorlesung wissen (und damit nicht zeigen müssen).
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