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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Stochastische Prozesse

Es sei (2,.#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin sei (E, &) ein messbarer
Raum.

Definition 1.1.1. Fine Abbildung X : Q — E heifit eine Zufallsvariable, falls sie
messbar ist; das heift X1 (B) € F fiir alle B € &.

Definition 1.1.2. Fin E-wertiger stochastischer Prozess (oder kurz, ein Prozess) ist
eine Familie X = (X,,)nen, von Zufallsvariablen.

Definition 1.1.3. FEs sei I C Ny eine beliebige Indexmenge.
(a) Wir bezeichnen mit B den Produktraum aller Abbildungen w: 1 — E.

(b) Fiirn € I definieren wir die n-te Koordinatenabbildung

X, :E' - E, wwwh).

(¢) Die Produkt-o-Algebra &°7 auf dem Produktraum E' ist definiert durch

& =0(X,:nel).

Definition 1.1.4. Es seien I C J C Ny zwei Indexmengen.

(a) Wir definieren die kanonische Projektion

X/ E' > FE we .

(b) Speziell setzen wir X; = X;°.



Nun definieren wir den messbaren Raum
(Q,.F) = (BN, £%MN0).

Definition 1.1.5. Eine Familie {P; : I C Ny endlich} von Wahrscheinlichkeitsmaflen
auf (BT, &1 heift eine projektive Familie, falls fiir alle endlichen I C J C Ny gilt

P; =P;o0 X7,
Satz 1.1.6 (Erweiterungssatz von Kolmogorov). Fs sei {P; : I C Ny endlich} eine
projektive Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen. Dann existiert ein eindeutig be-
stimmtes Wahrscheinlichkeitsmaf auf P auf (0, %), so dass
P; =Po X; fiir jedes endliche I C Ny.
Beweis. Folgt aus [Klel3, Satz 14.36]. O

Definition 1.1.7. Wir nennen P den projektiven Limes der Familie

{P; : I C Ny endlich}.

1.2 Die Markov-Eigenschaft

(Q, .7, P) bezeichnet weiterhin einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.2.1. Es sei B € .F ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann definieren wir
das Wahrscheinlichkeitsmaf PP auf (Q,.F) durch

P(AN B)

PE(A) :=P(A|B) := BB)

A€

9

Lemma 1.2.2. Es seien B,C € % mit P(BNC) > 0. Dann gilt
(PB)C — PBQC.
Beweis. Ubung. [

Satz 1.2.3 (Multiplikationsregel). Es seien Ay, ..., A, € F Ereignisse mit P(A; N
..NA,_1) >0 fir einn > 2. Dann gilt

o P(AL AN N A,



Satz 1.2.4 (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit). Es seien I eine hochstens
abzihlbare Indexmenge und (B;)ier C F paarweise disjunkte Ereignisse mit P(B;) >
0, i€ I und P(J,.; Bi) = 1. Dann gilt fiir jedes Ercignis A € F die Identitdt

P(4) = >_P(A|B) - P(B).

Definition 1.2.5. Fin messbarer Raum (E,&) heifst ein diskreter Zustandsraum,
falls E héchstens abzdhlbar (das heif$t, endlich oder abzihlbar) ist, und & = P (E).

Von nun an sei (£, &) ein diskreter Zustandsraum.

Definition 1.2.6. Fin E-wertiger Prozess X besitzt die Markov-FEigenschaft, falls

P(Xn+1 — in+1 ’XO - io, e ,Xn - ’Ln> - P(Xn+1 - in+1 | Xn - ’Ln>
fur alle n € Ny und ig, ..., 0, tne1 € £ mat
]P(X() :io,...,Xn :’Ln) > 0.

Definition 1.2.7. Ein E-wertiger Prozess X heifit eine Markov-Kette, falls er die
Markov-Figenschaft besitzt.

Definition 1.2.8. Fs seien X eine Zufallsvariable mit Werten in einem messbaren
Raum (G,¥9), und es B € .F ein Ereignis mit P(B) > 0. Dann ist das Wahrschein-
lichkeitsmafs PXIB quf (G,9) definiert durch

PXIB(A) .=PB(X € A), Ae9.

Lemma 1.2.9. Es sei X ein E-wertiger Prozess. Dann sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) X besitzt die Markov-FEigenschaft.
(ii) Es gilt
]P)Xn+1|XO:iO ,,,,, Xn=tin — ]P)Xn+1|Xn:7:n
fiir alle n € Ny und iq,...,1, € E mit

]P)(XO:Z(),,Xn:Zn)>O

Beweis. Ubung. ]

Satz 1.2.10. Fir einen E-wertigen Prozess X sind folgende Aussagen dquivalent:



(i) Fir alle n € Ny und ig, .. .,i, € E mit
P(XQ:iQ,...,Xn:in)>0
qilt

P(Xk)an,‘XOZiO ----- Xn=in — ]P)(Xk)anan:in

(ii) Fiir alle n € Ny und i € E mit P(X,, = 1) > 0 sind (Xy)r<n und (Xg)k>n unter
PX»=% unabhdngig.

Beweis. (1) = (ii): Es seien ig,...,i,4; € E fiir ein [ € N beliebig. Wir diirfen
annehmen, dass i,, = 7. Dann folgt

P~ ({Xo =10, ..., X0 =1n} N {Xp = in, ..., Xpt = lnt})
= PX=N( Xy =g, ..., Xy = i) - PO KT (X — G X = i)
=P (Xo =g, ..., Xn = in) - P Xp =iy, Xyt = i)
(ii) = (i): Fiir B € &N gilt wegen der Unabhéngigkeit
P((Xg)k>n € B| Xo =g, ..., Xp = 1)
=P =" ((Xi)kzn € B| Xo =10, ..., Xy =iy)
=P ((Xi)rzn € B)
=P((Xk)k>n € B| Xy, =1in).
[
Definition 1.2.11. Eine Funktion m : E — [0,1] heifit ein stochastischer Vektor,

falls
Z T, — 1.

el

Beispiel 1.2.12. Fiir jedesi € E ist §; : E — [0,1] gegeben durch

. 1, falls j =1,
6:(7) 3:{ folls

0, sonst

ein stochastischer Vektor.

Definition 1.2.13. Eine Funktion P : ExX E — [0, 1] heif$t eine stochastische Matriz,
falls

Zpij =1 firallete FE,

jEE

wobei wir die Notation P = (p;;) benutzen.



Definition 1.2.14. Es seien m ein stochastischer Vektor und P eine stochastische
Matriz. Eine Markov-Kette X heifit eine zeitlich homogene (oder kurz homogene)
Markov-Kette mit Anfangsverteilung m und Ubergangsmatrixz P, falls gilt:

(a) P(Xog=1) =m; fir allei € E.

(b) P(X,41 =7 | X, =1) =pi; fiir allen € Ny und 1,5 € E mit P(X,, =1) > 0.
In diesem Fall nennen wir X auch kurz eine (7, P)-MK.
Satz 1.2.15. Flir einen Prozess X sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) X ist eine (7, P)-MK.

(11) Fir alle n € Ny und alle ig, iy, ...,i, € E gilt

P(Xo =0, X1 =1, ., Xoy = in) = Wiy * Digsiy * « - * Piry_1.im-

Beweis. (1) = (ii): Wir diirfen annehmen, dass
P(Xo = ig, ..., Xn_1 = in_1) > 0.
(Warum?) Nach der Multiplikationsregel (Satz 1.2.3) gilt
P(Xo =i0, X1 =t1,..., X\, = ip)
= P(Xy = ip) - P(X) = i1 | Xo = i0) - P(Xa = i2 | Xo = i9, X1 = i1)
(X =i | Xo =i,y Xt = in_1)
=P(Xo=1ip) - P(X1 =11 | Xo=1p) - P(Xo =2 | Xy =11)
CP(Xy = i | Xt = 1)
= Tig " Digyix *+++ " Pin_1,in-
(ii) = (i): Es gilt
P(Xg=1)=m fiiralleiec E.
Nun seien n € Ny und 2,21, ..., %, l,11 € F mit
P(X, = in,..., Xo = ig) > 0
beliebig. Dann gilt
P( X1 = ins1 | X = in, .- ., Xo = io)
 P(Xuis = ins1, Xo = i, -, Xo = i)
P(X, =in,...,Xo=1p)

Tig " Pigyir "+ -+ " Pin—1in " Pin,int1

Tig * Pigyir * -+ -~ Pin_1,in

= pl’nﬂ’n+1 °



Nun seien ,,%,,1 € E mit

beliebig. Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 1.2.4) folgt

PXn=in (Xn+1 = inJrl)
= Z ]P)X”:in (Xn-l—l = Z-n—i-l ’Xn—l = in—lv s 7X0 = Z0)

iQseerin_1€E
P(Xp=in,...,Xq=ig)>0

- P n(anlzanl,...,onlo)
= Dinins1 E P~ (X1 = tpo1,..., X0 =1p) = Diping-

iQseerin_1€E
P(Xn=in,...,X0=ig)>0

Satz 1.2.16. Es sei X ist eine (w, P)-MK. Weiterhin seien n € Ny und i € E mit
P(X,, = i) > 0 beliebig. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Fiir alle By,...,B, CE,l €N und i,,... i,y € E gilt

P*=({Xo € Bo, ..., Xn € By} N{ Xy =i, .., Xptt = insi})
— IEDX7L:i(XO - 307 e ,Xn € Bn) : 5@(271) 'p’in7in+l ’

o Dipar st
(b) Der Prozess (X, i1 )ren, ist unter PX»=% eine (8;, P)-MK.

(¢) Die Zufallsvariablen (Xg)p<n und (Xp)psn sind unter PX»=% ynabhingig.
(d) Fir alle ig, ..., i, € E mit i, =i und

IED(XOIZO7,X”:Z“)>O

gilt
P&)kzn|Xo=i0, Xn=in _ P(Xk)kzn|Xn=in_
Bewezs.
a) Es geniigt, fiir alle 49, ..., 7,4y € E mit 7,, = i zu zeigen
genug + g

PY=n ({ X =g, -+, Xy = i} N {X = iy, Xt = ini})
= P = (X =g, -, X = i) Diy i -

B pi7L+1717in+l'



Dies folgt mit Satz 1.2.15

X, —i . . .
PA= (X =g, ..., Xpy =y oo, Xt = Gngi)
IP)(XO:io,...,Xn:in,...,Xn_H :in+l)

P(X, =in)
_ ﬂ-ZO . pio,il RO pinflyin . pin,inJ,»l DR pin+l,1,in+l
P(Xn = Zn)
B(Xo = ity - X = i)
B ]P(Xn = Zn) . pin,in+1 A pi"+l*1ain+l
(b) Mit By = ... = B, = E folgt aus Teil (a), dass
]P)X”:i(X” = lny - Xt = in-H) = 52(271) *DPingingr " Pt

Nach Satz 1.2.15 folgt also, dass (X, )ren, unter PX»=% eine (J;, P)-MK ist.
(c) Setzen wir die Gleichung aus Teil (b) in Teil (a) ein, so folgt

Pxn:i({XO == 7/-07 Ce ,Xn = Zn} N {Xn = ina cee 7Xn+l = Z.”+l})
— ]P’Xn:l(Xo = io, .. ,Xn = Zn) : ]P)Xn:Z(Xn = ina cee 7Xn+l = inJrl})’

was die Unabhéngigkeit beweist.
(d) Folgt aus Satz 1.2.10.

1.3 Filtrationen und Stoppzeiten

Definition 1.3.1. FEine Filtration (%,)nen, ist eine Familie von Sub-o-Algebren von

F, so dass F,, C F, fir alle m,n € Ny mit m < n.

Bemerkung 1.3.2. FEine Familie (%,)nen, von Sub-o-Algebren von F ist genau

dann eine Filtration, wenn F#, C .1 fir alle n € Ny gilt.

Definition 1.3.3. FEs seien X = (X, )nen, €in Prozess und F = (F,)nen, eine Fil-
tration. X heifit F-adpatiert (oder kurz adaptiert), falls X, fir jedes n € Ny beziiglich

F,, messbar ist.

Lemma 1.3.4. Es sei X = (X,,)nen, €in Prozess. Wir definieren die Familie FX =

(7

M nen, durch

yX::U(Xo,...,Xn) furnGNo

n

Dann gelten folgende Aussagen:



(a) FX ist eine Filtration.
(b) X ist FX-adpatiert.

(c) Ist F = (Fp)nen, €ine weitere Filtration, so dass X beziglich F adaptiert ist,
dann gilt X C Z, fir allen € Ny.

Beweis. Ubung. [

Definition 1.3.5. Wir nennen FX die von X erzeugte Filtration.

Im Folgenden sei F = (%,),en, eine Filtration.

Definition 1.3.6. Eine Abbildung 7 : Q — Ny = Ny U {oo} heifit eine F-Stoppzeit
(oder kurz, eine Stoppzeit), falls

{r<n}eZ, firaleneN,.

Lemma 1.3.7. Es sei 7 : Q — Ny eine Abbildung. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) T ist eine Stoppzeit.
(it) Es gilt {7 =n} € F, fir alle n € N,.
Beweis. Ubung. O]
Satz 1.3.8. Es gelten folgende Aussagen:
(a) Fiir jedes n € Ny ist die konstante Abbildung T = n eine Stoppzeit.
(b) Fiir zwei Stoppzeiten o, 7 sind o N1, o NV T und o + T ebenfalls Stoppzeiten.
(¢) Fiir eine Konstante o € N und eine Stoppzeit T ist at ebenfalls eine Stoppzeit.
Beweis. Ubung. O
Definition 1.3.9. Fiir eine Stoppzeit T bezeichnen wir mit
F,={AeZ:An{r <n} e .F, fir alen € Ny}
das Mengensystem der bis T beobachtbaren Ereignisse.
Satz 1.3.10. Es sei 7 eine Stoppzeit.

(a) F. ist eine o-Algebra iber Q.
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(b) Es gilt

Fr={AecZ : An{r =n} € F#, fur alle n € Ny}.

(¢) T ist F.-messbar.
(d) Gilt T =n fir eine n € Ny, dann ist F, = F,.
Beweis. Ubung. O

Lemma 1.3.11. Es seien X = (X,)nen, €in adaptierter Prozess, o eine Stoppzeit
und B C E eine Menge. Dann ist die Abbildung

7:Q—=Ny, 7:=min{n>0:X,c B}
eine Stoppzeit.

Beweis. Ubung. O]

1.4 Die starke Markov-Eigenschaft

Satz 1.4.1 (Starke Markov-Eigenschaft). Es seien X eine (7, P)-MK, 7 eine FX-
Stoppzeit und i € E ein Zustand. Wir setzen A := {1 < oo} N{X,; =i} und nehmen
an, dass P(A) > 0. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Fiir alle B € ZX, n €N und ig,...,i, € E gill

T

IEDA<B N {XT = io, e ,X7—+n = Zn}) = IPA(B) . 51(20) . pioﬂi L pin—lﬂﬁn‘

(b) Der Prozess (X, in)nen, ist unter P4 eine (6;, P)-MK, die von der o-Algebra

FX unabhingig ist.

Bewess.

(a) Zunichst sei k € Ny mit P(Xy, = i) > 0 beliebig. Nach Satz 1.2.16 ist (Xg4n)nen,
unter PX£=% eine (§;, P)-MK, und die Zufallsvariablen (X;);<; und (X;);>; sind
unter PX+=* unabhingig. Da

A= J{r=kXx, =i},

keNg
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folgt mit Satz 1.2.15 also

PABN{X; =i0,..., Xr4n =in})
= Z PA(BH{XT - 7:0’"'7X7+n — inuT = k})

keNy
=Y PABN{T =k} N {Xy =io,..., Xpin =in})
keNy
1 . . .
keNy
1 .
= PY=(BN{r =k} {Xy =0, ..., Xprn = in}) - P(Xy = 1)
P(A) kEZNO N , 0 +
P(Xp=1)>0 Ef/\k),(
1 . ,
- Z PX=(BN{r =k}) - P*=(X}, =g, ..., Xppn = in) - P(X), = 7)
P( ) kENg
P(X},=1)>0
1 . .
= 5 > BB =k} 0 {Xi =i}) - 6i(i0) * Digir -+ Pio_rin
keNy
P(BNA) ,
=) 6i(i0) * Pioyir * - -+ * Pinrin-

(b) Setzen wir B = Q in Teil (a) ein, so folgt
]P)A(XT = io, .. 7XT+n = Zn) = 57,(20) . pioﬂ’l L pinfl,’in'

Nach Satz 1.2.15 ist (X;4n)nen, ist unter P4 eine (§;, P)-MK. Setzen wir nun
die vorherige Formel in Teil (a) ein, so folgt

PABN{X, =g, s Xrin =in})
=PAB) - PYX, =0, ., Xran = in),

was die Unabhéngigkeit beweist.

1.5 Das Standardmodell

Definition 1.5.1. Wir bezeichnen mit Il die Menge aller stochastischen Vektoren auf
E.
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Satz 1.5.2. Es sei P eine stochastische Matriz. Dann existieren ein messbarer Raum
(Q, F), darauf ein Prozess X, und eine Familie (P,)ren von Wahrscheinlichkeitsma-
Ben, so dass X fir jedes m € 11 eine (w, P)-MK auf (2, #,P,) ist.

Beweis. Wir definieren den messbaren Raum
(Q, F) := (B, &%),

wobei & = Z(F). Darauf definieren wir den Prozess X = (X,,),en, durch die Koor-
dinatenabbildungen

X, BV 5 B, wew(n).
Nun sei 7 € II beliebig. Wir definieren die Familie {P,; : I C Ny endlich} wie folgt:
(1) Falls I ={0,1,...,n} fiir ein n € Ny, so definieren wir P, ; durch

Prr({(G0, 71, -5 0n)}) = Tig * Digyir * - -+ * Din1sin-

(2) Falls I nicht von der Form wie in Schritt (1) ist, so existiert ein n € Ny, so dass
I C J, wobei J={0,1,...,n}. Wir setzen

PW,[ = Pﬂ—“] o X}]
Die Familie {P;; : I C Ny endlich} ist eine projektive Familie von Wahrscheinlich-
keitsmafken (Ubung). Wir bezeichnen mit P, den nach dem Erweiterungssatz von

Kolmogorov (Satz 1.1.6) eindeutig bestimmten projetive Limes. Fiir alle n € Ny und
alle io, 7;17 Ce ,in ek gllt

IEDﬂ'(XO = 2.07 Xl = 2.17 cee 7Xn - Zn) = ]P)ﬂ’,{() ,,,,, n}({(207 ila cee 7Zn>})
- Trio 'pio,il et pin717in'
Nach Satz 1.2.15 ist X eine (7, P)-MK auf (Q2,.7,P,). O

Definition 1.5.3. Wir nennen (Q,.Z, X, (Px)ren) cin Standardmodell zur Uber-
gangsmatriz P.

Definition 1.5.4. Fiir jedes i € E setzen wir P; .= Py, .

7

Nun sei ein Standardmodell zu einer Ubergangsmatrix P gegeben.

Definition 1.5.5. Fiir n € Ny definieren wir die stochastische Matriz P™ = (pgl))
durch

pY =Py(X, =j), i,j€E.
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Bemerkung 1.5.6. Es gilt P9 =1d und PV = P,
Satz 1.5.7. Es gilt P" = P™ fijr alle n € N,.

Beweis. Induktion nach n € Ny. Klar fiir n = 0 und n = 1. Induktionsschritt n —
n + 1: Mit der Notation P" = (p};) gilt fiir alle i, j € E nach Satz 1.2.15

Pi(Xppi=j)= > Pi(Xo=iog,...,Xn=in, Xop1 =)

10y-eyin€EER

= E 5 Z0 *Digyin * -+ " Pin_1yin " Pinyg
10yeeyin €

= E Pi(XOZZOw--;Xn:/Ln)'pin,j
20yenes in€l

=Y > PiXo=io,.... Xy =1in) piny

- Z ]P)Z(Xn - Zn *DPing = Z pz in Ping = p:}+1.

in€lE in€E
O
Satz 1.5.8 (Chapman-Kolmogorov-Gleichung). Es gilt fiir alle n,m € Ny
prtm) — p) p(m)
das heifit
pléﬁm) Zplz)p,(;) fiir alle 1,5 € E.
kEE
Beweis. Nach Satz 1.5.7 gilt
pntm) _ pntm _ pnpm _ p(n) p(m)
0

Korollar 1.5.9. Es gilt fiir alle n,m € Ny und i,j,k € B

n+m m
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1.6 Beispiele

Beispiel 1.6.1 (Markov-Kette mit zwei Zustdnden). Es seien E = {0,1} und
()
g 1l-—gq

Beispiel 1.6.2 (Markov-Kette mit drei Zustinden). FEs seien E = {0,1,2} und

mit p,q € [0, 1].

1—p p 0
P=1qg1-p) 1—-q(1—p)—p(1—q) p(1-q)
0 q L—p

mit p,q € [0,1].

Beispiel 1.6.3 (Irrfahrt mit reflektierenden Barrieren). Es seien E = {0,1,..., N}
und

0 10 0
I-p 0 p
P =
Il—-p 0 p
0 0 10

mit p € (0,1).

Beispiel 1.6.4 (Irrfahrt mit absorbierenden Barrieren). Es seien E = {0,1,...,N}
und

1 00 0
Il—=p 0 p
P =
I—-p 0 p
0 0 01

mit p € (0,1).

Beispiel 1.6.5 (Symmetrische Irrfahrt). Es seien E = Z und P = (p;;) gegeben
durch

0, sonst,

L falls |i — j); =1,
pij:{Zd | |

wobei |i|, = S0, ix| fiir i € Z9.
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Beispiel 1.6.6 (Variante). Es seien E = Z% und P = (p;;) gegeben durch

1 ; ; —
pij = {W’ falls |Z _]|oo = 1,

0, sonst,

-----

1111

stischer Vektor. Wir definieren P = (p;;) durch

po, Jfallsi=j,
Dij = § Paks, Jalls j =i+ Xep, mit X € {—1,1} und k € {1,...,d},

0, s50nSt.

Beispiel 1.6.8 (Variante). Es scien E = Z und (pa)ac{_101}¢ €in stochastischer
Vektor. Wir definieren P = (p;;) durch

Pa, falls j =i+ a mita € {-1,0,1}%
bij =
0, sonst.



Kapitel 2

Charakterisierung der Zustande

Es sei (Q,.7, X, (Py)xen) ein Standardmodell zu einer Ubergangsmatrix P.

2.1  Irreduzibilitat
Definition 2.1.1.

(a) Fiir eine Teilmenge A C E definieren wir die Stoppzeit

74 :=inf{n € Ny : X,, € A}.

(b) Fiir einen Zustand i € E definieren wir die Stoppzeit

i

Definition 2.1.2. Es seien i,j € E. Dann heifit j erreichbar von i (symbolisch
i—j), falls

P;(1; < 00) > 0.
Bemerkung 2.1.3. Es gilt stets 1 — i, denn
Pi(7) < 00) > Py(7) = 0) = 1.
Satz 2.1.4. Fir alle i,j € E sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilti — j.
(ii) Es gilt pl(;) > 0 fiir ein n € Ny.

16
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Beweis. (i) = (ii): Aus der Inklusion

{0 <oy = Uit =} < J{Xa =1}
n=0 n=0
folgt

0 < Py(r? < o0) < IP’Z-( J{x. —j}) < PiXa=4)=>_p.
n=0 n=0

n=0

Also existiert n € Ny, so dass pg)

(ii) = (i): Mit der Inklusion

> 0.

{X,=j}C {TJQ <n} C {TJQ < oo}
folgt
(n) _ _ 0
0 < pi’ =Pi(X, =j) <Pi(7; <o0).
Also gilt i — j. m

Definition 2.1.5. Zwei Zustinde 1,5 € E heiflen verbunden oder kommunizierend
(symbolisch i <> j), falls i — j und j — i.

Lemma 2.1.6. Verbundenheit (<) ist eine Aquivalenzrelation auf E.

Beweis. Reflexivitdt: Nach Bemerkung 2.1.3 gilt ¢ <> ¢ fiir alle ¢ € I.
Symmetrie: Offensichtlich folgt aus ¢ <> 7 auch j > i.
Transitivitit: Es gelte ¢ <> 7 und j <» k. Nach Satz 2.1.4 existieren n, m € Ny, so dass

mp%) > 0. Mit Korollar 1.5.9 folgt

p ™ = plplY > 0.

Also gilt nach Satz 2.1.4, dass ¢ <> k. ]
Definition 2.1.7. Fir einen Zustand i € E definieren wir die Aquivalenzklasse
G ={jeFE:i<j}

Dann erhalten wir die Zerlegung des Zustandsraumes

E:U%.

1€E [+
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Definition 2.1.8. Fine Teilmenge ¢ C E heifit kommunizierend, falls i <> 7 fir alle
iWwjEY.

Bemerkung 2.1.9. Die Klassen (¥;) aus Definition 2.1.7 sind kommunizierende
Teilmengen.

Definition 2.1.10. Die Markov-Kette X heifit irreduzibel, falls i <> j fir alle i,j €
E; das heift 9, = 9; fir allei,j € E.

Korollar 2.1.11. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Die Markov-Kette X ist irreduzibel.

(i) Es gilt sup,,cy, pg-L) > 0 fir allei,j € E.

Beweis. Folgt aus Satz 2.1.4. m

Wir betrachten einige Varianten von Beispiel 1.6.1.

Beispiel 2.1.12 (Markov-Kette mit zwei Zustidnden). Es seien E ={0,1} und

(1710)
g 1-—gq
mit p,q € (0,1). Dann ist die Markov-Kette irreduzibel.

Beispiel 2.1.13 (Markov-Kette mit zwei Zustinden). Es seien E = {0,1} und

1 O
P =
(ql—Q)

mit ¢ € [0,1]. Dann ist die Markov-Kette nicht irreduzibel, und der Zustandsraum
zerfallt in 9 = {0} und 4 = {1}.

Beispiel 2.1.14 (Markov-Kette mit zwei Zustédnden). Es seien E ={0,1} und

0o 1
P =
(ql—Q)

mit ¢ € (0,1]. Dann ist die Markov-Kette irreduzibel.

Nun Beispiel 1.6.3.
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Beispiel 2.1.15 (Irrfahrten mit reflektierenden Barrieren). Es seien E = {0,1,..., N}
und

0 10 0
l—p 0 p
P =
l=p 0 p
0 0 10

mit p € (0,1). Dann ist die Markov-Kette irreduzibel.
Nun Beispiel 1.6.4.

Beispiel 2.1.16 (Irrfahrt mit absorbierenden Barrieren). Es seien E = {0,1,..., N}
und

1 00 0
l—p 0 p
P =
l—p 0 p
0 0 01

mit p € (0,1). Dann ist die Markov-Kette nicht irreduzibel, und der Zustandsraum
zerfallt in % = {0}, 4 ={1,...,N — 1} und 9y = {N}.

Beispiel 2.1.17. Die Irrfahrt auf Z mit p € (0,1) ist irreduzibel.

Beispiel 2.1.18 (Symmetrische Irrfahrt). Die symmetrische Irrfahrt auf E = 7% ist
stets irreduzibel. In der Tat, seien i,j € Z% beliebig. Dann gilt

e in Beispiel 1.6.5: pl(-;l) = (2d)™", wobei n = |i — j|;.
e in Beispiel 1.6.6: pgb) = (31— 1), wobei n = |i — j|oo-
Definition 2.1.19.

(a) Eine Teilmenge € C E heifit abgeschlossen, falls

Pi(72. =o00) =1 fiir allei € €.

(b) FEin Zustand i € E heifit absorbierend, falls € = {i} abgeschlossen ist; das heifit
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Satz 2.1.20. Fir eine Teilmenge € C E sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) € ist abgeschlossen.

(ii) Fir allei € € und j € E miti — j gilt j € €.

(iii) Es gilt pg-L) =0 fir allei €%, j € €° und n € Ny.

() Es gilt p;; =0 fir alle i € € und j € €°.
Beweis. (i) = (ii): Es sei ¢ € € beliebig. Dann gilt
(m{T —oo}) Pi(19. = 00) = 1.

jeze

Fiir jedes j € € folgt P;(7) = 00) = 1, und damit P;(7) < oo) = 0, das heit i - j.
(ii) = (ili): Es seien ¢ € € und j € €° beliebig. Dann gilt ¢ - j. Nach Satz 2.1.4

folgt p( ") = 0 fiir alle n € Np.

(i) = (v): v

(iv) = (i): Es sei i € € beliebig. Dann gilt P;(72. = 0) = 0 und

Pi(rge =1) =Py(X; €%°) =Y Pi(Xi=j)= > p;j=0

JEC*C JECC
Fiir n > 2 gilt nach Satz 1.2.15
Pi(ro.=n)=Pi(X, €%,...,X, 1 €€, X, €C°)

= Z Z 57L il 'pi1,i2 “ee  Pip_syinog " Pin_1g = 0.
——"

11 ymeey inflE%7 je%c =0

Also folgt insgesamt

Pi(12. < 00) = ZIP’ 0. =n)=0.

Korollar 2.1.21. Fir einen Zustand i € E sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) i ist absorbierend.
(ii) Es gilt p; = 1.

Bewers. Folgt aus Satz 2.1.20. m
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Bemerkung 2.1.22.

(a) Eine kommunizierende Teilmenge ¥ C E braucht nicht abgeschlossen zu sein.
Siehe etwa die Irrfahrt mit absorbierenden Barrieren (Beispiel 2.1.16). Dort ist
< ={1,...,N — 1} nicht abgeschlossen.

(b) Eine abgeschlossene Teilmenge € C E braucht nicht kommunizierend zu sein.

Seien etwa E' = {0,1} und
10
P=(u 1)

Dann ist E abgeschlossen, aber nicht kommunizierend.
Definition 2.1.23. Es sei i € E ein Zustand.
(a) Der Zustand i heifft unwesentlich, falls ein j € E mit i — j und j - i existiert.
(b) Der Zustand i heifst wesentlich, falls er nicht unwesentlich ist; das heifst, fir
alle j € E mit v — j gilt auch j — 1.
Lemma 2.1.24. FEs sei i € E ein wesentlicher Zustand. Dann ist 9; abgeschlossen.

Beweis. Es sei j € E mit ¢ — j beliebig. Da i wesentlich ist, gilt auch j — 4. Also
gilt i <> j, und damit j € ¢;. Mit Satz 2.1.20 folgt, dass ¥; abgeschlossen ist. O

Definition 2.1.25. Wir bezeichnen mit % die Menge aller unwesentlichen Zustinde.
Satz 2.1.26. Es gelten folgende Aussagen:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte disjunkte Zerlegung

E=%U (g%)

mit einer hochstens abzdihlbaren Indexrmenge I und abgeschlossenen kommuni-
zierenden Klassen (€,)acr-

(b) Bei geeigneter Nummerierung der Zustinde ist die Ubergangsmatriz P von der
Form

Qo Q1 Q2 Qs Q4
0O A 0 0 0

p=|1 0 0 B~ 0 O
0O 0 0 P 0

Beweis. Die (%,) sind gegeben durch die Aquivalenzklassen (%) mit wesentlichen
Zustianden i € . Also folgt Teil (a) mit Lemma 2.1.24, und Teil (b) mit Satz
2.1.20. [
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2.2 Periodizitat

Definition 2.2.1. Die Periode eines Zustandes i € E ist definiert durch

di == ggT {n € N: p{’ > 0},
wobei wir die Konvention ggT 0 = oo verwenden. Wir nennen den Zustand i dann
d-periodisch.
Bemerkung 2.2.2. Ein Zustand i € E2 mit pgl) =0 fir allen € N\ dN und pgf) >0
15t d-periodisch.
Definition 2.2.3. Fin Zustand i € E mit Periode 1 heifit aperiodisch.

Bemerkung 2.2.4. Gilt p; > 0, dann ist der Zustand i aperiodisch. Insbesondere ist
ein absorbierender Zustand aperiodisch.

Beispiel 2.2.5. Es seien E = {0,1} und

~(51)

Dann gilt P" = P fiir alle n € N. Es folgt pgé) =0 und p(ﬁ) =1 fir alle n € N. Also
gilt dy = oo und dy = 1; das heifst, der Zustand 1 ist aperiodisch.

Beispiel 2.2.6. Wir betrachten die s{y;nmetrische Irrfahrt auf Z. Dann gilt dy = 2,
2) _ 1

weil p((]%n—‘rl) =0 fur alle n c NO und Do = 3

Lemma 2.2.7. Es sei H C N abgeschlossen beziiglich Addition mit ggT H = d fiir ein
d € N. Dann ist AN\ H endlich; das heifit H enthdlt bis auf endlich viele Ausnahmen
alle Zahlen d,2d,3d, . ..

Beweis. Es existieren k£ > 2 und teilerfremde nq, ..., ny € N, so dass nid, ..., ngd €
H. Daraus folgt

MZ® ... onZ =geT{n,...,nx}Z =7.
Folglich existieren zq, ..., 2x € Z mit Zle n;z; = 1. Wir setzen n 1= n;+...+n; > 2.
Dann gilt nd € H, und es existiert ein m € N, so dass

m+(n—1)z; >0 fiiralle j=1,... k.

Es sei [ > mn beliebig. Dann existieren p € Ny und ¢ € {0,...,n — 1}, so dass
I = (m+p)n+ q. Es folgt
k
ld=((m+pn+q)d=pnd+ Y _ (m+qz)nde H.
—_——
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Satz 2.2.8. Fir einen Zustand i € E und ein d € N sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(1) i ist d-periodisch.

(ii) Es gilt pgl) = 0 fir alle n € N\ dN, und es existiert ein myg € N, so dass

tmd) > 0 fiir alle m > mo.

Beweis. (i) = (ii): Wir definieren H := {n € N : pz(»?) > 0}. Da i Peridode d hat, gilt
geT H = d, und damit p@ = 0 fiir alle n € N\ dN. Die Menge H ist abgeschlossen

beziiglich Addition. In der Tat, es seien n,m € H. Dann gilt pgf) > 0 und p;’”) > 0.

Nach Korollar 1.5.9 gilt

pim™ > i plm > 0,

also n +m € H. Nun folgt mit Lemma 2.2.7, dass dN \ H endlich ist. Also existiert

(md)

ein my € N, so dass p;; ~ > 0 fiir alle m > my.

(ii) = (i): Klar, da ggT {n e N: p{ > 0} = d. O
Korollar 2.2.9. Fir einen Zustand i € E sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) i ist aperiodisch.

(m
[

(ii) Es ezistiert ein mo € N, so dass p )'> 0 fiir alle m > m.

Beweis. Folgt aus Satz 2.2.8. [

2.3 Rekurrenz und Transienz
Definition 2.3.1.
(a) Fiir eine Teilmenge A C E definieren wir die Stoppzeit

T4 :=inf{n e N: X, € A}

(b) Fiir einen Zustand i € E definieren wir die Stoppzeit

7 =1y = inf{n € N: X, = i}.

Wir nennen 14 bzw. 7; die Riickkehrzeit oder Rekurrenzzeit der Menge A bzw. des
Zustandes 1.
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Definition 2.3.2. Fiir zwei Zustinde i,j € E definieren wir

f = PBi(r; =n) €[0,1], neN,

fij = Zfz(]n) = IP)Z‘(T]' < OO) € [0, 1],
n=1
pij = B[] € [1, 00].
Bemerkung 2.3.3. Fir i # j gilt i — j genau dann, wenn f;; > 0.

Bemerkung 2.3.4. Fiir allei,j € E gilt fi(f) < pg?). In der Tat, wegen {T; =n} C
{X, = j} gilt
fi(jn) =Pi(r; =n) <Py(X, =j) = pz(;L)‘
Wir konnen informell anmerken:

(n

° pij) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei Start im Zustand ¢ in n Schritten den
Zustand j zu besuchen.

) fi(;l) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei Start im Zustand ¢ in n Schritten den
Zustand j erstmalig zu besuchen.

e f;; ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei Start im Zustand 7 den Zustand j in
Zukunft (iiberhaupt) zu besuchen.

Definition 2.3.5. Fin Zustand i € E heifit
(a) rekurrent, falls fi; = 1.
(b) transient, falls er nicht rekurrent ist; das heifst fi; < 1.

(¢) positiv rekurrent, falls p; < oo. (Dann ist i insbesondere rekurrent.)

(d) null-rekurrent, falls er rekurrent, aber nicht positiv rekurrent ist; das heifit fi; =
1 und p;; = oo.

Bemerkung 2.3.6.

(a) Ist i absorbierend, dann gilt p; = 1, ja sogar pgf) = 1 fir alle n € N (Satz

2.1.20). Also gilt P;-fast sicher T, = 1, und damit u; = 1; und folglich ist i auch
positiv rekurrent.

(b) Ist i positiv rekurrent, dann ist i auch rekurrent.
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(c) Gilt d; = oo, so ist pl(»f) = 0 fiir alle n € N. Also gilt fi(in) = 0 fiir alle n € N,
und damit f; = 0. Folglich st i transient.
Wir konnen also zwei Extremfélle ausmachen:

e Ein Zustand ¢ ist genau dann absorbierend, wenn die Markov-Kette bei Start
in ¢ deterministisch verlauft, und nur noch im Zustand ¢ bleibt; das heifst

IP,-(ﬂ{Xn:i}) = 1.

neN

In diesem Fall ist i insbesondere (positiv) rekurrent.

e Lin Zustand ¢ hat genau dann unendliche Periode, wenn die Markov-Kette bei
Start in ¢ nach dem ersten Schritt nur noch andere Zustdnde besucht; das heifst

}P’i(ﬂ{Xn#i}) =1

neN

In diesem Fall ist ¢ insbesondere transient.

Lemma 2.3.7. Fiir allei,j € E und n € N gilt

(n) _ (k) (n—F)
Py =D L
k=1

Beweis. Wir setzen

A= {1j < oo} ={7; < oo} N{X;, =j}.

Wir diirfen annehmen, dass P;(A) > 0; ansonsten sind beide Seiten gleich Null. Es
sei k € {1,...,n} beliebig. Dann gilt {7; = k} C A und der Prozess (X, ym)men,

ist nach der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.4.1) unter P# eine (§;, P)-MK, die
unabhiingig von der o-Algebra 7 ist. Wegen {7; = k} € Z.* folgt

k=1

= Y PiXenk=Jlm=k) - Pi(r; = k)
k=1

P;(rj=k)>0
. k
= Y PAXpnn =il = k) £
k=1
P;(7j=k)>0
. k k n—=k
= B (Xuk =) £ =D £
k=1 k=1
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Bemerkung 2.3.8. Mit Hilfe von Lemma 2.5.7 kénnen wir zeigen dass
d; = ggT{n e N : fz(ln) >0} fir jedesi € E.
Siehe [Als16, Lemma 3.15].

Definition 2.3.9. Fir einen Zustand i € E definieren wir die monoton wachsende

Folge von Stoppzeiten (07 )nen, rekursiv durch 02 := 0 und

ol i=inf{k >0l +1: X, =4}, neN

Definition 2.3.10. Fir einen Zustand i € E definieren wir die Folge von Zufallsva-
riablen (7]")nen durch

T = (0'? — 0'?_1)1{0?<00} + OOR{U?ZOO}’ n€N.

Bemerkung 2.3.11. Es gilt ; = 0} = 7}

Bemerkung 2.3.12. Fir jedes n € N gilt
{of <00} = {1} <o00,...,7/" < 0}
Insbesondere gilt {o" < oo} C {0 < oo} fiir alle n € N.

P;(0} < 00) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, bei Start im Zustand i den Zustand
J in Zukunft (mindestens) n-mal zu besuchen.

Lemma 2.3.13. Es seien i,7 € E und n € N beliebig.

(a) Es gilt Pi(a}"” < 00) = fi ;Lj*l.

(b) Insbesondere gilt P;(o} < o0) = fII.
Beweis. Beweis per Induktion nach n € N. Der Induktionsanfang n = 1 ist klar.
Induktionsschritt n — 1 — n: Wir setzen

A:={o] < oo} = {0} <o} N{X, 1 =}

Wir diirfen annehmen, dass P;(A) > 0; ansonsten sind beide Seiten gleich Null. Nach
der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.4.1) ist der Prozess (X n-1,,)men, unter P;

eine (0;, P)-MK. Wegen
o} =inf{k € N: Xo_?fl+k‘ =j}
folgt
Pi(0} < 00) = Py(0} < o0 a;‘_l < 0) -Pi(a;l_l
= B0 < 00) - fu

—2 —2 —1
=Py <o0)- fisfii = = fis - fisfjy = = fisfjj -

< 00)
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Definition 2.3.14. Firi,j € E definieren wir die momenterzeugenden Funktionen
‘PZ]’F’L] . ( ]., ].) — R+ durch

= Z fz'(;l)sn
n=1

Offenbar gilt f;; = limgy Fj;(s). Dies folgt mit dem Abelschen Grenzwertsatz.

Da die Folge ( fi(;l))neN nichtnegativ ist, konnen wir einen alternativen maktheoreti-

schen Beweis angeben. Betrachte den Mafkraum (N, Z(N), (), wobei ¢ das Z&hlmaf
bezeichnet; das heifst (({n}) = 1 fiir alle n € N. Es sei (s,,)men C (0, 1) eine monoton
wachsende Folge mit s, 7 1. Wir definieren die nichtnegativen messbaren Abbildun-
gen Z, :N—=R;, meNund Z: N — R, durch
Zm(n) = Z-(;L)szl, m € N,
Z(n) = fi(f).

Dann gilt Z,, T Z fiir m — oo. Nach dem Satz von der monotonen Konvergenz (oder
auch dem Konvergenzsatz von Lebesgue) folgt

/Zmd(T/Zd( fiir m — oo,
N N
und daher

lim Fy(s,) = lim Zf” S = lim ;Zm(n) = lim [ ZndC

m—00 m— 00 N

- =S 2 =51 = 1
n=1
Lemma 2.3.15. Fir allei,j € B gzlt
Pij(s) = bij + Fij(s)Pj;(s), s € (=11).
Beweis. Wir setzen fl-(f) := 0. Nach Lemma 2.3.7 gilt

k n—k n
SRR SRS o O A )
n=0 n=1 k=1

=0 + Z (Z fi(f)p;?_k))sn =0y + (Z fi(f)s”) ' (Zpg?)5n>
n=0

n=0
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Korollar 2.3.16. Fir alle i € E gilt

1

Pi(s) = 1 F(s) Fii(s)’

e (—1,1).
Beweis. Nach Lemma 2.3.15 mit ¢ = j gilt fiir s € (—1,1)
Pyi(s) = 14 Fii(s)Pi(s).
Durch Umstellen folgt die behauptete Gleichung. O]

Definition 2.3.17. Fiir eine Folge (A)nen C F von Ereignissen definieren wir den
Limes superior durch

limsup 4, := ﬁ U A,,.

n—o0 n=1m>n
Der Limes superior steht fiir das Ereignis, dass unendlich viele der A,, eintreten.
Satz 2.3.18. Fiir einen Zustand i € E sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Der Zustand i ist rekurrent; das heifst f; = 1.
(i1) Es gilt

IPZ»(lim sup{X,, = z}) =

n—0o0

(111) Es gilt
> ool =
n=0

Beweis. (i) < (ii): Nach Lemma 2.3.13 gilt f;; = 1 genau dann, wenn P;(0} < c0) =1
fiir alle n € N. Da die Folge {o" < co},en absteigend ist, ist dies dquivalent zu

]P’i(limsup{Xn - i}) - R( M{or < oo}) ~1.

n—oo neN

(i) < (iii): Nach Korollar 2.3.16 gilt

1 1
= 1 m P;i(s) = lim = :
Zp” i (s) = M1 Fu(s) 1 Ja

Also folgt die Aquivalenz wegen f;; = limgyy Fii(s). O
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Korollar 2.3.19. Fir einen Zustand i € E sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Der Zustand i ist transient; das heifst fi; < 1.

(ii) Es gilt
Yo < oo,
n=0

In dem Fall gilt sogar
Zpg?) < oo firalle j € E.
n=0

Beweis. (i) < (ii): Folgt aus Satz 2.3.18.
In diesem Fall gilt fiir j # ¢ nach Lemma 2.3.15

(n) _ (s) = 1i g () = f.. (n)
z;pji = 151%111 Pji(s) = lslgl Fyi(s)Piu(s) = fji Zopn' < 00.

]

Definition 2.3.20. Fiir i € E definieren wir die Anzahl der Aufenthalte der Markov-
Kette 1m Zustand i durch

N; = Z H{Xn:i} € NU.

n=1

Bemerkung 2.3.21. Fiir jeden Zustand 1 € E qilt

{N; = oo} = limsup{X,, = i}.

n—oo

Lemma 2.3.22. Fs seien 1,j € E zwet Zustinde. Fir jedes k € Ny gilt

L — fi, falls k =0,
]P](NZ = k) = kil

il (L= fu), falls k> 1.
Beweis. Fir k = 0 gilt

P;(N;=0)=P;(r, =00) =1—-P,(1; <o0) =1— fj;.

Nun sei & > 1 beliebig. Nach Lemma 2.3.13 gilt P;(cF < 00) = f;;fE~'. Wir unter-
scheiden zwei Félle:
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e Gilt P;(cF < 00) =0, so folgt

P;(N; = k) = P;(oF < 0o, 771! = 00) < P;(0F < 00) = 0.

e Gilt P;(0F < 00) > 0, so folgt mit der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.4.1)

P;,(N; =k) = Pj(af < 00,7'1-’“Jrl =o0) = IP’j(T-’ICJrl = 00| Jf < 00) -IP’j(af < 0)

()

=Pi(rs =00) - fifl = (1= fi) [

]
Definition 2.3.23. Wir definieren die Greenfunktion g : E'x E — [0,00] durch
95 =Ei[N;], i,j€E.
Lemma 2.3.24. Fiir alle i,j € E ¢ilt
9 = )i} -
n=1
Beweis. Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz gilt
9i; = Ei[N;] = E; {Z IL{Xn:j}} = PiX,=j)= sz('?)-
n=1 n=1 n=1
]

Lemma 2.3.25. FEs sei X : Q — Ny eine diskrete Zufallsvariable. Dann gilt
EX]=) P(X>n)=> P(X>n)
n=1 n=0

Beweis. Wegen der unbedingten Konvergenz der Reihe gilt

ELX] =) jP(X =j)=3 > P(X =)

:ZZP(X:j) => P(X >n).
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Lemma 2.3.26. Fir allei,7 € E gilt

1= fi
-
J transient

9ij Lig<y + <Oﬂ{fij=0} + Ooﬂ{fij>0}00> Ligy=1y -

~
7 rekurrent

Beweis. Mit Lemmas 2.3.25, 2.3.13 und der geometrischen Reihe gilt

g = E[N}] =Y Pi(N; >n) =) Pi(o} <o0) =D fiff
n=1 n=1 n=1

fij
1 _]f_.ﬂ{fjm} + (01{12-1:0} + OOﬂ{fij>0}OO>l{fjj=1}-
17

Satz 2.3.27. Fiir einen Zustand i € E sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Der Zustand i ist rekurrent; das heifst f; = 1.

(ii) Es gilt P;(N; = c0) = 1; mit anderen Worten

R(lim sup{X,, = z}> = 1.

n—oo
(i1i) Es gilt g; = oc.
In diesem Fall gelten folgende Zusatzaussagen:
(a) Fir jedes j € E gilt P;(N; =0) =1— fj;; und P;(N; = 00) = fj;.
(b) Fiir jedes j € E gilt

o 0, falls fji = O,
95 = oo, falls fj; > 0.

Beweis. (i) < (ii): Folgt aus Satz 2.3.18.
(ii) < (iii): Folgt aus Satz 2.3.18 und Lemma 2.3.24.
Beweis der Zusatzaussagen:

(a) Folgt aus Lemma 2.3.22.

(b) Folgt aus Lemma 2.3.26.
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Definition 2.3.28. Fir p € (0,1] bezeichnen wir mit Geo(p) die diskrete Verteilung
auf No, die durch den stochastischen Vektor

e = (1 _p>kp7 k € Ny

gegeben ist, und nennen sie geometrische Verteilung mit Parameter p.

Bemerkung 2.3.29. Wir beachten, dass Geo(1) = .
Satz 2.3.30. Fir einen Zustand i € E sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Der Zustand i ist transient; das heifit fi; < 1.

(i1) Es gilt P;(N; < oo) = 1; mit anderen Worten

Pi<lim sup{X,, = z}) = 0.

n—c0
(iii) Es gilt N; ~ Geo(1l — fi;) unter P;.
(i) Es gilt g;; < oo.
In diesem Fall gelten folgende Zusatzaussagen:
(a) Fiir jedes j € E gilt P;(N; < c0) = 1.
(b) Fiir jedes j € E gilt gj; < oo.
Beweis. (i) = (iii): Folgt aus Lemma 2.3.22.
(iif) = (ii): v
(i) = (iv): Wegen P;(N; = 0o0) < 1 folgt diese Implikation aus Satz 2.3.27.

(iv) = (i): Folgt aus Satz 2.3.27.
Beweis der Zusatzaussagen:

(a) Nach Lemma 2.3.22 und der geometrischen Reihe gilt

D Bi(Ni=k) = ffh T (1= fi) = fi
k=1 k=1
Also folgt mit Lemma 2.3.22, dass
Pj(Ni < o0) = (1= fji) + fii = 1.

(b) Folgt aus Korollar 2.3.19 und Lemma 2.3.24.
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Wir merken noch an, dass (iv) = (ii) auch mit dem Lemma von Borel-Cantelli
folgt. In der Tat, aus y_~ P;(X,, = i) < oo folgt

Pi<lim sup{X,, = 2}) = 0.

n—0o0

Korollar 2.3.31. Fiir zwei Zustinde t,7 € E mit © # j sind folgende Aussagen

aquivalent:
(i) Es gilti— j.
(ii) Es gilt fi; > 0.
(iii) Es gilt g;; > 0.

Beweis. (i) < (iii): Folgt aus Bemerkung 2.3.3.

(ii) < (iii): Folgt aus Lemma 2.3.26. O
Korollar 2.3.32. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Die Markov-Kette ist irreduzibel.
(11) Es gilt f;; >0 fir allei,j € E mit i # j.
(1it) Es gilt g;; > 0 fir allei,j € E mit i # j.
O

Beweis. Folgt aus Korollar 2.3.31.

Bemerkung 2.3.33. Die Markov-Kette heifit schwach irreduzibel, falls f;; + f;; > 0
fir alle i,7 € E mit i # j.

2.4 Zufillige Irrfahrten

Als erstes betrachten wir die Irrfahrt auf Z; das heift, mit einem p € (0,1) gilt
Piiv1 =pund p;;1 =1 —p fiir alle i € Z.

Satz 2.4.1. Fir die Irrfahrt auf Z mit p € (0,1) sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) 0 ist ein rekurrenter Zustand.

(it) Es gilt p= 3.
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Beweis. Wir setzen q := 1 —p. Es sei n € N beliebig. Dann gilt p(()%"fl) = 0. Nach der
Stirling-Formel gilt

n! ~v2mnn"e ™",
und daher

(Zn)_(%) g = B gy e AT L (g
Poo n P n!-n! b V2Tnn"/2rnnn Pa /™ Pa)-

Es gilt 4pq = 1 genau dann, wenn p = %; und andernfalls 4pq < 1. Mit der geometri-

schen Reihe folgt Y >~ P = o0 genau dann, wenn p = 5. Also folgt (i) < (i) mit
Satz 2.3.18. O

Also ist die 0 bei der assymetrischen Irrfahrt ein transienter Zustand. Alternativ
lafkt sich dies folgendermafen zeigen.

Satz 2.4.2. Bei der asymmetrischen (p # %) Irrfahrt auf 7 ist 0 ein transienter
Zustand.

Beweis. Wir setzen P := Py. Unter P ist der Prozess X = (X,,)nen, von der Form
Xo =0 und

Xn:iéia neN

mit einer Folge (&;);en von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen, so
dass P(§; = 1) = pund P(§; = —1) = 1 — p fiir alle ¢ € N. Fiir den Erwartungswert

p = E[&] gilt
p=p—(1-p)=2p—-1#0.

Nach dem starken Gesetz der grofsen Zahlen gilt P-f.s.

Also gilt P-f.s.
| X,,| = 0o fiir n — oo,

und damit

P(lim sup{X, = o}) —0.

n—0o0

Nach Satz 2.3.30 ist 0 ein transienter Zustand. O
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Bemerkung 2.4.3. Nun betrachten wir die symmitrische Irrfahrt auf Z2. Im Beweis
von Satz 2.4.1 haben wir gesehen, dass im Fall d =1 gilt

(2n) 1

oo ~ T, —

Ny
Dies lifst vermuten, dass generell

@) _ Cu
Poo =~ a2

mit einer Konstanten Cyq > 0, und dass 0 demnach genau dann ein rekurrenter Zu-
stand ist, wenn d < 2.

Es sei (m)men C £2 eine Folge von Zd-wertigen, unabhiingigen, identisch ver-
teilten Zufallsvariablen, die zentriert sind und eine positiv definite Kovarianzmatrix
Y2 € R%*? haben. Wir definieren die Folge (Y},),en durch

Y, = Z NMm, MNE N>
m=1
und die Folge (Z,)nen durch

Ly = —, e N.
N

Nach dem mehrdimensionalen zentralen Grenzwertsatz gilt
P%» % N(0,%?). (schwache Konvergenz)

Im Folgenden bezeichnen wir fiir ¢ > 0 mit B, C R? den Quader B, := (—¢,¢)% Da
die Folge (Y;,),en Werte in Z? hat, existiert ein € > 0, so dass

P(Y, = 0) = P(Y, € B,) =P(Z, € B..z) fiir alle n € N.

Also gilt fiir grofse n € N

P(Y, = 0) z/B f(@)de,

e/vn

wobei f : R? — R, die Dichte der N(0, ¥?)-Verteilung bezeichnet; das heift

(X2z, x>).

| —

f) = —— (-
e V/(2m)% det 332 P
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Satz 2.4.4 (Version des lokalen zentralen Grenzwertsatzes). Wir nehmen an, dass
ein € > 0 emistiert, so dass

lim n/? (]P’(Yn =0)— /B f(a:)da:) = 0.

e/
Dann gilt

(2€)°
(2m)? det 22

n?P(Y, = 0) — fir n — oo.

Beweis. Wir bezeichnen mit |B| das Lebesgue-Mak einer Borelmenge B € B(RY).
Dann gilt

fiir alle n € N.

|Beyyml = (%)d _ G

nd/2
Es folgt
: /2 : /2 . (2¢)°
lim n*“P(Y,, =0) = lim n f(z)dx = lim f(z)dx
n—00 n—00 B., = n—00 |BE \/ﬁ’ B., =
92 d
— (20"1(0) = =2
(2m)? det 332

]

Aufgrund der resultierenden Konvergenz kann hochstens ein € > 0 existieren, das
die Bedinging aus Satz 2.4.4 erfiillt.

Bemerkung 2.4.5. Falls d = 1 und n, € pZ fir ein p € N, so kann man zeigen,

dass die Voraussetzung von Satz 2.4.4 mit e = & erfiillt ist. Folglich gilt dann

n'2P(Y, = 0) - ———.
( ) V2mo?

Vergleiche [Bre92, Thm. 10.17].

Satz 2.4.6. Fiir die symmetrische Irrfahrt auf Z¢ sind folgende Aussagen dquivalent:
(1) 0 ist ein rekurrenter Zustand.

(ii) Es gilt d < 2.
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Beweis. Wir betrachten die symmetrische Irrfahrt aus Beispiel 1.6.5, und setzen P :=
Py. Unter P ist der Prozess X = (X,,)nen, von der Form Xy = 0 und

Xn:i:lfm, n €N

mit einer Folge (&, )men von Ri-wertigen unabhiingigen, identisch verteilten Zufalls-
variablen, so dass fiir alle m € N gilt

L, falls |i]; =1,

P(&n =1) = {ﬁ’

0, sonst.

. (2n—-1) o . . . T
= m-1 = U) = -
Es gilt py P(Xy,—1 = 0) = 0 fiir alle n € N. Nun definieren wir die Folge

(Nm)men von Ri-wertigen unabhiingigen, identisch verteilten Zufallsvariablen durch

Nm = £2m71 + £2m7 m € N.

Dann gilt
Xop = Z Nmy, N E N.
m=1

Wir definieren die R%wertige Zufallsvariable n := 7;. Dann gilt
Eln] = E[&] + E[&] = 0.

Nun definieren wir die R%-wertige Zufallsvariable ¢ := &. Dann gilt P-f.s. £ = \e; mit
A€ {—=1,1} und i € {1,...,d}. Es seien k,l € {1,...,d} mit k # [ beliebig. Dann
gilt €8¢ =0, und daher

Cov(e*,¢') = E[¢"¢'] — E[¢*IE[¢] = 0.
Da & und & unabhingig sind, folgt

Cov(n®,n") = Cov(&F + &5, € 4 €)) = Cov(€F, &) 4 Cov(&h, €)) = 0.
Nun sei k& € {1,...,d} beliebig. Dann gilt
1 1 1

Var[¢] = E[|€¥?] = YRyt

Da & und & unabhingig sind, folgt

Vanfy'] = Varlel] + Var(g}] = 2
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Folglich ist die R¥“%-wertige Kovarianzmatrix von n gegeben durch

2 2
2 — di (--)
A\ g
Also gilt det X2 = (%)d. Man kann zeigen, dass die Voraussetzung von Satz 2.4.4 mit

e = 2aL erfiillt ist. Folglich gilt

(2¢)¢ 2 2

v/ (2m)ddet 222 T @m)iR(2)ar T (e

Bekanntlich gilt fiir @ > 0 die Aquivalenz

nd/?

Py = n"*P(Xz, = 0) =

o

Zn—la<oo & oa> 1.

n=1

Also gilt > 7, pgé) < oo genau dann, wenn d > 2, und eine Anwendung von Satz
2.3.18 beendet den Beweis. [

2.5 Zyklische Zerlegungen

Wir fixieren einen Zustand 7 € F.

Definition 2.5.1. Wir definieren die Zyklen (Segmente, Exkursionen) (Z,)nen, der
Markov-Kette durch

Z, = (TZ'RH’XU% coy Xont1_q),  falls o < o0,
T (o0, A, L), sonst,
mit einem A ¢ E.

Hierbei ist 7/"*" die Lénge des n-ten Zyklus, und (X,n,..., X »r1_;) der (mogli-
cherweise unendlich lange) Verlauf der Markov-Kette im n-ten Zylklus. Beachte au-
Berdem, dass Xon =i und Xon iy # i fiiralle k =1,... 7" — 1.

Hat der Zyklus Z,, unendliche Lénge, so hat auch der Zyklus Z,,.; unendliche
Lange.

Definition 2.5.2. FEs gelte f; > 0. Fir jedes n € N setzen wir

]:/P\)(n) - P{U?<oo} .

Bemerkung 2.5.3.
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(a) Nach Lemma 2.3.13 gilt P;(o} < o0) = fI' > 0 fiir alle n € N.

(b) Falls i rekurrent ist (das heifit f;; = 1), dann gilt @E") =P, fiir alle n € N.
Unter ]/I\”gn) sind die Zyklen Z, ..., Z,_1 von endlicher Lange.

Satz 2.5.4. Es gelte f;; > 0. Fir jedes n € N sind die Zufallsvariablen Zy, ..., Z, 1
() unabhdngig und identisch verteilt mil

unter [P;
@l(n) ¢ ZO = ]P)Z{Ti<oo} ¢] Zo.

Beweis. Wir zeigen fiir alle n € N, dass

n—1 n—1
Pl< ﬂ{Zk: € Ak,Tik-’_l < OO}) = H]PZ(ZO € AkaTi < OO)
k=0 k=0
fiir alle messbaren Mengen Ay, ..., A, 1. Wir zeigen dies per Induktion nach n € N.

Fiir n = 1 klar. Induktionsschritt n — n + 1: Wir setzen
A= {O'? < OO} = {O'ln < OO} N {XG{L = ’l}

Wir diirfen annehmen, dass P;(A) > 0; ansonsten sind beide Seiten gleich Null. Nach
der starken Markov-Eigenschaft (Satz 1.4.1) ist der Prozess (Xonim)men, unter P¢
eine (J;, P)-MK, die unabhingig von der o-Algebra .72, ist. Wegen

9
_ (k1 B
Zy = (7; ’Xaf7"'7Xaf+1—1)7 k=0,...,n—1,

R = (o

(2

P gy N gy k=0, n =1

sind Zy, ..., Z,_; beziiglich .Z2 messbar. Wegen

O.l

_ n+1
Zn— (7_ 7XU;(L7""XO'?+171)7

2

il = (o

(2

n+l
i

optt = inf{k € N: Xonyp, = i}

)

0'?)1{0_;1,+1<00} + OOH{U;L+1:OO}’

folgt

IP’Z-( ({Zk € A7 < oo}) - IP’;“( ({2 € Ay, 7+ < oo}) - P;(A)
k=0 k=0

n—1
]P)?( ﬂ{Zk € Ak,Tik+1 < OO}) . PZ(ZO € An,Ti < OO) . ]P)Z(A)
k=0

n—1
Pi( m{Zk S AkaTz‘kH < OO}) Pi(Zy € An, i < 00)
k=0

n—1 n
= H]P)Z<Z0 S Ak,Ti < OO) . Pz(ZO € AnyTi < OO) = HPZ<ZO € Ak,Ti < OO)
k=0 k=0
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Wegen {07 < oo} = {7} < 00,...,7"" < 0o} folgt nun

I/P\)En)(ZQ €Ay,.... 2,1 € An—l) = ]P)i(Zo €Ay,....0p 1€ A1 | O';L < OO)

n—1
1
=—1P Z,€ A kt1 <
P;(o} < c0) (,QO{ b€ ApTT < o)
1 n—1 n—1
== Pz(ZO € AkaTi < OO) = P§7i<oo}(Z0 S Ak)
Pi(Ti < OO)” kl;[) ]g)

]

Korollar 2.5.5. Der Zustand i sei rekurrent (das heifit fi; = 1). Dann ist (Z,)nen,
unter P; eine Folge unabhdniger, identisch verteilter Zufallsvariablen.

Beweis. Folgt aus Satz 2.5.4 und Bemerkung 2.5.3. O

Korollar 2.5.6. Es gelte f;; > 0. Fiir jedes n € N sind die Zufallsvariablen 7}, ... 7"
(n)

unter ﬁﬁ’l unabhdngig und identisch verteilt mit Werten in N, und es gilt

n

on n S(n 1 z
Pg )(Til =ki,..., 7" = kn) :HPE )(Tz‘:kj) = f_H]P)z(Tz Zk?j)
’l’l] 1

j=1 i
fir alle kq, ..., k, € N.
Bewers. Folgt aus Satz 2.5.4. m

Korollar 2.5.7. Der Zustand i sei rekurrent (das heifit fi; = 1). Dann ist (7]")nen
unter P; eine Folge unabhdngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen mit Werten in
N, und es gilt P, o 7/* =P, o 7; fiir alle n € N.

Beweis. Folgt aus Korollar 2.5.5 und Bemerkung 2.5.3. [

Falls f; = 0, dann gilt fi(in) = 0 fiir alle n € N, und mit Bemerkung 2.3.8 folgt
d; = oo; das heifst

Pi(ﬂ{xn%z}) =1.

neN

Es gilt also o} = oo, und folglich ist bereits der Zyklus Z; von unendlicher Linge.

Die Zufallsvariable N; zahlt die Anzahl der Besuche des Zustandes 7, und damit
auch die Anzahl der Zyklen (endlicher Linge), und es gilt {0 < co} C {N; > n}.
Nach den Satzen 2.3.27 und 2.3.30 wissen wir:
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e Gilt f; = 1 (das heifit 7 ist rekurrent), dann ist N; = oo P;-fast sicher. Die
Zyklen (Z,)nen, sind unter P; unabhéngig und identisch verteilt.

e Gilt 0 < f; < 1, dann ist N; ~ Geo(1 — f;;) unter P;. Die Zyklen Zy, ..., Z, 4

(n)

sind unter @l unabhéngig und identisch verteilt.

e Gilt f;; =0, dann ist N; = 0 P;-fast sicher.

2.6 Solidaritatseigenschaften

Definition 2.6.1. Fine Figenschaft eines Zustandes i € E heifit eine Solidarititseigenschaft
(oder Klasseneigenschaft), wenn sie fir alle j € 9; gilt.

Zur Erinnerung:
G, ={jeE: i+ j}
Satz 2.6.2. Rekurrenz ist eine Solidarititseigenschaft.

Beweis. Es seien i j E E mit ¢ <—>(7 so dass ¢ rekurrent ist. Nach Satz 2.1.4 existieren
m,q € N, so dass pU > 0 und pj; 9 > 0. Nach Satz 2.3.18 gilt Zf;lpl(-?) = 0o, und
nach Korollar 1.5.9 gilt

n) 5 (@ (n—a) 5  (q) (n—m—q) (m)

Pjj 2Pl 2 I’DJZ Dy pi; lirallen>m+gq.
Also gilt
DRSS NGRS DRI e R O EAEES
n=1 n=m+q+1 n=m+q+1
Mit Satz 2.3.18 folgt, dass j rekurrent ist. O

Korollar 2.6.3. Transienz ist eine Solidarititseigenschaft.
Beweis. Folgt aus Satz 2.6.2. O

Definition 2.6.4. Die Markov-Kette heifst rekurrent bzw. transient, wenn sie irredu-
zibel ist, und ein (und damit jeder) Zustand rekurrent bzw. transient ist.

Korollar 2.6.5. Die asymmetrische Irrfahrt (p # %) auf 7 ist transient.
Beweis. Folgt aus Beispiel 2.1.17 (Irreduzibilitdt) und Satz 2.4.1 (bzw. Satz 2.4.2). [

Korollar 2.6.6 (Satz von Polya). Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) Die symmetrische Irrfahrt auf Z@ ist rekurrent.

(i1) Es gilt d < 2.
Beweis. Folgt aus Beispiel 2.1.18 (Irreduzibilitét) und Satz 2.4.6. O
Satz 2.6.7. Die Periode eines Zustandes ist eine Solidarititseigenschaft.
Beweis. Es seien ¢,j € E mit i <> j und 7 # j. Bekanntlich gilt

d; = ggT{n € N: p/’ > 0},
dj =ggT{n e N: pg-?) > 0}.

Nach Satz 2.1.4 existieren m,n € N, so dass pg-") > 0 und p?;) > (0. Wir setzen
D;:={leN:p\) >0}

Nach Korollar 1.5.9 gilt

p§§" thin) pl(»;ﬁ)pyf") > pgn)pg-l;)pg?) >0 fiir alle k € D; U{0}.
Aus pi"™ > 0 folgt m + n = Aod; fiir ein Ay € N, und aus p{"*"™" > 0 fiir k € D,
folgt m +n + k = A\d; fiir ein A\, € N. Nun folgt k = (A, — \o)d;, woraus D; C d;N
folgt. Also gilt d; < d;. Die Ungleichung d; < d; beweisen wir analog. O]

Definition 2.6.8. Die Markov-Kette heifit aperiodisch bzw. d-periodisch fir ein d >
2, wenn sie irreduzibel ist, und ein (und damit jeder) Zustand aperiodisch bzw. d-
periodisch 1st.

Satz 2.6.9. Fs sei i € E ein rekurrenter Zustand. Weiterhin sei j € E ein Zustand
mit j # 1 und i — j. Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Es gilt i< j.

(b) Der Zustand j ist rekurrent.

(¢) Es gilt fi; = f;i = 1.
Beweis.

(a) Es gilt f;; =1 und i — j. Nach Satz 2.1.4 gibt es ein minimales n € N, so dass
pgl) > 0. Also gilt P;(X,, = j) > 0 und

]P)z(Xl#Z?,Xn_l%’l’Xn:]):l
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In der Tat, falls

]PZ(XI#Z77XTL—1#Z’XTL:])<17

n—1
IPZ-( Uixe =i}| X, :j) > 0,
k=1

und folglich existiert ein k € {1,...,n — 1} mit P;(Xy, = ¢| X,, = j) > 0. Nach
Satz 1.2.15 gilt

dann gilt

p P = P(Xy =0, X = ) = P(Xy = 0| X, = ) - Pi( X = )
:]P’Z-(Xk:i\Xn:j)-pgl) > 0,

Also folgt p )~ 0und pw ) > 0. Letzteres ist ein Widerspruch zur Minimalitat
von n. Nun erhalten wir

—Pi<X17éZ.,~--,Xn_17§@'7Xn:j)'

Wir definieren die Stoppzeit
=inf{m>n+1:X,, =i}
Mit der Markov-Eigenschaft (Satz 1.2.16) folgt

Ozl—fZZ:PZ(TZ:OO) ZPZ(Xl#Z,,Xn_l %Z,Xn:j,TZ:OO)

=Pi(X1#4,..., Xp1 #4, X0 = J, 00 = 00)

—R(Xl#l Xno1 #4,0 = 00| X, = j) - Pi(Xp, = j)
z(X Sy n—l?’é”Xn:j)'Pi<9i:OO|Xn:j)'Pi(Xn:j>
=Pi(Xy X1 # 1, X, = j) - Py = 00) = pii - (1= f0).

Also folgt f;; = 1, und insbesondere j — 7.
(b) Folgt aus Satz 2.6.2.
(c) Folgt nun aus dem Beweis von Teil (a).
[

Satz 2.6.9 zeigt, dass aus f; = 1 (das heift i ist rekurrent) und i — j bereits
fii = 1 (und damit insbesondere j — ) folgt. Die Hauptideen des Beweises sind
gewesen:
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(1) Mit Hilfe der der Markov-Eigenschaft zeigen wir

P By(7 = 00) = Pi(Xy # iy, Xy # 6, X = J 01 = 00).

(2) Wir iiberlegen uns
{Xl 7£ ia-'anfl 7é ZvXn :j7Q’L - OO} C {Ti = OO}

(3) Folglich gilt P,(7; = 00) = 0.

Korollar 2.6.10. Fin rekurrenter Zustand i ist auch wesentlich; das heifit, fir alle
7€ FE miti— 5 qilt auch 7 — 1. Insbesondere st ein unwesentlicher Zustand i auch
transient.

Bewers. Folgt aus Satz 2.6.9. m
Bemerkung 2.6.11. Bei der Zerlequng
E:%U<U%J
ael

aus Satz 2.1.26 besteht % also aus allen transienten Zustinden, und die abgeschlos-
senen Klassen (6,) sind gegeben durch die (¢;) mit rekurrenten Zustinden i.

Korollar 2.6.12. Fs sei 1,7 € E zwei Zustinde, so dass i rekurrent ist. Dann gilt

1, fallsj €,
Jij = {

0, sonst.

Beweis. Falls j € ¢, so folgt f;; = 1 aus Satz 2.6.9. Nun gelte j € 4¢. Nach Korollar
2.6.10 und Lemma 2.1.24 ist ¢¥; abgeschlossen. Mit Bemerkung 2.3.4 und Satz 2.1.20
folgt

Jij = Zfi(;-l) < ZPE?) = 0.
n=1 n=1

]

Bemerkung 2.6.13. FEs kann passieren, dass es nur transiente Zustinde gibt; bei-
spielsweise fiir E = Ny und p; ;11 = 1 fiir alle i € No. Wir werden nun sehen, dass
dies mit einem endlichen Zustandsraum nicht moglich ist.

Satz 2.6.14. Der Zustandsraum E sei endlich. Dann gelten folgende Aussagen:
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(a) Die Markov-Kette besitzt mindestens einen rekurrenten Zustand.

(b) Jeder rekurrente Zustand ist bereits positiv rekurrent.
Beweis.

(a) Angenommen, alle Zusténde sind transient. Nach Satz 2.3.30 gilt g;; < oo fiir
alle 7,7 € E. Nun sei ¢ € E beliebig. Da E endlich ist, folgt der Widerspruch

o =, {i IL{XRGE}} S E {Z H{Xﬂ}} RN =Y gy < oo

jeE JjEE jerE

(b) Es seii € F ein rekurrenter Zustand. Es gilt i <> j fiir alle j € ¢;. Also existiert

nach Satz 2.1.4 eine Funktion ¢ : 4, — N, so dass

p§z( N> 0 fiir alle j € Z.
Wir setzen

m:=max¢(j) und f[:= mlnpﬁ)(])).

JEY;
Da E endlich ist, gilt m < oo und 8 > 0. Wir definieren die Folge von endlichen
Stoppzeiten (v, )nen rekursiv durch vy := ¢(i) und

VUp = Vp1+ ¢(XV7L71)7 n Z 2.

Dann ist die Folge (v,)neny wohldefiniert; das heifst, es gilt P;(X,, , € 4) =1
fiir alle n > 2. Beweis per Induktion nach n:

e Induktionsanfang n = 2: Nach Satz 2.1.20 gilt
Pi(Xy € %) = Pi(Xow € %) = D Pi(Xpy =) = p o =1
JE€Y; JEY;

e Induktionsschritt n — n + 1: Mit der starken Markov-Eigenschaft (Satz
1.4.1), Satz 2.1.20 und der Induktionsvoraussetzung gilt

Pi(X,, €9) =Y PiX,,_, =] X0 10() €%)

JEY;
- Z Z Pi(XVn—l = j’ Xanl“'(l&(j) = k)
JEY; ke9;
- Z Z Pi(Xanl'i‘(é(j) = k ‘ Xl’nfl - j) ’ Pi(Xanl
JE€EY; keY;

Pi(Xu,,_ | =5)>0

. (pr(a))) X, =)

JEY; ke¥;
P; (X, _1=3)>0
=1

—Pi(X,,_, €%) =L

=J)
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Nun sei n € N beliebig. Dann gilt v,, < nm. Fiir jedes j € ¥; \ {i} setzen wir
AJ = {Vn_l < OO} m {Xl/nfl = -]} = {Xl’nfl - j}

Falls IP;(A;) > 0, dann ist (X,, ,+m)men, nach der starken Markov-Eigenschaft
(Satz 1.4.1) eine (d;, P)-MK, die unabhéngig von der o-Algebra %X ist. Es
folgt mit Satz 2.1.20
Pi(Ti > nm) < Pz(Tz > Vn) < Pi<X,/1 % ’i, ... 7Xl/n—1 7£ 7 X,/n # ’l)
= Z Pi(Xm #Z’7"'7Xl/n—2 #iaXVn—l =7, X Un—1+¢(j %Z)
J€Y:\{i}
= Z ]P)i(qu 7é Uy 7XV'n.—2 7& 7;7XVn—1 = j7XVn 1+0(j Z | XVn 1 ])
JEG;\ {3}
P;(A;)>0
: ]P)i(XVn—l = -])
= Z Pi(XIA 7é Uy Xuy s 7é 4, Xy, =17 | Xy, 1 = ])
J€G;\ (i}
P;(A;)>0
Pi(Xoy # 1) - Pil( Xy, -, = J)
= Z Pi(XVl 7é (A 7XVn72 7é i, Xanl = j) (1 pg?(j)))
]E?ﬁl\{l} 1_B

< (L= B Xy s Xy £4) < o < (1= B,

Da1— € [0,1), folgt nun mit Lemma 2.3.25 und der geometrischen Reihe

) oo m—1
%:1 :%Z Tz>n:%ZZsz>m”+kl
n=0 n=0 k=0 .

<P;(ri>nm)

Mg
:\
Vv
S
3
M

n=0 n=0
und daher pu; < oo.
O

Fassen wir die wesentlichen Ideen fiir den Beweis von Satz 2.6.14(b) kurz zusam-
men:

(1) Fiir einen rekurrenten Zustand i fiihren wir ein:

e m ist die maximale Anzahl an Schritten, um mit positiver Wahrscheinlich-
keit von einem beliebigen Zustand aus ¢; wieder in ¢ zu landen.
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e (3 ist die minimale zugehorige Ubergangswahrscheinlichkeit.
Da E endlich ist, gilt m < co und 8 > 0.
(2) Wegen der geometrischen Reihe gilt
Elr]

m

< ipi(ﬁ >nm) < i(l —B)" < .
n=0 n=0

Lemma 2.6.15. Es sei 1 € E ein rekurrenter Zustand. Weiterhin ser j € E ein
Zustand mit 7 # 1 und 1 — j. Wir setzen

7i—1

vi= Z ]1{Xn=i}ﬂ{7'j>n} = Z IL{anz'} und p:= Pz‘(Tj < Ti)~

n=1 n=1
Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Es gilt p > 0.
(b) Es gilt v ~ Geo(p) unter P;.

Bemerkung: Die Zufallsvariable v zidhlt die Anzahl der Besuche des Zustandes ¢,
bevor der Zustand j das erste Mal erreicht wird.

Beweis. Wir setzen

Fo=J{(nir, ... in) ENx E" 1 # j fiir alle k =1,...,n},

neN
G = U{(n,il,...,in) ENXE":ip=jfirein k=1,...,n}.
neN
Nach Korollar 2.5.5 gilt fiir jedes k € Ny
Pi(v = k) = Pi(of <15 < o)

Nach Satz 2.6.9 gilt P;(7; < oo) = f;; = 1, und damit
7i—1

V= Z Lix,=iy < oo [P;-fast sicher.

n=1

Nun folgt p > 0, und damit auch v ~ Geo(p) unter P;. ]
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Lemma 2.6.16 (Starke Markov-Eigenschaft fiir rekurrente Zustiande). Es seien i,j €
E zwer Zustinde mit © <> j, so dass i rekurrent ist. Fiir jedes n € N ist der Prozess
(Xontm)men unter Pj eine (6;, P)-MK, die von der o-Algebra F X unabhingig ist.

g

Beweis. Nach Satz 2.6.9 gilt f;; = 1. Mit Lemma 2.3.13(a) folgt
Pj(o} <o0) = fiufii ' =1,
und daher P; =PI fiir alle n € N. Aukerdem gilt
{o} < oo} = {0} <o} N{Xyn =i} fiirallen € N.
Also folgt die Aussage aus Satz 1.4.1. O

Satz 2.6.17. Positive Rekurrenz ist eine Solidarititseigenschaft.

Beweis. Es seien i, j € E mit i <> j, so dass ¢ positiv rekurrent ist; das heifst p; < oo.
Wir setzen

7 =1inf{n € N: X, =i},
7, =inf{n e N: X, 4, = j}.

Wegen 7; = o} gilt mit der starken Markov-Eigenschaft (Lemma 2.6.16)
B (7] = B5[E;[75 | Xr]] = Ealry] = pij-
Wegen 7; < 7; + 7, folgt
pyi = Bjlm] < Ejlm] 4+ Bj[7] = pgi + pij-

Also reicht es, zu zeigen, dass j1;; < oo und p;; < 0o. Nach Lemma 2.6.15 gilt p > 0,
wobei p := P;(7; < 7;), und es gilt v ~ Geo(p) unter IP;, und folglich
1— 1
Ei[u+1]:—p+1:__
p p
Weiterhin gilt

v+1

v+1 k

T <o = E T
k=1

Nun sei £ € N beliebig. Dann gilt

v>k—-1}={o"<7}¢e 32;2_1.
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Weiterhin gilt
Tl-k = af — Uf‘l =inf{n € N: Xop1,, = i}.

Nach der starken Markov-Eigenschaft (Lemma 2.6.16) sind {v > k — 1} und 7F unter
P; unabhéngig. Also folgt mit Korollar 2.5.7 und Lemma 2.3.25

v+1 0
_E [TJ] < ]E [ 1/+1] :Ellszk] :EilZTikﬂ{l,_,_le}}
k=1

k=1

E[mF|P;(v > k — 1)

[
NE

M

1

> P+ 12 k) = EfnEr+ 1] =22 < o0
k=1 p

Fiir jedes k € N gilt wegen der Definition von v

o/t — 7 =inf{m e N: Xripm = 1},
7, =inf{m e N: X, = i}.
Wegen 7; = o} folgt mit der starken Markov-Eigenschaft (Lemma 2.6.16)
Pio(o/™ —7;) =P; o7,
und daher mit der Rechnung von oben
pii = E;[n] = Ei[U;jH -7 = Ei[azl'”rl] — Hij < 00.

]

Bemerkung 2.6.18. Fulls E endlich ist, dann folgt Satz 2.6.17 auch direkt aus den
Sdtzen 2.6.2 und 2.6.14(b).

Korollar 2.6.19. Null-Rekurrenz ist eine Solidarititseigenschaft.
Beweis. Folgt aus Satz 2.6.17. [

Definition 2.6.20. Die Markov-Kette heifit positiv rekurrent bzw. null-rekurrent,
wenn sie irreduzibel ist, und ein (und damit jeder) Zustand positiv rekurrent bzw.
nullrekurrent ist.

Korollar 2.6.21. Jede irreduzible Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum st po-
sitiv rekurrent.

Beweis. Folgt aus Satz 2.6.14. O]



Kapitel 3

Ergodensatz fur positiv rekurrente
Markov-Ketten

Wir erinnern an das Standardmodell einer Markov-Kette
(Qa y? Xa (]P)ﬂ)ﬂen)

zu einer Ubergangsmatrix P auf dem Zustandsraum FE.

3.1 Stationire Verteilungen

Definition 3.1.1. FEin stochastischer Vektor m : E — [0,1] heifit eine stationdre
Verteilung, falls

T="nP,
das heifit

Ty = Zﬂ'ipij fUT alle j € k.

i€k
Lemma 3.1.2. Es sei w eine stationdre Verteilung.
(a) Es gilt m = nP™ fiir alle n € N.
(b) Es gilt Pr o X,, = m fiir alle n € N.
Beweis.
(a) v

(b) Folgt nun aus Satz 1.2.15.

20
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]

Definition 3.1.3. Fin nichtnegativer Vektor m : E — R, mut m # 0 heifst ein
wvariantes Mafs, falls

m=m7P.
Definition 3.1.4. Fir alle 1,j € E definieren wir

Ti—1
Vij = Z ]]-{Xn:j} S No.

n=0
Bemerkung 3.1.5.

(a) Die Zufallsvariable v;j zihlt die Anzahl der Besuche des Zustandes j — hier ab
dem Zeitpunkt O — bevor der Zustand i das erste Mal erreicht wird.

(b) Fiir jedes i € E gilt vy; = 1 P;-fast sicher.

(¢) Ist i rekurrent, so gilt 7, < oo P;-fast sicher, und daher v;; < oo P;-fast sicher.

(d) In dem Fall ist v;; die Aufenthaltsdauer im Zustand j relativ zur Zykluslinge ;.
Lemma 3.1.6. Es sei v € E ein rekurrenter Zustand.

(a) Fiir jedes j € 9¢ gilt v;; = 0 P;-fast sicher.

(b) Fiir jedes j € E gilt E;[v;5] < oc.
Beweis.

(a) Wegen Satz 2.1.20 gilt

neNp

(b) Essei j € E beliebig. Wegen Teil (a) diirfen wir annehmen, dass j € ¢;. Wegen
Bemerkung 3.1.5(b) diirfen wir aufderdem annehmen, dass j # i. Da 7; =
ajl-, gilt mit der starken Markov-Eigenschaft fiir rekurrente Zustidnde (Lemma
2.6.16) fiir jedes n € N

Pi(vi; > n) =Pi(0] <) =Pi(1; < 7,07 <7) =Py(75 < Ti)IP’j(O;L_l <)
=...= Pi(Tj < Ti)]P)j(’Tj < Ti)n_l.
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Nach Lemma 2.6.15 gilt P;(7; < 7;) > 0. Da 1v;; < oo P;-fast sicher, gilt

n—o0

und daher P;(7; < 7;) < 1. Nun folgt mit Lemma 2.3.25 und der geometrischen

Reihe
E;[vi;] = ZR(VU >n) = Z]P)i(Tj <7)Pi(r; <m)" !
n=1 n=1
]P,L'(Tj < Ti) - Pi('rj < Ti)

= = < .
1_]P)j(7—j <Ti) ]P)j(Ti<Tj) o

O
Bemerkung 3.1.7. Fir j € &, mit j # i gilt nach Lemma 2.6.15 v;; ~ Geo(p)
unter P;, wobei p := P;(1; < ;). Hier sind wir an der Verteilung von v;; unter P;
interessiert.

Definition 3.1.8. FEs sei 1 € E ein rekurrenter Zustand.

(a) Wir definieren den Vektor m; = (m;;)jer durch
miy = Eilvy] = ZPi(Xn =Jj,mi>mn), jeEEL
n=0

(b) Ist i positiv rekurrent, so definieren wir den Vektor n} = (7};)jer durch

7T.. 3
= —L jEE.

Mg

Bemerkung 3.1.9. Die Grofie m;; ist die mittlere Aufenthaltsdauer im Zustand j
relativ zur Zyklusldnge ;.

Satz 3.1.10. FEs sei i € E rekurrent.
(a) Es gilt m;; =1, und m;; = 0 fir alle j € 9°.
(b) Der Vektor m; ist ein invariantes Maf.
. oy . . * 1 * .. . c
(c) Ist i sogar positiv rekurrent, dann gilt 7}, = ot und 7; = 0 fiir alle j € Gf.
(d) Isti sogar positiv rekurrent, dann ist w} eine stationdre Verteilung.

Beweis.
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(a) Folgt aus Bemerkung 3.1.5(b) und Lemma 3.1.6(a).
(b) Essei j € E mit j # i beliebig. Wir beachten

Mit der Markov-Eigenschaft (Satz 1.2.16) gilt

Ti—1 Ti Ti—1
mi; = B {Z 1{)@—;‘}} =K {Z IL{Xn—j}} =B {Z H{Xn+1—j}:|
n=0 n=1 n=0

= Z]P)Z(Xn-l—l = j7 T > n)

n=0
=> ) Pi(Xn =k, Xpp1 = 4,7 > n)
n=0 keFE
=3 ) Pi(Xn =k Xpp =4,7 > n| Xy =k)-Pi(X, = k)
n=0 keE
P;(Xn=k)>0
—Z > PiXy=k7>n|X,=k)pyy - Pi(X, = k)
keE
P; (Xn=Fk)>
- Z Z]P)Z(Xn = k77_i > n * Pk = Zﬂ-zkpkj = (T )
keE n=0 kelE

Eine dhnliche Rechnung zeigt aulierdem

T, =1=P Z]P n+l = Z]P) n+1:i,Ti>n)
Insgesamt folgt
m; = mP.
(c) Folgt aus Teil (a).
(d) Wegen Lemma 2.3.25 gilt
Zﬂ'ij = ZZ]P)Z(Xn = j;Ti > TL) = Z]P)Z(TZ > n) = EZ[T,] = -
JEE JEE n=0 n=0

Also ist 7} ein stochastischer Vektor, und mit Teil (b) folgt, dass 7} eine sta-
tiondre Verteilung ist.
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]

Satz 3.1.11. Fulls die Markov-Kette positiv rekurrent ist und genau eine stationdre
Verteilung m* besitzt, so ist diese gegeben durch

Beweis. Es sei 1 € E beliebig. Nach Satz 3.1.10 ist 7} eine stationdre Verteilung, und
es gilt
1

[hii

*

T4

Wegen der Eindeutigkeit der stationdren Verteilung folgt fiir alle i € £

1
/iz'z"

* *

3.2 Der Ergodensatz
Definition 3.2.1. Fir zwei Mafe v und m auf (E, &) definieren wir den Abstand

d(v,m) = itclg lv(A) —m(A)|.

Satz 3.2.2 (Ergodensatz). Die Markov-Kette sei aperiodisch und positiv rekurrent.
Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte stationdre Verteilung m, gegeben durch

1
ﬂ-i = —, Z c E
M

(b) Fiir jeden stochastischen Vektor X als Anfangsverteilung gilt

lim d(Py o X,,,7) = 0.

n—o0

(¢) Fiir jeden Zustand i € E gilt

n 1 ,

g

lim p

n—oo
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Bewess.

(a) Angenommen, wir haben beweisen, dass eine stationire Verteilung wie in Teil

(b) existiert. Es sei A eine weitere stationédre Verteilung. Dann gilt nach Lemma
3.1.2(b)

d(A\,m) = lim d(Py o X, 7) = 0.

n—oo

Also gilt A = 7. Mit Satz 3.1.11 folgt nun
1

=—, 1€Fl.
Mo

U

(b) Siehe |Als16, Satz 4.11].
(c) Nach Teil (b) gilt
) = 7| = [Pi(X = §) — m;] < d(Pio X, ) = 0.
L]

Bemerkung 3.2.3. Der Ergodensatz (Satz 3.2.2) gilt insbesondere fir jede aperiodi-
sche Markov-Kette mit endlichem Zustandsraum. Dies folgt aus Korollar 2.6.21.

Beispiel 3.2.4. Wir betrachten den Zustandsraum E = {1,2,3} und die Ubergangs-
matriz

1 1
3 3 0
_ 12
p=|o 12
1101
3 3 3

Die Markov-Kette ist nach Korollar 2.1.11 irreduzibel, da

P? =

Slov oo wi=
&'l\l Wl SlU‘
W= Ol W=

Die Markov-Kette ist aperiodisch, da p; > 0, und somat
di:ggT{nEN:pgin)>O}:1

fir alle i = 1,2,3. Der stochastische Vektor

133
T=\(-,=,2].
4’8’8
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ist eine stationdre Verteilung, da
m=mP.

Nach dem Ergodensatz (Satz 3.2.2) gilt fir jeden stochastischen Vektor \ als Anfangs-
verteilung

Pyo X, ~x fiir grofen € N,
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