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Aufgabe 37 (4 Punkte)

Es sei (Wt)t≥0 eine standardisierte Brown’sche Bewegung.

a) Zeigen Sie, dass der durch

Xt :=

∫ t

0
exp

(
Wt −Ws − 1

2(t− s)
)
ds, t ≥ 0

definierte Prozess die folgende Darstellung besitzt:

Xt = dt+XtdWt, t ≥ 0.

b) Zeigen Sie, dass (Yt)t≥0, definiert durch Yt := Wt
1+t , die stochastische Differentialgleichung

dYt = − 1

1 + t
Yt dt+

1

1 + t
dWt

mit Anfangswert Y0 = 0 löst.

Hinweis: Für die Lösung von a) kann Lemma 2.1 für ein komplexwertiges stetiges lokales Martingal
M verwendet werden.

Aufgabe 38 (4 Punkte)

Zeigen Sie, dass der Ornstein-Uhlenbeck Prozess und die in den Aufgaben 30, 37a und 37b
angegebenen Lösungen der dort diskutierten stochastischen Differentialgleichungen starke
Lösungen sind und prüfen Sie zusätzlich, ob Satz 3.5 anwendbar ist.
Zeigen Sie für den Ornstein-Uhlenbeck Prozess, dass er die (bis auf den Startwert) eindeutige
starke Lösung von (1) ist.

Hinweis: Für eine reellwertige Zufallsvariable X0 und µ, σ ≥ 0 wird der Prozess X = (Xt)t≥0 definiert
durch

Xt := e−µt
(
X0 + σ

∫ t

0

eµsdWs

)
,

der eine Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dXt = −µXt dt+ σ dWt, (1)

ist, als Ornstein-Uhlenbeck Prozess bezeichnet.



Aufgabe 39 (4 Punkte)

Prüfen Sie, ob zur stochastischen Differentialgleichungen

dX = sgn(X) dW

eine schwache oder eine starke Lösung existiert.

Hinweis: Es gilt

sgn(x) :=

{
1 , falls x ≥ 0 ,

−1 , falls x < 0 .

Verwenden Sie Satz 1.30 und vergleichen sie die Filtrationen von W , |X| und X um die
Existenz einer starken Lösung zu prüfen.

Aufgabe 40 (4 Punkte)

Zeigen Sie Lemma 3.1 (progressive Funktionen) aus der Vorlesung:
Sei die Funktion f auf R+ × C(R+,R

d) progressiv für die induzierte Filtration (Gt)t≥0 =
(σ(ws : s ≤ t))t≥0 auf C(R+,R

d) und sei X ein stetiger, F-adaptierter Prozess in Rd. Dann
ist der Prozess Yt = f(t,X) F-progressiv.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastische-analysis-ss-2017


