Ubungen zur Vorlesung
“Stochastische Analysis*

Sommersemester 2017, Blatt 9

Abgabetermin: 30.06.2017, bis 12:00 Uhr in Fach Nr. 3.14., UG Eckerstr. 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 33 (442 Punkte)

Zeigen Sie Proposition 2.7 (Orthogonalitit und Unabhéingigkeit) aus der Vorlesung fiir N € IN:
Sei N € IN. Seien M™, n < N, stark orthogonale stetige lokale Martingale beziiglich einer
gemeinsamen Filtration /" mit M§ = 0. Dann existieren unabhéngige Brownsche Bewegungen
B™ n < N, so dass

M™ = B" o [M"] 1)

fast sicher fiir alle n < N.

HiNweEIS: Eine Familie von stetigen lokalen Martingalen M™, n € IN, heifit stark orthogonal, falls
[M? MJ] =0 fast sicher fiir alle i # j.
Erweiterung von Lemma 2.10: Unter den Bedingungen von Lemma 2.10 (mit d = 1) gilt fiir
ein lokales Martingal M mit [M]o = oo und By = M., dass ein U € L(M) existiert mit
€=U M) fs..
Nehmen Sie zuniichst an, dass [M"], = oo fiir alle n gilt. Zeigen Sie dann, dass es Brown-
sche Bewegungen B" gibt, die (1) erfiillen. Zeigen Sie anschlieBend, dass diese unabhingig
sind, indem sie die Unabhéngigkeit von ffjn—messbaren Zufallsvariablen X™ zeigen. Ver-
wenden Sie dafiir die Erweitung von Lemma 2.10, die Ito-Formel und die Eigenschaft
E [;° (Hm;ﬁn X;”U:')Qd[M"]S < oo fiir alle n, wobei X" = fg UmndM?™ mit U™ aus der
Erweiterung von Lemma 2.10 ist (ohne Beweis).
Um das Resultat auf allgemeine M™ zu erweitern, gehen Sie fiir M™ mit [M"]o < 00 zum
Prozess N™ = My, + X{,_,y, tiber, wobei ¢(t) = —log(1 — ¢)4 und X™ eine unabhéngige
Brownsche Bewegung ist. Verwenden Sie nun einen geeigneten Zeitwechsel und das Resultat
fiir [M™] o = 0.

Aufgabe 34 (4 Punkte)
Seien a, b, c € Cy(R) und X eine Losung der Gleichung
dX = a(X)dt + b(X)dW + c(X)dW’

fiir unabhéngige Brown’sche Bewegungen W, W'.

Zeigen Sie, dass eine Brown’sche Bewegung W existiert, sodass X die Gleichung

dX = a(X)dt + /62(X) + 2(X)dW"

erfiillt.



Aufgabe 35 (442 Punkte)

a) Es sei G eine Sub-o-Algebra von F und seien Q und P Wahrscheinlichkeitsmafle auf F.
Zeigen Sie:
Wenn Q < P und X eine Q-integrierbare Zufallsvariable, dann gilt mit der zugehorigen
Radon-Nikodym-Dichte A, dass AX P-integrierbar ist und

Eq[X|G] = W Q — fast sicher.

b) Es sei (A¢)o<t<r ein P - Martingal beziiglich der Filtration (F¢)o<t<7 mit Ep[Ap] =1
und sei Q = A7 - P (dann ist also Q < P mit Dichte A7 und es gilt Eq[X] = Ep[ArX]
fiir jede Q-integrierbare Zufallsvariable X). Zeigen Sie:

i) Sei 0 <t <T.Ist X eine Q-integrierbare Zufallsvariable, dann gilt Q-f.s.
Ar
Eq|X|F] = Ep A—X‘]—} .
¢
i) Sei 0 < s <t<T.Ist X zusétzlich noch F; messbar, so gilt

A
Eq[X|7,] = Ep [AtX‘f]

HINWEIS: Zeigen Sie in a), dass Eq {%14 = Eq[X14] fiir jedes A € G.
Aufgabe 36 (4+2 Punkte)

Es sei N := (N¢)o<t<7 ein Poisson-Prozess mit Intensitét 1 unter dem Wahrscheinlichkeitsmafl
P. Fiir A > 0 sei Q definiert durch

Q = ZT . P’ wobei Zt = e(l—)\)t-‘rNt 10g)\'

Zeigen Sie, dass N unter Q ein Poissonprozess mit Intensitiat A ist.

Hinwers: Fiir die Losung kann Aufgabe 35 benutzt werden. Betrachten Sie die momentenerzeugenden
Funktionen u — exp(u(N; — N;) der Zuwéchse von N. Ein Poisson-Prozess X mit Intensitét
A ist charakterisiert durch unabhéngige Zuwéchse und X, — X, ~ Poi(A(t—s)) fir 0 < s < ¢.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastische-analysis-ss-2017



