
Übungen zur Vorlesung
“Stochastische Analysis“

Sommersemester 2017, Blatt 1

Abgabetermin: 28.04.2017, bis 12:00 Uhr in Fach Nr. 3.14., UG Eckerstr. 1
(Geben Sie auf jedem Lösungsblatt Ihren Namen und Ihre Übungsgruppe an.

Bitte nur maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

a) Seien (Xn)n∈N ein Martingal und (cn)n∈N vorhersagbar bzgl. (Fn)n∈N mit |cn| ≤ kn für
alle n und für eine Folge (kn)n∈N . Zeigen Sie, dass dann auch die Martingaltransforma-
tion von (Xn) bzgl. (cn) ein Martingal bzgl. (Fn) ist.

b) Sei (ξn)n iid Folge mit ξn ∈ {−1, 1} und Eξn = 0 f.a. n . Sei Xn :=
∑n

i=1 ξi , c1 := 1 ,
und für n ≥ 2 sei

cn :=

{
2cn−1 , falls ξn−1 = −1 ,

1 , falls ξn−1 = 1 .

Weiter sei Yn :=
∑n

k=1 ck(Xk −Xk−1) und τ := inf{n ∈ N |ξn = 1} .
Berechnen Sie EYn, EYτ−1 und EYτ .

Warum widerspricht Ihr Ergebnis nicht dem Optional-Sampling-Theorem im Martingal-
Fall?

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Es sei M = (Mt)t≥0 ein reellwertiges Martingal bezüglich der Filtration F = (Ft). Für
n ∈ N und 0 = t0 < t1 < . . . < tn < ∞ seien weiterhin U0, . . . , Un reellwertige, beschränkte
Zufallsvariablen, wobei Ui messbar bezüglich Fti sei für alle 0 ≤ i ≤ n. Zeigen Sie, dass das
für

H = (Ht)t≥0 mit Ht :=

n∑
k=1

Uk−11(tk−1,tk](t) durch (H·M)t =

n∑
k=1

Uk−1(Mtk∧t−Mtk−1∧t)

definierte stochastische Integral ebenfalls ein Martingal bildet, das fast sicher konvergiert.
Zeigen Sie außerdem, dass es stetige Pfade hat, sofern M stetige Pfade besitzt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Für B =
(
B

(1)
t , . . . , B

(k)
t

)
t
, eine k-dimensionale Brown’sche Bewegung mit unabhängigen

Komponenten und Start in x = (x1, . . . , xk) ∈ Rk mit ‖x‖2 < r für r > 0 sei

τr := inf{t > 0 : ‖Bt‖2 = r}

die Treffzeit einer Sphäre von Radius r um den Ursprung. Bestimmen Sie E[τr].

Hinweis: Zeigen und verwenden Sie, dass (‖Bt‖22−kt) ein Martingal ist. Außerdem gelten das Optional
Stopping Theorem und das Optional Sampling Theorem auch im zeitstetigen Fall.



Aufgabe 4 (4 Punkte)

Diskrete Version der Ito-Formel:

Es seien X := (Xn)0≤n≤N und Y := (Yn)0≤n≤N zwei Folgen von Zufallsvariablen auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,P) mit X0 = Y0 = 0 und [X,Y ] = ([X,Y ]n)0≤n≤N , wobei

[X,Y ]n :=

n∑
k=1

∆Xk∆Yk, mit ∆Xk := Xk −Xk−1 und ∆Yk := Yk − Yk−1.

Ferner sei F eine (absolut stetige) Funktion mit F (x) = F (0) +
x∫
0

f(y) dy, wobei f : R → R

eine Borel-messbare Funktion ist mit
∫
|y|≤c

|f(y)| dy <∞ für alle c > 0.

Eine Version des diskreten stochastischen Integrals von f(X) := (f(Xn))0≤n≤N bezüglich X
ist definiert durch

In := (f(X) ·X)n =

n∑
k=1

f(Xk−1)∆Xk, 1 ≤ n ≤ N.

Zeigen Sie

F (Xn) = F (X0) + In + 1
2 [X, f(X)]n +Rn(X, f(X)),

wobei

Rn(X, f(X)) =

n∑
k=1

∫ Xk

Xk−1

(
f(x)− 1

2(f(Xk) + f(Xk−1))
)
dx.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastische-analysis-ss-2017


