1 Bedingte Erwartungswerte

Die folgenden Regeln sind das alltdgliche Handwerkszeug fiir den Umgang mit
bedingten Erwartungen und werden in diesem Abschnitt, allerdings ohne Beweise,
zitiert. Es ist durchaus eine lohnenswerte Ubung, die Aussagen zu beweisen oder
die Beweise noch einmal nachzuarbeiten.

Sei (2, o, P) ein fester Wahrscheinlichkeitsraum. Wir bezeichnen mit L*(Q, o7, P)
die Menge aller .o/-messbaren £ : Q — R, so dass E|¢| < oo. Wir schreiben
B C o, falls A eine o-Algebra und Teilmenge von & ist.

Definition 1. Sei £ € L'(Q, 4, P) und & C . Eine Zufallsvariable Z €
LY(Q, o ,P) heisst bedingte Erwartung (von & gegeben A) falls

(i) Z ist A-messbar
(i) fur alle B € £ gilt

/BZdP:/deP.

Fiir zwei Z; und Zs, welche beide (i) und (i) dieser Definition erfiillen, gilt,
dass Z; = Z, P-f.s.; und wir definieren durch alle solche Z eine Aquivalenzklasse,
welche wir mit F[¢|%] bezeichnen.

Die zugehorige bedingte Wahrscheinlichkeit definieren wir durch

P(A|A) := E[14]|4).
Beispiel 2. Wir beginnen mit einer Reihe von Beispielen:

(i) Ist Z ={0,9Q}, so ist E[{|H] = E[¢].
(ii) Wird £ durch paarweise disjunkte A; € o7 mit P(A;) > Oerzeugt, so gilt

> dP
E[¢|A) = ZlAi fgl(i) .

1

Der nun folgende erste Satz von Goldenen Regeln bildet die Grundausstattung.
Lemma 3. Sei ,&1,& € LYQ, o/, P) und a,b € R. Dann gilt
(i) [, E[E|B)dP = [,EdP fir alle B € 2



1 Bedingte Erwartungswerte

(i) E[E[E|A]] = E[¢]

(iii) €=a P-fs. = BlE|B] =a P-fs.

(i) 0<¢P-fs.= 0< E[€|B] P-fs.

(v)  Elai&i + a28| ] = aE[G|B] + bE[E| ] P-fs.
(vi) & <& P-fis. = E[G|#] < El&|S] P-fs.
(vii) € ist B-messbar = E|¢|B) = €.

Lemma 4. Sei £ € LY(Q, o ,P) und n B-messbar (!), so dassn-& € L (Q, o, P).
Dann gilt
Eln-&{|#] =nE[{|#]  P-fs.

Diese Regel erlaubt es, messbare Faktoren aus dem bedingten Erwartungswert
herauszuziehen.

Lemma 5. Fir & € LY(Q, o/, P) und B, C By C o gilt
E[E[$|%.]|%,] = E[¢|%1] = E[E[¢]| %] %] P-fs..

Was hat man in diesem neuen Kontext unter Unabhéngigkeit zu verstehen 7
Zunichst definieren wir Unabhéngigkeit fiir o-Algebren.

Definition 6. %, und %, heiflen unabhdingig, falls
P(Bl N BQ) = P(Bl> P(BQ) fir alle Bl < %ia 1= 1,2

Fiir Zufallsvariablen & und & welche jeweils B;-messbar sind, erhalten wir
E[¢1&] = E[&] E[&]. Die von einer Zufallsvariablen erzeugte o-Algebra definieren
wir wie folgt:

o(©) = {¢(D): D BB},

wobei Z(R) die Borel o-Algebra auf R bezeichnet. Zwei Zufallsvariablen & und
& heiflen unabhingig, falls 0(&;) und o(&;) unabhéngig sind.

Lemma 7. Sei £ € LY(Q, o, P) und o(§) unabhingig von %B. Dann gilt
El¢|#) = Blg]  P-fs.

Den bedingten Erwartungswert kann man als Erwartungswert gegeben der in
% enthaltenen Information interpretieren. Das vorige Lemma bedeutet intuitiv,
dass unter Unabhéngigkeit die zusétzliche Information keinen weiteren Nutzen
bringt: der bedingte Erwartungswert ist gleich dem unbedingten Erwartungswert.

Im Folgenden schreiben wir fiir die bedingte Erwartung beziiglich n

E[&|n] == El¢|o(n)].



Lemma 8. FEs existiert eine messbare Funktion f: R +— R, so dass

E[¢|n] = f(n).

Diese Funktion f nennen wir Faktorisierung von & bezgl. n und setzen

Efgln = x] == f(x).

In der Statistik nennt man die Funktion f auch Regressionsfunktion.

Bedingte Dichte. Haben die Zufallsvariablen eine gemeinsame Dichte, so kann
man die bedingte Dichte ausrechnen: Bezeichne f(z,y) die gemeinsame Dichte
von (§,n) und f die Dichte von 1. Dann gilt auf {x : f(x) > 0}

Eleln = 1] = M = [y stle)dy

fla
Die bedingte Dichte von & gegeben n = x ist also gerade
f(z,y)
flylx) = .
WD =)

Die folgende Regel erméglicht es, Strukturen mit Unabhéngigkeiten effektiv
auszunutzen.

Lemma 9. ¢ und n seien unabhdingig und die Funktion T : R? — R erfiille
T(&,n) € LN(Q, o, P). Mit P, bezeichnen wir die Verteilung von n. Dann gilt

E[T(&n)n =] = E[TE2)] B —fs
Beispiel 10. Ist T'(x,y) = zy, so erhilt man, dass
Elgnln = x] = zE[¢]

und, durch Einsetzen von 7, dass E[én|n] = nE[¢].

Bedingte Unabhangigkeit. Im Rahmen der bedingten Wahrscheinlichkeiten
erhélt man auch ein neues Konzept der bedingten Unabhéngigkeit.

Definition 11. Sei # C & eine o-Algebra. Ay, ..., A, heiflen bedingt unabhdingig
bezgl. A, falls

P( ﬁ Ai|ﬁ’> - ﬁ P(A|F)  P-ts.
=1 =1

Sind weiterhin %, %5, 8 C &/ o-Algebren, so nennen wir %, und %, bedingt
unabhdingig bezgl. A, falls fiir alle B; € %;, i = 1,2,

P(B, N By|B) = P(B,|B) (B, ).
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Bedingte Unabhéngigkeit kann man mit Hilfe von Zufallsvariablen charakteri-
sieren, wie folgendes Resultat zeigt.

Lemma 12. %A, und %, sind bedingt unabhdngig bezgl. B genau dann, wenn fir
jedes € € LY (Q, %y, P)

Elelo(#, U #)| = El|#)]  P-fs. .

Martingale in diskreter Zeit

Die wichtigste Anwendung bedingter Erwartungswerte sind Martingale. Das sind
Prozesse, die im Mittel einen Aufwértstrend, einen Abwéartstrend oder eben gar
keinen Trend vorweisen.

Wir betrachten die Zeitpunkte 0,1,2,.... Ein stochastischer Prozess (in dis-
kreter Zeit) ist eine Familie von Zufallsvariablen M = (My)s—012... Man kann
natiirlich auch andere Zeitraume betrachten, wie etwa {0, ..., T}, oder {0, 1, o, ... }
bzw. [0,t] oder R>. In den letzten beiden Féllen spricht man von kontinuierlicher
Zeit.

Information wird mit der Hilfe von o-Algebren modelliert. Das keine Informati-
on verloren geht, fithrt dazu, dass die betrachtete Folge von o-Algebren wachsend
ist.

Definition 13. Eine Filtration ist eine wachsende Folge von Sub-o-Algebren
FoCF i CFpC-+-CF.

Ein Prozess M heif3t adaptiert, falls M; F;-messbar ist fiir allet =0,1,2,.... Er
heiflt vorhersehbar, falls M; bereits F;_i-messbar ist.

Definition 14. Ein Prozess M heiit integrierbar, falls E[|M;|] < oo. Ein inte-
grierbarer, adaptierter Prozess heif3t

(i) Martingal, falls E[M,|F,] = Mj,
(i) Submartingal, falls E[M;|Fs] > Ms,
(iii) Supermartingal, falls E[M|Fs] < M,

jeweils P-fast sicher fiir 0 < s <'t,
Fiir Submartingal M und N erhalten wir

(i) aM + bN ist wieder ein Submartingal, falls a,b > 0,
(i) M V N ist ein Submartingal

(iii) ist ¢ konvex, so ist auch ¢(M) ein Submartingal, so lange der Prozess
integrierbar ist.



Der folgende, Doobsche Zerlegungssatz, besagt, dass ein Submartingal zerleg-
bar ist in ein Martingal und einen wachsenden, vorhersehbaren Prozess.

Satz 15. Sei X ein Submartingal. Dann existiert ein Martingal M und ein wach-
sender Prozess A. so dass

X=A+M.

A kann hierbei vorhersehbar gewdhlt werden. Ist Ag = 0, so ist A eindeutig.
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