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Aufgabe 25 (4 Punkte)
Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ) sei eine Folge von unabhängigen,
identisch verteilten Zufallsvariablen (Xi)i∈N, Xi ≥ 0,∀i, mit 0 < µ := EX1 <∞
gegeben. Sei Sn :=

n∑
i=1

Xi und

Nt := max{n ∈ N : Sn ≤ t}.

Zeigen Sie:

a) Nt −→∞ [P ], t→∞.

b) Nt

t
−→ 1

µ
[P ], t→∞.

Aufgabe 26 (4 Punkte)
Es sei f : [0, 1]→ [0, 1] eine stetige Funktion und X1, Y1, X2, Y2, . . . unabhängige,
auf [0, 1] gleichverteilte Zufallsvariablen. Wir definieren Zn := 1{Yn<f(Xn)}.

a) Zeigen Sie
1

n

n∑
i=1

Zi →
∫ 1

0

f(x)dx P -fast-sicher.

b) Bestimmen Sie eine Zahl n0, so dass für alle n ≥ n0 gilt

P

(∣∣∣∣∣ 1n
n∑
i=1

Zi −
∫ 1

0

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤ 0,01

)
≥ 0,95.

Aufgabe 27 (4 Punkte)
Sei F : R→ [0, 1] eine Verteilungsfunktion, d.h. rechtsseitig stetig und monoton
wachsend mit limx→−∞ F (x) = 1 − limx→∞ F (x) = 0. Wir definieren F−1(u) :=
inf{x ∈ R | F (x) ≥ u}. Zeigen sie

a) F−1 ist monoton wachsend,

b) F ◦ F−1(u) ≥ u für alle u ∈ [0, 1],

c) F−1 ◦ F (x) ≤ x für alle x ∈ R und

d) für u ∈ [0, 1] und x ∈ R gilt F (x) ≥ u genau dann, wenn x ≥ F−1(u).

Aufgabe 28 (4 Punkte)
Sei T 6= ∅ eine beliebige Indexmenge und (Ωt,At) ein Messraum für jedes t ∈ T .
Zeigen Sie, dass die Produkt-σ-Algebra

⊗
t∈T At die folgende Darstellung besitzt:⊗

t∈T

At =
⋃
F⊂T

F abzählbar

{
BF := AF ×

∏
t∈T\F

Ωt | AF ∈
⊗
t∈F

At
}
.

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
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