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3.3 Häufungspunkte von Folgen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.4 Uneigentliche Konvergenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

4 Reihen 41

4.1 Grundlegendes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

4.2 Konvergenzkriterien . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

4.3 Absolute Konvergenz von Reihen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4.4 Unbedingte Konvergenz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

II Stetigkeit, Ableitungen und Integrale 52

5 Stetigkeit in metrischen Räumen 52
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Teil I

Grundlagen

In diesem Abschnitt werden wir das wichtigste Rüstzeug im Umgang mit reellwertigen Funk-
tionen kennen lernen. Nach einer Einführung in Abschnitt 1 über Schreibweisen, Logik und
Mengenlehre, werden wir in Abschnitt 2 die reellen Zahlen konstruieren. Schließlich folgt in
Abschnitten 3 und 4 der Umgang mit Folgen und Reihen.

1 Grundbegriffe

Aussagenlogik und Mengenlehre kommen überall in der Mathematik vor. Oftmals bemerkt
man nicht einmal, dass man gerade Resultate aus diesen Gebieten verwendet. Dies ist Grund
genug, am Anfang dieser Vorlesung auf diese beiden Gebiete besonders einzugehen.

1.1 Aussagen und Mengen

Grundlegende Strukturen in der Mathematik sind Mengen und Funktionen. Wir werden hier
nur einiges Handwerkszeug an Notation einführen, jedoch nicht auf Feinheiten der modernen
Mengenlehre eingehen. Bemerkt sei jedoch, dass es keinesfalls eine einfache Aufgabe ist, genau
zu definieren was eine Menge ist.

Definition 1.1 (Aussage und Aussagevariablen). Eine Aussage (oder Aussageform) ist
ein sprachlicher Ausdruck A, welcher entweder wahr oder falsch ist. Die verwendete Sprache
kann dabei Umgangssprache, oder auch mathematische Formelsprache beinhalten. Eine Aus-
sage A kann Aussagevariable (oder auch einfach Variable) x, y, ... enthalten. In diesem Fall
hängt die Gültigkeit von A (d.h. ob A wahr oder falsch ist) vom Wert der Aussagevariablen
ab. Wir schreiben dann A = A(x, y, ...).

Beispiel 1.2. Beispiele für Aussagen sind etwa:

• 2 · 3 = 6 (wahr)

• Jede Zahl ist durch 7 teilbar (falsch)

• 3 teilt x (Gültigkeit hängt vom Wert von x ab; ist z.B. wahr wenn x = 12)

Definition 1.3 (Aussageoperationen). Für Aussagen A,B definieren wir folgende weitere
Aussagen:

• ¬A: Negation von A. Sie ist genau dann wahr wenn A falsch ist. (In Worten: Nicht-A.)

• A ∧ B: Konjunktion von A und B: Sie ist genau dann wahr, wenn sowohl A als auch
B wahr sind. (In Worten: A und B.)

• A∨B: Disjunktion von A und B: Sie ist genau dann wahr, wenn A oder B (oder beide)
wahr sind. (In Worten: A oder B)

• A ⇒ B: Subjunktion von A und B. Sie ist genau dann wahr, wenn B aus A folgt,
d.h. wenn B immer dann wahr ist, wenn A wahr ist. (In Worten: Aus A folgt B. Man
beachte, dass hier meistens A und B von Variablen x, y, ... abhängen. A ⇒ B bedeutet
dann, dass B für alle Werte von x, y, ... gilt, falls dies für A der Fall ist.)
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• A ⇐⇒ B: Bisubjunktion von A und B. Dies ist gleichbedeutend mit (A⇒ B)∧ (B ⇒
A). (In Worten: A genau dann, wenn B. Manchmal auch kürzer: A gdw B oder A ist
äquivalent zu B.)

Bemerkung 1.4 (Klammerung). Seien A,B,C Aussagen. Die Negation ¬A gilt als ein-
stellige Aussageoperation, die Konjunktion, Subjunktion und Bisubjunktion als zweistellige.
Verknüpfungen dieser Operationen erfordern es oftmals, eine Reihenfolge festzulegen, die übli-
cherweise durch Klammerung erfolgt. Etwa ist (A ∧ B) ∨ C nicht dasselbe wie A ∧ (B ∨ C).
Wir vereinbaren, dass einstellige Operationen immer zuerst ausgeführt werden, und erst an-
schließend zweistellige, auch wenn dies nicht durch eine Klammer gekennzeichnet wird. Das
bedeutet etwa, dass ¬A ∧B dasselbe ist wie (¬A) ∧B.

Lemma 1.51 (deMorgan’sche Regeln für Aussagen). Seien A,B Aussagen. Dann gilt

¬(A ∧B) ⇐⇒ (¬A ∨ ¬B)

¬(A ∨B) ⇐⇒ (¬A ∧ ¬B).

Beweis. Zunächst zur ersten Aussage. Nach Definition ist A ∧ B genau dann wahr, wenn
sowohl A als auch B wahr sind. Damit ist also ¬(A ∧ B) genau dann wahr, wenn entweder
A oder B falsch ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¬A ∨ ¬B wahr ist. Bei der zweiten
Aussage gilt A ∨ B genau dann, wenn entweder A oder B wahr sind. Damit ist ¬(A ∨ B)
genau dann wahr, wenn sowohl A als auch B falsch sind. Dies ist jedoch gleichbedeutend mit
¬A ∧ ¬B. 2

Die Rechenregeln des letzten Lemmas lassen sich ergänzen. Es folgen einige Beispiele.

Beispiel 1.6. Seien A,B und C Aussagen (die von Variablen Variablen x, y, ... abhängen).

1. A ⇐⇒ ¬¬A ist immer wahr.

2. A ∨ ¬A ist immer wahr. (Sie heißt auch die Regel vom ausgeschlossenem Dritten.)

3. A ∧ ¬A ist immer falsch. (Damit ist ¬(A ∧ ¬A) immer wahr, was nach Lemma 1.5
gleichbedeutend ist mit ¬A ∨A.)

4. (A ∧B)⇒ A ist immer wahr.

5. A⇒ (A ∨B) ist immer wahr.

6. Es gilt (A∧B)∧C ⇐⇒ A∧ (B ∧C) und (A∨B)∨C ⇐⇒ A∨ (B ∨C). Man spricht
auch von der Assoziativität von ∧ und ∨.

7. Es gilt ((A∧B)∨C) ⇐⇒ (A∨C)∧ (B∨C) und (A∨B)∧C) ⇐⇒ ((A∧C)∨ (B∧C).
Man spricht hier von der Distributivität von ∧ und ∨.

1Mit Lemma bezeichnen wir einen Hilfssatz. Dieser wird im weiteren Verlauf gebraucht, stellt aber für
sich alleine noch keine allzu große Aussage dar. Weiter werden wir mit Proposition und Theorem wichtigere
Aussagen bezeichnen, und mit Korollar einfache Folgerungen aus schon Gezeigtem.

2Wir bezeichnen das Ende eines Beweises durchgehend mit �.
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8. Es gilt (A ∧ B) ⇐⇒ (B ∧ A) und (A ∨ B) ⇐⇒ (B ∨ A). Man spricht von der
Kommutativität von ∧ und ∨.

9. Es gilt (A⇒ B) ⇐⇒ (B ∨ ¬A). Denn A⇒ B bedeutet, dass es nicht sein kann, dass
B nicht gilt, A aber schon, also ¬(¬B ∧ A). Wendet man nun Lemma 1.5 an, erhält
man die Behauptung.

10. Es gilt ((A⇒ B) ∧ (B ⇒ C))⇒ (A⇒ C). Man spricht von der Transitivität von ⇒.
Dies lässt sich mit dem letzten Beispiel auch einfach beweisen, nämlich so:

(A⇒ B) ∧ (B ⇒ C)
9.⇐⇒ (B ∨ ¬A) ∧ (C ∨ ¬B)

6.⇐⇒ (B ∧ C) ∨ (B ∧ ¬B) ∨ (¬A ∧ C) ∨ (¬A ∧ ¬B)

=⇒ C ∨ (¬A ∧ C) ∨ ¬A
=⇒ ¬A ∨ C
⇐⇒ A⇒ C.

Wir führen nun den Begriff der Menge ein. Allerdings wollen wir nicht sagen, was der – in der
Definition wichtige – Begriff der sinnvollen Aussage genau ist. Mit anderen Worten führen
wir hier nur einen naiven Mengenbegriff ein. Will man Mengen axiomatisch genau definieren,
führt das auf das Zermelo-Fraenkel’sche Axiomensystem, auf das wir hier nicht eingehen. In
der Praxis sind die allermeisten Aussagen sinnvoll, so dass wir keine Schwierigkeiten mit dem
naiven Mengenbegriff erwarten.

Definition 1.7 (Menge). Sei A = A(x) eine “sinnvolle” Aussage, die von einer Variablen
x abhängt. Dann bezeichnen wir mit3

M := {x : A(x) ist wahr}

die Menge aller x, für die A(x) gilt. Noch kürzer setzen wir

M := {x : A(x)}.

Wir schreiben x ∈ M genau dann, wenn A(x) wahr ist. Es bedeutet x /∈ M dasselbe wie
¬(x ∈M) oder auch, dass A(x) falsch ist.

Beispiel 1.8. • Die Menge ∅ := {x : x 6= x} ist die leere Menge.

• Die natürlichen Zahlen N kann man nach Peano axiomatisch etwa so definieren:

– 1 ist eine natürliche Zahl.

– Jede natürlich Zahl n hat genau einen Nachfolger, genannt n+ 1.

– Die Eins hat keinen Vorgänger.

– Enthält eine Menge M die Eins und mit jeder natürlichen Zahl n auch deren
Nachfolger, so ist M bereits die Menge der natürlichen Zahlen.

3Zur Notation: wir unterscheiden in der Mathematik das Gleichheitszeichen “=” vom Zeichen “:=”, das das
Symbol auf der “:”-Seite (das sogenannte Definiendum) durch das Objekt auf der anderen Seite (das Definiens)
definiert. Sind nämlich x für die A(x) wahr ist bereits bekannt, definieren wir hiermit die Menge M aller dieser
Elemente.
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• Sei B(x) : (x = 0) ∨ (x ∈ N) ∨ (−x ∈ N). Dann ist

Z := {x : B(x)} = {0,±1,±2, ...}

die Menge der ganzen Zahlen.

Definition 1.9 (Schnittmenge, Vereinigungsmenge, Komplement, Potenzmenge).
Seien M = {x : A(x)} und N = {x : B(x)} Mengen. Dann bezeichnet

M ∩N := {x : A(x) ∧B(x)}

die Schnittmenge von M und N ,

M ∪N := {x : A(x) ∨B(x)}

die Vereinigungsmenge von M und N sowie

M c := {x : ¬A(x)}

das Komplement von M . Weiter ist M \N := M ∩N c die Differenzmenge von M und N . Die
Mengen M und N heißen disjunkt, falls M ∩ N = ∅. Wir schreiben M ⊆ N wenn A(x) ⇒
B(x) sowie M = N wenn A(x) ⇐⇒ B(x) gilt. Weiter definieren wir die Potenzmenge von
M durch

2M := {E : E ⊆M}.

Lemma 1.10 (Distributivgesetze und deMorgan’sche Regeln). Seien M,N,O Men-
gen. Dann gilt

((M ⊆ N) ∧ (N ⊆ O))⇒ (M ⊆ O),

(M ∩N) ∪O = (M ∪O) ∩ (N ∪O),

(M ∪N) ∩O = (M ∩O) ∪ (N ∩O),

(M ∩N)c = M c ∪N c,

(M ∪N)c = M c ∩N c.

Beweis. Alles folgt analog zu den entsprechenden Regeln über Aussagen. Die erste Zeile ent-
steht so aus Beispiel 1.6.8, die zweite und dritte aus Beispiel 1.6.6 und die letzten beiden aus
Lemma 1.5.

1.2 Quantoren

In der mathematischen Schreibweise von Aussagen sind Quantoren besonders wichtig. Diese
legen fest, ob eine Aussage A(x, ...) etwa für alle x oder nur für manche x gelten soll. Sie
werden uns im Laufe der Vorlesung sehr oft begegnen.

Definition 1.11 (Quantoren). Sei A(x, ...) eine Aussage die von Variablen x, ... abhängt.

• Dann ist ∀x A(x, ...) die Aussage: Für alle möglichen x gilt A(x, ...).

• Weiter ist ∃x A(x, ...) die Aussage: Es gibt ein x, so dass A(x, ...) gilt

• Außerdem ist ∃!x A(x, ...) die Aussage: Es gibt genau ein x, so dass A(x, ...) gilt.
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Bemerkung 1.12. Typischerweise werden als Variablen x, ... nur Elemente einer Menge zu-
gelassen. Dann schreiben wir etwa ∀x ∈M : A(x, ...).

Beispiel 1.13. • Sei C(x) : ∃m ∈ Z ∃n ∈ N : x = m/n. Dann ist

Q := {x : C(x)} = {x = m/n : m ∈ Z, n ∈ N}

die Menge der rationalen Zahlen.

• Die Aussage ∀x ∈ N ∃y ∈ Z : x = y ist wahr.

• Die Aussage ∀x ∈ Q ∃y ∈ Q : y = x2 ist wahr.

• Die Aussage ∀x ∈ Q ∃y ∈ Q : y2 = x ist falsch. (Zum Beweis siehe Proposition 1.36)

Beispiel 1.14 (Natürliche Zahlen). Wir greifen noch einmal die Definition der natürlichen
Zahlen aus Beispiel 1.8 auf. Mit Quantoren schreibt sich die Definition der natürlichen Zahlen
so:

• 1 ∈ N (Eins ist eine natürliche Zahl.)

• ∀n ∈ N ∃!m ∈ N : n+ 1 = m (Jede natürlich Zahl hat einen Nachfolger.)

• ∀m,n ∈ N : m+ 1 = n+ 1 ⇐⇒ m = n (Nachfolger sind eindeutig.)

• ¬(∃n ∈ N : n+ 1 = 1) (Die Eins hat keinen Vorgänger.)

• ∀M : ((M ⊆ N)∧ (1 ∈M)∧ (n ∈M ⇒ n+ 1 ∈M))⇒M = N (Enthält eine Menge M
die Eins und mit jeder natürlichen Zahl n auch deren Nachfolger, so ist M bereits die
Menge der natürlichen Zahlen.)

Lemma 1.15 (Gesetze für Quantoren). Seien A(x, y, ...) und B(x, y, ...) Aussagen, die
von Variablen x, y, ... abhängen. Dann gilt

∀x∀yA(x, y, ...) ⇐⇒ ∀y∀xA(x, y, ...),

∃x∃yA(x, y, ...) ⇐⇒ ∃y∃xA(x, y, ...),

¬(∀xA(x, ...)) ⇐⇒ ∃x(¬A(x, ...)),

¬(∃xA(x, ...)) ⇐⇒ ∀x(¬A(x, ...)).

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind klar. Für die dritte stellen wir fest, dass
¬(∀xA(x, ...)) genau dann gilt, wenn A(x, ...) nicht für alle x gilt, es also mindestens ein x
gibt, für das A(x, ...) falsch ist. Das bedeutet, dass ∃x(¬A(x, ...)) gilt. Die letzte Aussage folgt
aus der vorletzten, wenn man dort anstelle von A(x, ...) die Aussage ¬A(x, ...) einsetzt.

Bemerkung 1.16. • Wir schreiben ∀x, yA(x, y, ...) anstelle von ∀x∀yA(x, y, ...). Die erste
Zeile des Lemmas zeigt, dass hiermit keine Verwechslungen zu befürchten sind.

• Man kann sicher noch weitere Regeln für das Rechnen mit Quantoren aufstellen. Es ist
jedoch etwas Vorsicht geboten. Etwa gilt

(∀xA(x, ...)) ∧ (∀xB(x, ...)) ⇐⇒ ∀x(A(x, ...) ∧B(x, ...)),
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jedoch nicht

(∀xA(x, ...)) ∨ (∀xB(x, ...)) ⇐⇒ ∀x(A(x, ...) ∨B(x, ...)).

(In der unteren Zeile gilt nur ⇒.) Weiter gilt

∃x∀yA(x, y, ...)⇒ ∀y∃xA(x, y, ...),

jedoch sicher nicht die Umkehrung (d.h. ∀y∃xA(x, y, ...)⇒ ∃x∀yA(x, y, ...)).

1.3 Relationen und Funktionen

Funktionen (oft auch mit dem äquivalenten Begriff Abbildungen bezeichnet), wurden bereits
in der Schule diskutiert. Wir sammeln grundlegende Definitionen und Tatsachen. Wir führen
Funktionen als Spezialfälle von Relationen ein, mit denen wir beginnen werden.

Definition 1.17 (Mengenprodukt). Seien M,N Mengen. Dann ist

M ×N := {(x, y) : x ∈M und y ∈ N}

das Produkt der Mengen M und N .
Für Mengen M1, ...,Mn ist

n

×
i=1

Mi := M1 × · · · ×Mn := {(x1, ..., xn) : x1 ∈M1, ..., xn ∈Mn}

das Produkt der Mengen M1, ...,Mn. Ist M1 = · · · = Mn = M , so schreiben wir auch Mn :=
M1 × · · · ×Mn. Für n = 1 ist M1 := M .

Definition 1.18 (Relation). Seien M,N 6= ∅ Mengen. Jede Teilmenge R ⊆ M × N heißt
Relation (oder auch Korrespondenz). Wir bezeichnen mit D(R) := {x ∈M : ∃y ∈ N (x, y) ∈
R} den Definitionsbereich von R und mit W(R) := {y ∈ N : ∃x ∈ M (x, y) ∈ R} den
Wertebereich von R. Ist (x, y) ∈ R, so heißt x ein Urbild von y und y ein Wert von x.
Weiter schreiben wir oft xRy falls (x, y) ∈ R. Eine Relation R ⊆M ×N heißt

• eindeutig, falls (x, y1), (x, y2) ∈ R⇒ y1 = y2. In diesem Fall schreibt man statt (x, y) ∈
R auch y = R(x),

• eindeutig umkehrbar, falls (x1, y), (x2, y) ∈ R⇒ x1 = x2.

Ist M = N , so heißt R

• reflexiv, falls ∀x ∈M (x, x) ∈ R,

• symmetrisch, falls (x, y) ∈ R ⇐⇒ (y, x) ∈ R,

• antisymmetrisch, falls (x, y), (y, x) ∈ R⇒ x = y,

• transitiv, falls (x, y), (y, z) ∈ R⇒ (x, z) ∈ R.

Für eine Relation R ⊆ M × N definieren wir die inverse Relation R−1 ⊆ N × M durch
R−1 := {(y, x) : (x, y) ∈ R}.

Für Relationen R ⊆ M × N und S ⊆ N × O definieren wir die Verknüpfung (oder
Komposition) S ◦R ⊆M ×O durch

S ◦R := {(x, z) ∈M ×O : ∃y ∈ N (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S}.
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Lemma 1.19 (Rechenregeln für Relationen). Seien R,S, T Relationen. Dann gilt

D(R−1) =W(R), W(R−1) = D(R),

(R−1)−1 = R,

T ◦ (S ◦R) = (T ◦ S) ◦R,
(S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1.

Beweis. Die ersten drei Behauptungen sind klar nach Definition. Für die vierte berechnen wir

(w, z) ∈ T ◦ (S ◦R) ⇐⇒ ∃y (w, y) ∈ S ◦R, (y, z) ∈ T
⇐⇒ ∃x, y (w, x) ∈ R, (x, y) ∈ S, (y, z) ∈ T
⇐⇒ ∃x (w, x) ∈ R, (x, z) ∈ T ◦ S
⇐⇒ (w, z) ∈ (T ◦ S) ◦R.

Schließlich folgt die letzte Behauptung aus

(z, x) ∈ (S ◦R)−1 ⇐⇒ (x, z) ∈ S ◦R
⇐⇒ ∃y (x, y) ∈ R, (y, z) ∈ S
⇐⇒ ∃y (z, y) ∈ S−1, (y, x) ∈ R−1

⇐⇒ (z, x) ∈ R−1 ◦ S−1.

Beispiel 1.20. • Sei M = N = Q. Wir betrachten die Relation

≤ := {(x, y) : x kleiner oder gleich y}.

(Hier schreibt man meist x ≤ y anstelle von (x, y) ∈≤.) Diese Relation ist reflexiv, anti-
symmetrisch und transitiv. Allerdings ist sie weder eindeutig, noch eindeutig umkehrbar
noch symmetrisch.

• Sei M = N = Q. Die Relation

= := {(x, y) : x = y}

ist ebenfalls reflexiv, antisymmetrisch und transitiv, und außerdem noch symmetrisch,
eindeutig und eindeutig umkehrbar.

• Sei E eine Menge und 2E die Potenzmenge von E. Die Relation

⊆:= {(M,N) : M ⊆ N}

auf 2E ist genau wie ≤ reflexiv, antisymmetrisch und transitiv. Allerdings bemerken
wir, dass für x, y ∈ Q entweder x ≤ y oder y ≤ x immer gilt, es jedoch Mengen M,N
geben kann, so dass weder M ⊆ N noch N ⊆M gilt.

• Sei M = N = N0. Wir definieren

∼:= {(x, y) : |y − x| ist durch 3 teilbar}.

Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, allerdings weder eindeutig, ein-
deutig umkehrbar noch antisymmetrisch.
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Definition 1.21 (Funktion). Seien M,N Mengen. Eine Funktion (oder Abbildung) F ist
eine eindeutige Relation F ⊆M ×N mit D(F ) = M . Sie heißt

• injektiv, falls sie eindeutig umkehrbar ist,

• surjektiv, falls W(F ) = N ,

• bijektiv, falls sie injektiv und surjektiv ist.

Eine Funktion a : N→M heißt auch (M -wertige) Folge.

Bemerkung 1.22 (Notation). • Sei F ⊆ M ×N eine Funktion. Wir schreiben hierfür
auch

F :

{
M → N

x 7→ F (x),

falls F = {(x, F (x)) : x ∈M}.

• Eine Folge a : N → M können wir auch schreiben als a1, a2, ... oder (ai)i=1,2,..., wobei
ai := a(i) ist. Wir zählen also einfach alle Funktionswerte der Funktion a der Reihe
nach auf.

• In Verallgemeinerung sei F : M → N,m 7→ Fm eine Funktion. Diese schreiben wir auch
als F = (Fm)m∈M . Wir sprechen hier auch von der N -wertigen Familie (Fm)m∈M .

• Sei (Am)m∈M eine 2N -wertige Familie, d.h. Am ⊆ N für alle m ∈ M . Dann ist⋂
m∈M Am := {n ∈ N : ∀m ∈M n ∈ Am} der Schnitt der (Am)m∈M und

⋃
m∈M Am :=

{n ∈ N : ∃m ∈M n ∈ Am} die Vereinigung der (Am)m∈M .

Beispiel 1.23. • Für Mengen M,N und c ∈ N bezeichnen wir mit

c :

{
M → N

x 7→ c

die konstante Abbildung.

• Für eine Menge M bezeichnen wir mit

id :

{
M →M

x 7→ x.

die Identitätsabbildung.

• Für Mengen M1, ...,Md bezeichnen wir mit

πi :

{
M1 × · · · ×Md →Mi

(x1, ..., xd) 7→ xi

die Projektion auf die i-te Koordinate.

Definition 1.24 (Funktionenmenge). Seien M,N Mengen. Wir setzen

NM := {F : M → N Funktion}

die Menge der Funktionen von M nach N .
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Bemerkung 1.25. • Sei M = {1, ..., d} und N = Q. Dann wird jede Abbildung x : M →
N durch x1 := x(1), ..., xd := x(d) ∈ Q definiert. Deshalb schreiben wir auch

Qd := NM = {(x1, ..., xd) : x1, ..., xd ∈ Q}.

• Die Schreibweise NM erinnert eventuell an die Schreibweise 2M für die Potenzmenge
von M aus Definition 1.9. Dies ist kein Zufall. Wir können nämlich 2M bijektiv auf
{0, 1}M abbilden, indem wir

2M → {0, 1}M

M ′ 7→


M → {0, 1}

x 7→

{
1, x ∈M ′

0, x /∈M ′

setzen.

Lemma 1.26 (Charakterisierung von Injektivität/Surjektivität). Sei F : M → N
eine Funktion.

• Die Funktion F ist genau dann injektiv, wenn es für alle y ∈ W(F ) genau ein x ∈ M
gibt mit F (x) = y. (Mit Quantoren: ∀y ∈ W(F )∃!x ∈M : F (x) = y.)

• Die Funktion F ist genau dann surjektiv, wenn es für alle y ∈ N ein x ∈ M gibt mit
F (x) = y. (Mit Quantoren: ∀y ∈ N∃x ∈M : F (x) = y.)

Beweis. Sei F injektiv und y ∈ W(F ). Nach Definition gilt dann F (x1) = y, F (x2) = y ⇒
x1 = x2. Dies ist genau dann der Fall wenn es genau ein x ∈M gibt mit F (x) = y.

Sei F surjektiv und y ∈ N . Nach Definition ist also y ∈ W(F ) und damit gibt es ein
x ∈M mit F (x) = y. Die Umkehrung ist klar.

Lemma 1.27 (Kompositionen von injektiven und surjektiven Funktionen). Die
Komposition von Funktionen, Injektionen, Surjektionen, Bijektionen ist wieder eine Funk-
tion, Injektion, Surjektion, Bijektion.

Jede injektive Funktion F : M → N definiert eine Funktion F−1 : W(F ) → M mit
F ◦ F−1 = F−1 ◦ F =id. Ist F bijektiv, so ist F−1 : N →M .

Beweis. Seien F : M → N und G : N → O Funktionen. Sind F und G injektiv, so gibt es für
z ∈ W(G ◦F ) ⊆ W(G) wegen der Injektivität von G genau ein y ∈ W(F ) ⊆ N mit G(y) = z.
Weiter gibt es wegen der Injektivität von F genau ein x mit F (x) = y. Insgesamt gibt es
also genau ein x mit (G ◦ F )(x) = G(F (x)) = z. Sind F und G surjektiv, so gibt es für jedes
z ∈ O ein y ∈ N mit G(y) = z und für jedes y ∈ N ein x ∈ M mit F (x) = y. Damit gibt es
also für jedes z ∈ O ein x ∈M mit (G ◦ F )(x) = G(F (x)) = z. Die Behauptung für bijektive
Funktionen ist damit auch klar.

Ist F injektiv, so definieren wir F−1(y) für y ∈ W(F ) durch F−1(y) = x falls x ∈M – das
wegen der Injektivität einzige x ∈ M ist – mit F (x) = y. In diesem Fall gilt (F−1 ◦ F )(x) =
F−1(F (x)) = F−1(y) = x sowie (F ◦F−1)(y) = F (F−1)(y) = F (x) = y, woraus die restlichen
Behauptungen folgen.
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1.4 Mächtigkeit von Mengen

Mengen kann man nach der Anzahl ihrer Elemente unterscheiden. Generell ist eine Menge
entweder endlich oder unendlich groß. Letztere Mengen kann man entweder abzählen oder
auch nicht.

Definition 1.28 (Mächtigkeit, Gleichmächtigkeit, Abzählbarkeit). Seien M,N Men-
gen. Wir bezeichnen mit |M | (oder auch mit #M) die Anzahl der Elemente von M . Diese
nennen wir auch die Mächtigkeit von M . Die Menge M heißt endlich, falls |M | < ∞. Die
Mengen M und N heißen gleichmächtig, wenn es eine Bijektion M → N gibt. Die Men-
ge M heißt mächtiger als N , wenn M nicht gleichmächtig ist wie N , aber ein M1 ⊆ M
gleichmächtig ist wie N .

Gibt es eine Bijektion N → M , so heißt M abzählbar. Ist M entweder endlich oder
abzählbar, so heißt M höchstens abzählbar. Ist M nicht höchstens abzählbar, so heißt M
überabzählbar.

Beispiel 1.29. • Es ist |{1, 2, 3}| = |{2, 3, 5}| = 3.

• Die Menge der geraden Zahlen, M := {2, 4, 6, 8, ...} ist abzählbar. Es gibt nämlich die
Bijektion {

N →M

n 7→ 2n.

Diese ist eine Bijektion zwischen N und M . Man sieht, dass unendliche Mengen zu
echten Teilmengen gleichmächtig sein können.

• Wir werden in Bemerkung 1.32 sehen, dass 2N, die Potenzmenge von N, überabzählbar
ist. Noch weiter unten werden wir sehen, dass die Menge der reellen Zahlen, R, ebenfalls
überabzählbar ist.

Lemma 1.30. Sowohl Z als auch Q sind abzählbar.

Beweis. Die Abzählbarkeit von Z ist schnell gezeigt. Wir definieren eine Abbildung

b1 :


N → Z

n 7→

{
n/2, falls n gerade,

−(n− 1)/2, falls n ungerade.

und überlegen uns, dass diese bijektiv ist. Alternativ sagen wir einfach, dass
0, 1,−1, 2,−2, 3,−3, ... eine Abzählung von Z liefert.

Um die Abzählbarkeit von Q zu zeigen, beweisen wir zunächst die Abzählbarkeit von N2.
Hierzu verwenden wir das Cantor’sche Diagonalverfahren an; siehe Abbildung 1.1. Dies führt
zu einer Abzählung (1, 1), (1, 2), (2, 1), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1), ... von N2.
Mit anderen Worten haben wir hiermit eine Bijektion b2 : N→ N2 definiert. Weiter definiert
b3 : N2 → Z×N, (n1, n2) 7→ (b1(n1), b2) eine Bijektion und s : Z×N→ Q, (m,n) 7→ m/n eine
Surjektion. Insgesamt ist also s ◦ b3 ◦ b2 : N → Q eine Surjektion. Durch ’Überspringen’ von
bereits abgezählten Werten aus Q erhält man die Abzählung

0, 6 0, 1,−1, 1
2 , 6 0, 6 0,

1
3 ,−

1
2 , 2, · · ·

von Q und die Abzählbarkeit von Q ist gezeigt.
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Abbildung 1.1: Das Cantor’sche Diagonalverfahren liefert eine Abzählung von N2.

Wir betrachten nun noch die Mächtigkeiten einer Menge M und ihrer Potenzmenge 2M (siehe
Beispiel 1.20).

Lemma 1.31. Sei M eine Menge. Dann ist 2M mächtiger als M .

Beweis. Angenommen, es gäbe eine Bijektion F : M → 2M . Wir definieren die Menge M ′ :=
{x : x /∈ F (x)} ∈ 2M . Da F bijektiv ist, muss es ein x ∈ M geben mit F (x) = M ′. Nun
gibt es zwei Möglichkeiten. Entweder ist x ∈ M ′ oder x /∈ M ′. Im ersten Fall folgt aus
x ∈ M ′, dass x /∈ F (x) = M ′, was einen Widerspruch liefert. Im zweiten Fall (x /∈ M ′) ist
also x /∈ F (x) und damit x ∈M ′ nach Defintion von M ′. Wieder ergibt sich ein Widerspruch.
Da die Annahme der Existenz der Bijektion F auf jeden Fall auf einen Widerspruch führt,
kann sie nicht stimmen. Also gibt es ein solches F nicht. Weiter ist {{x} : x ∈M} ⊆ 2M und
offenbar gibt es eine Bijektion dieser Menge mit M . Damit ist 2M mächtiger als M .

Bemerkung 1.32. Aus dem letzten Lemma folgt, dass 2N, die Potenzmenge der natürlichen
Zahlen, überabzählbar ist.

1.5 Beweise

Beweise sind die Kernstücke der Mathematik. Um sie zu beherrschen müssen ein paar Regeln
und Techniken gelernt werden. Insbesondere wollen wir in diesem Abschnitt drei verschiedene
Arten mathematischer Beweise kennen lernen: den direkten Beweis, den indirekten Beweis
und die vollständige Induktion. Wir beginnen mit dem – konzeptionell einfachsten – direkten
Beweis. Bei diesem schließen oder berechnen wir direkt mit Hilfe der zuvor definierten Begriffe.
Beispiele für direkte Beweise haben wir bereits in Lemma 1.5, Lemma 1.15, Lemma 1.19,
Lemma 1.26, Lemma 1.27 und Lemma 1.30 kennen gelernt. Nachdem wir Summen- und
Produktschreibweisen eingeführt haben, bringen wir noch ein Beispiel, in dem eine Formel
mittels direkter Berechnung bewiesen wird.

Oftmals werden für die in den Tutorien zu besprechenden Aufgaben Beweise gebraucht.
Wir weisen darauf hin, dass die Art und Weise, diese aufzuschreiben, typischerweise von
der Art und Weise, wie sie etwa in diesem Vorlesungsskript stehen, abweicht. Auf Lösungen
von Übungsblättern wird typischerweise mehr mit Quantoren und Folgepfeilen gearbeitet,
wohingegen ein Skript aus ganzen Sätzen besteht. Um diesen Unterschied zu verdeutlichen,
bringen wir für ein paar Sätze zwei Beweise, nämlich einen in der Skript- und einen in der
Übungsblattversion (siehe die Beweise der Propositionen 1.36, 1.37, 1.38 und 1.40).
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Definition 1.33 (Häufige Schreibweisen). Sei x1, x2, ... eine Folge von Zahlen. Dann
definieren wir

n∑
i=1

xi := x1 + · · ·+ xn,

n∏
i=1

xi := x1 · · ·xn

die Summe und das Produkt der ersten n dieser Zahlen. (Als Konvention setzen wir
∑0

i=1 xi =
0 und

∏0
i=1 xi = 1.) Weiter setzen wir für k, n ∈ N0 := N ∪ {0} mit k ≤ n

n! :=

n∏
i=1

i = 1 · · ·n,

(
n

k

)
:=

n!

k!(n− k)!
=

k∏
i=1

i+ n− k
i

sowie
(
n
k

)
= 0 für k < 0 oder k > n. (Man beachte, dass 0! := 1 wegen der Konvention für

leere Produkte gilt.) Hier heißt n! die Fakultät von n und die Zahlen
(
n
k

)
heißen Binomialko-

effizienten.

Proposition 1.34 (Rechenregel für Binomialkoeffizienten). Für k, n ∈ N, k ≤ n gilt(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(
n

k

)
.

Beweis. Wir berechnen direkt(
n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

)
=

(n− 1) · · · (n− k + 1)

(k − 1) · · · 1
+

(n− 1) · · · (n− k)

k · · · 1

=
(n− 1) · · · (n− k + 1)(k + n− k)

k!

=
n · · · (n− k + 1)

k!
=

(
n

k

)
.

Wir kommen nun zum indirekten Beweis, der prinzipiell anders als der direkte funktioniert.
Formal verwenden wir (siehe Lemma 1.35), dass A ⇒ B äquivalent ist zu ¬B ⇒ ¬A. Um
also B aus A zu folgern, genügt es, ¬A aus ¬B zu schließen. Als Beispiel erinnern wir an den
Beweis von Lemma 1.31. Hier war A: “M ist eine Menge” und “B: Es gibt keine Bijektion
F : M → 2M”. Anstatt direkt zu schließen, haben wir gezeigt dass aus “¬B: Es gibt eine
Bijektion F : M → 2M” ein Widerspruch folgt. Insbesondere kann damit A nicht gelten.

Lemma 1.35 (Grundprinzip von indirekten Beweisen). Seien A,B Aussagen. Dann
gilt

(A⇒ B) ⇐⇒ (¬B ⇒ ¬A).
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Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass A ⇒ B äquivalent ist zu B ∨ ¬A. (Denn: beide
Aussagen bedeuten, dass es nicht sein kann, dass zwar A, aber B nicht gilt.) Genauso ist
¬B ⇒ ¬A äquivalent zu ¬A ∨ (¬¬B), was dasselbe ist wie ¬A ∨B. Damit sind beide Seiten
äquivalent zu B ∨ ¬A, haben also insbesondere immer denselben Wahrheitswert.

Wir bringen ein zweites Beispiel eines indirekten Beweises. Ohne weitere Erläuterung werden
wir dabei bekannte Teilbarkeitsregeln für natürliche Zahlen verwenden.

Proposition 1.36 (
√

2 /∈ Q). Es gibt kein x ∈ Q mit x2 = 2.

Beweis in Skript-Version. Angenommen, es gäbe x ∈ Q mit x2 = 2. Dann ist x = m/n für
m,n ∈ N. (Es ist auch m ≥ 0, da mit x2 = 2 auch (−x)2 = 2 gilt.) Durch Kürzen können
wir m und n so wählen, dass beide teilerfremd sind. Es gilt also m2 = 2n2 für teilerfremde
m,n ∈ N. Da 2 somit m2 teilt, muss 2 auch m teilen. Es gibt also ein r ∈ N mit m = 2r und
damit 4r2 = 2n2 oder 2r2 = n2. Genauso folgern wir, dass es ein s gibt mit n = 2s. Wir sehen,
dass 2 sowohl m als auch n teilt. Dies ist ein Widerspruch zur Teilerfremdheit von m und n.
Also muss die Annahme x ∈ Q falsch gewesen sein. Es gibt also kein x ∈ Q mit x2 = 2.

Beweis in Übungsblatt-Version.
Angenommen, ∃x ∈ Q : x2 = 2.
⇒ ∃m,n ∈ N : m2/n2 = 2; oBdA4 m,n teilerfremd
⇒ ∃m,n ∈ N teilerfremd, m2 = 2n2

⇒ ∃r,m, n ∈ N : m = 2r, 4r2 = 2n2 und m,n teilerfremd, also auch 2r2 = n2

⇒ ∃r, s,m, n ∈ N : m = 2r, n = 2s und m,n teilerfremd  
Also: 6 ∃x ∈ Q : x2 = 2.

Eine dritte Beweisart ist die der vollständigen Induktion. Sie funktioniert höchstens dann,
wenn wir eine Aussage der Form ∀n ∈ NA(n) beweisen wollen. Wir erinnern an die Definition
der natürlichen Zahlen nach Peano aus Beispiel 1.8.5. Wir haben gesehen, dass jede Menge
M ⊆ N, für die 1 ∈M und n ∈M ⇒ n+1 ∈M gilt bereits die Menge der natürlichen Zahlen
sein muss. Daraus lesen wir direkt das Beweisprinzip der vollständigen Induktion ab:

Sei A(n) eine Aussage und M := {n : A(n) ist wahr}. Gilt

1. Induktionsanfang: A(1),

2. Induktionsschluss: A(n)⇒ A(n+ 1),

dann ist M = N, d.h. ∀n ∈ N A(n) ist wahr.

Wir verwenden dieses Beweisprinzip um ein paar Rechenregeln für Summen und Produkte
kennen zu lernen. Hierbei werden wir wieder jeweils zwei Beweise angeben, einen wie er in
einem Vorlesungsskript erscheinen könnte und einen zweiten, wie man ihn eventuell als Lösung
eines Übungsblattes verwenden würde.

Proposition 1.37. Für n ∈ N gilt

n∑
i=1

i =

(
n+ 1

2

)
.

4Diese vier Buchstaben bedeuten Ohne Beschränkung der Allgemeinheit. Sie besagen, dass wir keinen Fehler
machen, wenn wir eine Annahme treffen.
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Beweis in Skript-Version. Wir verwenden vollständige Induktion. Für n = 1 ist die Behaup-
tung klar, weil beide Seiten 1 ergeben. Gilt die Behauptung für ein n− 1, so berechnen wir

n∑
i=1

i = n+
n−1∑
i=1

i = n+

(
n

2

)
=

2n+ n(n− 1)

2
=

(n+ 1)n

2
=

(
n+ 1

2

)
,

so dass die Behauptung auch für n gilt. Damit folgt die Aussage.

Beweis in Übungsblatt-Version. Induktionsanfang: 1 = 1 X
Induktionsschluss n− 1→ n:

n∑
i=1

i = n+

n−1∑
i=1

i
Induktions-

=
annahme

n+

(
n

2

)
=

2n+ n(n− 1)

2
=

(n+ 1)n

2
=

(
n+ 1

2

)
.

Proposition 1.38 (Geometrische Reihe). Für x ∈ R und n ∈ N gilt, falls x 6= 1,

n∑
i=0

xi =
1− xn+1

1− x
.

Beweis in Skript-Version. Wir verwenden vollständige Induktion. Für n = 1 ist die Behaup-
tung klar, weil beide Seiten 1 ergeben. Gilt die Behauptung für ein n− 1, so berechnen wir

n∑
i=0

xi = xn +
n−1∑
i=0

xi = xn +
1− xn

1− x
=
xn − xn+1 + 1− xn

1− x
=

1− xn+1

1− x
,

so dass die Behauptung auch für n gilt. Damit folgt die Aussage.

Beweis in Übungsblatt-Version. Induktionsanfang: 1 = 1 X
Induktionsschluss n− 1→ n:

n∑
i=0

xi = xn +

n−1∑
i=0

xi
Induktions-

=
annahme

xn +
1− xn

1− x
=
xn − xn+1 + 1− xn

1− x
=

1− xn+1

1− x
.

Proposition 1.39 (Bernoulli’sche Ungleichung). Für x > −1, x 6= 0 und n ∈ {2, 3, ...}
gilt

(1 + x)n > 1 + nx.

Beweis in Skript-Version. Die Behauptung ist für n = 2 klar, schließlich ist (1 + x)2 = 1 +
2x+ x2 > 1 + 2x. Gilt sie für ein n− 1, so folgt (wegen 1 + x > 0)

(1 + x)n = (1 + x)n−1(1 + x) ≥ (1 + (n− 1)x)(1 + x) = 1 + nx+ (n− 1)x2 ≥ 1 + nx.
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Beweis in Übungsblatt-Version. Induktionsanfang: (1 + x)2 = 1 + 2x+ x2 > 1 + 2x X
Induktionsschluss n− 1→ n:

(1 + x)n = (1 + x)n−1(1 + x)
Induktions-
≥

annahme, x>−1
(1 + (n− 1)x)(1 + x)

= 1 + nx+ (n− 1)x2 ≥ 1 + nx.

Proposition 1.40 (Binomische Formel). Für x, y ∈ R und n ∈ N gilt

(x+ y)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

Beweis in Skript-Version. Wir verwenden vollständige Induktion. Für n = 1 ist die Behaup-
tung klar, weil beide Seiten x + y ergeben. Gilt die Behauptung für ein n − 1, so berechnen
wir

(x+ y)n = (x+ y)(x+ y)n−1 = (x+ y)
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−1−k

=

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk+1yn−(k+1) +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=
n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xkyn−k +

n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xkyn−k

=
n∑
k=0

((n− 1

k − 1

)
+

(
n− 1

k

))
xkyn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
xkyn−k.

Hier haben wir im vierten Gleichheitszeichen eine Indexverschiebung vorgenommen und im
letzten Gleichheitszeichen Proposition 1.34 verwendet. Insgesamt folgt die Behauptung auch
für n.

Die Übungsblatt-Version des Beweises sparen wir uns an dieser Stelle, da sie leicht aus den
vorigen Beispielen übertragen werden kann.

Bemerkung 1.41 (Varianten der vollständigen Induktion). Es gibt neben der oben
beschriebenen Variante der vollständigen Induktion auch noch weitere Varianten.

• Ist A(n) eine Aussage und M := {n : A(n) ist wahr }. Gilt

1. Induktionsanfang : A(1), ..., A(k) für ein k = 1, 2, ...,

2. Induktionsschluss: A(n)⇒ A(n+ 1) für n = k, k + 1, ...

Dann ist M = N.

Das bedeutet, dass die ersten k Aussagen A(1), ..., A(k) einzeln bewiesen werden, und
anschließend erst der Induktionsschluss ausgeführt wird.

• Ist A(n) eine Aussage und M := {n : A(n) ist wahr }. Gilt
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1. Induktionsanfang : A(1), ..., A(k) für ein k = 1, 2, ...,

2. Induktionsschluss: A(1), ..., A(n)⇒ A(n+ 1) für n = k, k + 1, ...

Dann ist M = N.

Das bedeutet, dass beim Beweis von A(n + 1) im Induktionsschluss nicht nur auf die
Gültigkeit von A(n) zurück gegriffen wird, sondern z.B. auch auf A(n− 1).

Bemerkung 1.42 (Wertigkeit der Beweisarten). Man möchte meinen, dass es sich bei
der Mathematik um eine wertfreie Wissenschaft handelt. Allerdings bemerken wir, dass in der
Mathematik manche Beweise höher bewertet werden als andere. Generell gilt (falls möglich):
der direkte Beweis ist immer den anderen beiden Beweismethoden vorzuziehen. Wir geben
einen – auf Gauß zurückgehenden – alternativen Beweis für Proposition 1.37. Wir beweisen
die Formel direkt mittels

n∑
i=1

i = (1 + · · ·+ n) = 1
2

(
(1 + · · ·+ n) + (n+ · · ·+ 1)

)
=

1

2

( n∑
i=1

i+
n∑
i=1

(n− i+ 1)
)

=
1

2

n∑
i=1

(i+ n− i+ 1) =
(n+ 1)n

2
=

(
n+ 1

2

)
.

Mittels eines Rechentricks (der im zweiten Gleichheitszeichen steckt) haben wir also nun auch
einen direkten Beweis gefunden.

Auch indirekte Beweise sollte man den direkten nicht vorziehen. Der Grund ist, dass
diese oftmals schwieriger zu durchdringen sind, und manchmal auch in einen direkten Beweis
übergeführt werden können. (Dies scheint allerdings in den Beweisen von Lemma 1.31 und
Proposition 1.36 nicht möglich.)

2 Die reellen Zahlen

Wir haben bereits die – aus der Schule bekannten – Mengen der natürlichen, ganzen und
rationalen Zahlen

N := {1, 2, 3, ...},
Z := {0,±1,±2, ...},
Q := {m/n : m ∈ Z, n ∈ N}

kennen gelernt. Wir setzen außerdem

Z+ := N0 := {0, 1, 2, ...},
Q+ := {m/n : m ∈ Z+, n ∈ N}

Weiter sind bereits die reellen Zahlen bekannt, die wir in Abschnitt 2.1 erstmal formal sau-
ber definieren wollen. Außerdem beschäftigen wir uns in Abschnitt 2.3 mit der Dezimal-
Darstellung reeller Zahlen, um dann in 2.4 deren Überabzählbarkeit zu beweisen.
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2.1 Konstruktion der reellen Zahlen

Die Konstruktion der reellen Zahlen ist der erste große mathematische Meilenstein der Vor-
lesung. Zentral bei unserer Konstruktion ist der Begriff der Cauchy- und der Nullfolge. Wir
erinnern daran, dass Folgen rationaler Zahlen wie in Bemerkung 1.22 durch (xn)n=1,2,... ge-
geben sind.

Definition 2.1 (Cauchy-Folgen und Null-Folgen). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge rationaler
Zahlen.

• Die Folge (xn)n=1,2,... heißt Cauchy-Folge (oder Fundamentalfolge), falls es für jedes
ε > 0 (und ε ∈ Q) ein N ∈ N gibt, so dass für alle m,n > N gilt, dass

|xn − xm| < ε.

In Quantorenschreibweise bedeutet dies

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀m,n > N : |xn − xm| < ε.

Wir definieren die Menge der Cauchy-Folgen durch

C := {(xn)n=1,2,... Cauchy-Folge}.

• Die Folge (xn)n=1,2,... heißt Null-Folge falls es für jedes ε > 0 (und ε ∈ Q) ein N ∈ N
gibt mit |xn| < ε für alle n ≥ N . In Quantorenschreibweise bedeutet das

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N : |xn| < ε.

Wir definieren die Menge der Null-Folgen durch

N := {(xn)n=1,2,... Null-Folge}.

(Es sollte klar sein, dass N ( C, d.h. jede Nullfolge ist eine Cauchy-Folge, aber es gibt
jedoch Cauchy-Folgen, die keine Nullfolgen sind.)

• Eine Cauchy-Folge heißt positiv, wenn es ein ε > 0 und ein N ∈ N gibt mit xn > ε für
alle n ≥ N . Wir sagen auch: Für fast alle n, (d.h. für alle bis auf endlich viele n) gilt
xn > ε. Wir definieren die Menge der positiven Cauchy-Folgen durch

P := {(xn)n=1,2,... positive Cauchy-Folge}.

Bemerkung 2.2 (Notation: Maximum, Minimum und Mengenschreibweise). 1.
Sei M ⊆ Q mit |M | < ∞, d.h. M ist eine endliche Teilmenge von Q. Dann schreiben
wir

minM := x ⇐⇒ (x ∈M) ∧ ∀y ∈M : x ≤ y,
maxM := x ⇐⇒ (x ∈M) ∧ ∀y ∈M : y ≤ x.

(2.1)

Weiter gilt minM = −max(−M) und maxM = −min(−M), wobei −M := {−x : x ∈
M}. Für Zahlen x, y ∈ Q schreiben wir

a ∧ b := min{a, b}, a ∨ b := max{a, b}.

Später werden wir diese Schreibweisen auch für reelle (also nicht notwendigerweise ra-
tionale) Zahlen benutzen.
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2. Seien (xn)n=1,2,..., (yn)n=1,2,... Folgen rationaler Zahlen. Dann schreiben wir (xn)n=1,2,...+
(yn)n=1,2,... := (xn + yn)n=1,2,... und sagen auch, dass die Addition komponentenweise
definiert ist.

Seien L,M ⊆ Q. Dann schreiben wir

L+M := {x+ y : x ∈ L, y ∈M}

und analog für alle anderen Rechenarten.

Etwas allgemeiner sei • : K ×K → K, (x, y) 7→ x • y. Für L,M ⊆ K setzen wir dann
L •M := {x • y : x ∈ L, y ∈M} ⊆ K.

Als Beispiel bemerken wir, dass Q + Q = Q sowie Q+ ·Q = Q gilt.

Lemma 2.3 (Cauchy-Folgen sind beschränkt). Jedes (xn)n=1,2,... ∈ C ist beschränkt, d.h.
es gibt K ∈ Q mit |xn| ≤ K für alle n ∈ N.

Beweis. Da (xn)n=1,2,... eine Cauchy-Folge ist, gibt es für ε = 1 ein N ∈ N mit |xn − xm| ≤ 1
für alle m,n ≥ N . Wir setzen K := (max{|x1|, ..., |xN−1|}) ∨ (|xN | + 1). Dann gilt nämlich
für n = 1, ..., N − 1, dass xn ≤ max{x1, ..., xN−1} ≤ K und für n ≥ N , dass

|xn| ≤ |xN |+ |xn − xN | ≤ |xN |+ 1 = K.

Insgesamt gilt also |xn| ≤ K für alle n = 1, 2, ...

Wir kommen nun zur Definition der reellen Zahlen. Hierfür benötigen wir den Begriff der
Äquivalenzrelation.

Definition 2.4 (Äquivalenzrelation und Äquivalenzklasse). Sei M eine Menge.

• Eine Äquivalenzrelation ∼ auf M ist eine reflexive, symmetrische und transitive Rela-
tion.

• Sei ∼ eine Äquivalenzrelation auf M und x ∈ M . Dann heißt x̄ := {y : x ∼ y} die
Äquivalenzklasse von x. Weiter bezeichnen wir mit

M/∼:= {x̄ : x ∈M}

die Menge der Äquivalenzklassen.

Lemma 2.5 (Eigenschaften von Äquivalenzrelationen). Sei ∼ eine Äquivalenzrelation
auf M und x, y ∈ M . Dann ist x̄ = ȳ genau dann, wenn x ∼ y. Falls x ∼ y nicht gilt, ist
x̄ ∩ ȳ = ∅. Insbesondere sind die Elemente von M/∼ paarweise disjunkt.

Beweis. Angenommen, x ∼ y und z ∈ x̄. Dann ist mit x ∼ z also auch y ∼ z und z ∈ ȳ
nach der Transitivität von ∼. Daraus folgt x̄ ⊆ ȳ und analog auch ȳ ⊆ x̄, also x̄ = ȳ. Ist
andersherum x̄ = ȳ, so ist per Definition x ∼ y.

Falls x ∼ y nicht gilt und es ein z ∈ x̄ ∩ ȳ geben würde, wäre x ∼ z und z ∼ y. Dann
müsste also auch x ∼ y gelten im Widerspruch zur Annahme. Also ist x̄ ∩ ȳ = ∅.

Beispiel 2.6. Seien m,n ∈ N0. Wir setzen m ∼ n, falls |m− n| durch 3 teilbar ist. Dann ist
∼ eine Äquivalenzrelation auf N0. Es gibt genau drei Äquivalenzklassen 0̄ = 3̄ = 6̄ = ..., 1̄ =
4̄ = 7̄ = ... und 2̄ = 5̄ = 8̄ = ....
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Die reellen Zahlen werden als Menge der Äquivalenzklassen von Cauchy-Folgen definiert. Dies
sieht zunächst ungewohnt aus, ist aber konsistent mit früher Gelerntem.

Definition 2.7 (Menge der reellen Zahlen). Seien (xn)n=1,2,..., (yn)n=1,2,... ∈ C. Wir
setzen (xn)n=1,2,... ∼ (yn)n=1,2,... genau dann, wenn (xn − yn)n=1,2,... ∈ N . Dann ist ∼ eine
Äquivalenzrelation auf C und wir definieren

R := C/∼= {(xn)n=1,2,... : (xn)n=1,2,... ∈ C}.

Lemma 2.8 (Eine alternative Beschreibung von R). 1. Sei x = (xn)n=1,2,... ∈ R.
Dann ist x = (xn)n=1,2,... +N , wobei

(xn)n=1,2,... +N := {(xn)n=1,2,... + (yn)n=1,2,... : (yn)n=1,2,... ∈ N}.

Insbesondere ist also

R = {(xn)n=1,2,... +N : (xn)n=1,2,... ∈ C}.

2. Es gilt N + N = N sowie N · N = N . Ist weiter (xn)n=1,2,... eine beschränkte Folge,
dann ist (xn)n=1,2,... · N := {(xn · zn)n=1,2,... : (zn)n=1,2,... ∈ N} = N .

Beweis. 1. Sei (zn)n=1,2,... ∈ (xn)n=1,2,.... Dann ist (zn − xn)n=1,2,... ∈ N , also (zn)n=1,2,... =
(xn)n=1,2,...+(zn−xn)n=1,2,... ∈ (xn)n=1,2,...+N . Ist andersherum (zn)n=1,2,... ∈ (xn)n=1,2,...+

N , dann ist (zn − xn)n=1,2,... ∈ N , also (zn)n=1,2,... ∈ (xn)n=1,2,....
2. Sind (xn)n=1,2,..., (yn)n=1,2,... ∈ N , so gibt es zu jedem ε > 0 ein N ∈ N, so dass |xn| <
ε/2, |yn| < ε/2 für alle n ≥ N . Also gilt |xn + yn| ≤ |xn| + |yn| < ε. Daraus folgt, dass
(xn + yn)n=1,2,... ebenfalls in N ist. Die übrigen Aussagen folgen analog.

Es ist bekannt, dass R auch die rationalen Zahlen umfasst. Da durch unsere Definition R
nicht aus Zahlen, sondern aus (Äquivalenzklassen von) Cauchy-Folgen besteht, formulieren
wir nun, in welchem Sinn Q ⊆ R zu verstehen ist.

Lemma 2.9 (Q ⊆ R). Die Abbildung Q → R, x 7→ (x, x, ...) (wobei (x, x, ...) die Folge ist,
die konstant x ist) ist injektiv.

Beweis. Klar.

Wir schreiben im Folgenden öfter x ∈ R. Damit ist gemeint, dass x die Äquivalenzklasse
einer Cauchy-Folge (xn)n=1,2,... mit Werten in Q ist. Zunächst zeigen wir die Körperstruktur5

von R.

Definition 2.10 (Addition und Multiplikation reeller Zahlen). Wir definieren auf R
die Operationen + und · mittels

(xn)n=1,2,... + (yn)n=1,2,... := (xn + yn)n=1,2,..., (2.2)

(xn)n=1,2,... · (yn)n=1,2,... := (xn · yn)n=1,2,....

5Aus der linearen Algebra ist bekannt: Ein Tripel (K,+, ·) ist ein Körper, wenn (i) (K,+) eine kommuta-
tive Gruppe mit 0 ∈ K als neutralem Element ist, (ii) (K \ {0}, ·) eine kommutative Gruppe mit neutralem
Element 1 ∈ K und (iii) das Distributivgesetz x · (y + z) = x · y + x · z für alle x, y, z ∈ K gilt.
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Weiter setzen wir

−(xn)n=1,2,... := (−xn)n=1,2,..., (2.3)

(xn)n=1,2,...
−1

:= (x−1
mn)n=1,2,..., falls (xn)x=1,2,... 6= 0, (2.4)

wobei m1,m2, ... die Folge der Indizes ist, für die xn 6= 0 gilt.

Bemerkung 2.11 (Wohldefiniertheit). Betrachten wir die Definition (2.2). Es fällt auf,
dass das Definiendum (die linke Seite) durch eine Äquivalenzklasse definiert wird. Diese
Definition ist jedoch nur möglich, wenn das Definiens (das Objekt auf der rechten Sei-
te) nicht von der Wahl von der Äquivalenzklassen-Elemente (xn)n=1,2,... ∈ (xn)n=1,2,... und

(yn)n=1,2,... ∈ (yn)n=1,2,... abhängt. (Seien (xn)n=1,2,... und (x′n)n=1,2,... Cauchy-Folgen in Q
mit (xn)n=1,2,... = (x′n)n=1,2,... und (yn)n=1,2,... wie in (2.2). Dann könnte es ja sein, dass

(xn + yn)n=1,2,... 6= (x′n + yn)n=1,2,.... In diesem Fall hätten wir (xn)n=1,2,... + (yn)n=1,2,... =

(x′n)n=1,2,... + (yn)n=1,2,... nicht gut definiert.)
Die Wohldefiniertheit der Addition und Multiplikation von Elementen in R folgt jedoch aus

Lemma 2.8.2. Etwa schreiben wir für (xn)n=1,2,..., (x
′
n)n=1,2,... mit (xn)n=1,2,... = (x′n)n=1,2,...

(xn + yn)n=1,2,... = (xn + yn)n=1,2,... +N
= ((x′n + yn)n=1,2,... + (xn − x′n)n=1,2,... +N
= ((x′n + yn)n=1,2,... +N = (x′n + yn)n=1,2,....

Somit hängt die rechte Seite von (2.2) nicht von der Wahl der Repräsentanten der Äquiva-
lenzklassen auf der linken Seite ab.

Proposition 2.12 (R ist ein Körper). Die Addition und Multiplikation aus Definition 2.10
sind wohldefiniert. Außerdem ist das Tripel (R,+, ·) mit den additiv und multiplikativ Inversen
aus (2.3) und (2.4) ein Körper.

Beweis. Die Wohldefiniertheit haben wir in der letzten Bemerkung eingesehen. Sei x =

(xn)n=1,2,.... Wir müssen noch zeigen, dass (xn)n=1,2,...
−1

für x 6= 0 in der Tat eine Cauchy-
Folge ist. Zunächst ist die Folge (mn)n=1,2,... nach Lemma 2.3 wohldefiniert. Sei ε > 0. Da
x 6= 0, gibt es ein δ > 0, so dass |xn| > δ für fast alle n gilt. (Andernfalls wäre ja (xn)n=1,2,...

eine Nullfolge und damit x = 0.) Weiter wählen wir N so groß, dass |xn − xm| < δ2ε für alle
n,m ≥ N . Dann gilt für fast alle m,n

|x−1
n − x−1

m | =
|xm − xn|
|xmxn|

<
δ2ε

δ2
= ε.

Nun übertragen sich die Körper-Eigenschaften von Q.

2.2 Ordnung und Vollständigkeit der reellen Zahlen

Wir kommen nun zu einer weiteren Eigenschaft der reellen Zahlen. Es ist nämlich möglich,
diese anzuordnen.

Definition 2.13 (Totale Ordnung). Sei M eine Menge. Eine Ordnung ≤ auf M ist eine
reflexive, antisymmetrische und transitive Relation. Gilt außerdem entweder x ≤ y oder y ≤ x
für alle x, y ∈M , so heißt ≤ eine totale Ordnung.



2.2 Ordnung und Vollständigkeit der reellen Zahlen 27

Beispiel 2.14. Wir haben in Beispiel 1.20 gesehen, dass das übliche ’≤’ eine totale Ordnung
auf Q definiert. Weiter haben wir bemerkt, dass für eine Menge M die Relation ’⊆’ auf 2M eine
Ordnung definiert. Diese ist jedoch nicht total; ist etwa M = {1, 2} sowie A = {1}, B = {2}
so ist weder A ⊆ B noch B ⊆ A.

Bemerkung 2.15. Für eine Ordnung ≤ auf einer Menge M schreiben wir natürlich m ≥ n
genau dann, wenn n ≤ m.

Definition 2.16 (Totale Ordnung auf R). Sei x := (xn)n=1,2,..., y := (yn)n=1,2,... ∈ R. Wir
setzen x ≤ y genau dann, wenn (yn−xn)n=1,2,... ∈ N∪P und x < y, falls (yn−xn)n=1,2,... ∈ P.
Weiter setzen wir

R+ := {x ∈ R : x ≥ 0} = {x = (xn)n=1,2,... : (xn)n=1,2,... ∈ N ∪ P}.

Lemma 2.17 (Eigenschaften der Ordnung auf R). Die Relation ’≤’ auf R ist eine totale
Ordnung. Seien x := (xn)n=1,2,... ∈ R und y := (yn)n=1,2,... ∈ R.

1. Es gilt eine der Relationen

x ≤ 0 oder − x ≤ 0.

Weiter ist x ≤ 0 und −x ≤ 0 genau dann, wenn x = 0.

2. Gilt x 6= 0, so ist xn 6= 0 für fast alle n ∈ N.

3. Aus 0 ≤ x und 0 ≤ y folgt 0 ≤ xy und 0 ≤ x+ y.

4. Für jedes x ∈ R gibt es ein n ∈ N mit x ≤ n.

Beweis. 1. Angenommen, x := (xn)n=1,2,... ist keine Nullfolge, d.h. x 6= 0, und ε > 0. Dann
ist |xn| > ε für fast alle n. Da (xn)n=1,2,... eine Cauchy-Folge ist, ist entweder xn > ε für
fast alle n oder xn < −ε für fast alle n. (Andernfalls wäre xn > ε für unendlich viele n und
xm < −ε für unendlich viele m. Andererseits gilt auch |xn − xm| < ε für m,n groß genug im
Widerspruch dazu.) Im ersten Fall gilt x ≥ ε, im zweiten Fall x ≤ −ε. Ist (xn)n=1,2,... eine
Nullfolge, dann gilt sowohl −x ≤ 0, x ≤ 0 als auch x = 0.
2. Wie soeben gesehen, ist x 6= 0 genau dann, wenn für jedes ε > 0 gilt, dass |xn| > ε für fast
alle n. Insbesondere ist dann xn 6= 0 für fast alle n.
3. Diese Rechenregeln folgen bereits aus den entsprechenden Rechenregeln für rationale Zah-
len, da xy = (xnyn)n=1,2,... und x+ y = (xn + yn)n=1,2,....
4. Dies folgt bereits aus Lemma 2.3.

Lemma 2.18 (Rechnen mit Ungleichungen).

1. Für x, z ∈ R mit x < z gibt es y ∈ Q mit x < y < z.6

2. Für x, z ∈ R mit x, z > 0 gibt es n ∈ N mit xn > z.

3. Für x, y ∈ R+ mit x > 1 gibt es n ∈ N mit xn > y.

4. Für x, y ∈ R+ mit x < 1 gibt es n ∈ N mit xn < y.

6Wir schreiben x < y < z anstatt (x < y) ∧ (y < z).
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Beweis. 1. Sei ε = z−x. Dann gibt es ein n ∈ N mit n > ε−1. Wie betrachten m := min{m′ :
m′/n > x} sowie y = m/n. Dann ist y > x nach Definition und außerdem y = m/n =
m−1
n + 1

n < x+ ε = z.
2. Klar, weil es ein n ∈ N gibt mit n > z/x.
3. Nach 2. gibt es ein n ∈ N mit (x− 1)n > y. Wir schreiben mit Proposition 1.39

xn = (1 + (x− 1))n > 1 + (x− 1)n > 1 + y > y.

4. Wegen 3. gibt es ein n ∈ N mit (1/x)n > 1/y. Daraus folgt aber auch xn < y.

Definition 2.19 (Intervall). Sei a, b ∈ R mit a < b. Dann ist

[a, b] := {x : a ≤ x ≤ b}

das abgeschlossene Intervall von a bis b,

(a, b] := {x : a < x ≤ b}

das (bei a) halboffene Intervall von a bis b,

[a, b) := {x : a ≤ x < b}

das (bei b) halboffene Intervall von a bis b,

(a, b) := {x : a < x < b}

das offene Intervall von a bis b.

Weiter bezeichne ∞ das Symbol unendlich sowie

[a,∞) := {x : x ≥ a},
(a,∞) := {x : x > a},

(−∞, b] := {x : x ≤ b},
(−∞, b) := {x : x < b}.

Lemma 2.20 (Intervallschachtelung). Seien [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3] ⊇ · · · eine abstei-
gende Folge von Intervallen mit (bn−an)n=1,2,... ∈ N und 7 cn ∈ [an, bn], n = 1, 2, .... Dann sind

(an)n=1,2,..., (bn)n=1,2,..., (cn)n=1,2,... Cauchy-Folgen und es gilt (an)n=1,2,... = (bn)n=1,2,... =

(cn)n=1,2,....

Bemerkung 2.21. Sei [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3] ⊇ · · · eine Intervallschachtelung, d.h.
(bn − an)n=1,2,... ∈ N . Dann existiert nach obiger Proposition genau ein x ∈ R mit am ≤ x ≤
bm,m = 1, 2, ....

Denn: Lemma 2.20 impliziert dass x := (an)n=1,2,... die einzige reelle Zahl mit am ≤ x ≤
bm,m = 1, 2, ... ist.

7Hier bedeutet cn ∈ [an, bn], n = 1, 2, ... genauer: ∀n = 0, 1, 2, ... : cn ∈ [an, bn].
Ein nachgestelltes “n = 0, 1, 2, ...” bedeutet also implizit, dass die vorangegangene Aussage für alle diese n gilt.



2.2 Ordnung und Vollständigkeit der reellen Zahlen 29

Beweis von Lemma 2.20. Für die erste Behauptung genügt es zu zeigen, dass (cn)n=1,2,... eine
Cauchy-Folge ist. Sei hierzu ε > 0 und N groß genug, so dass bn − an < ε für n > N . Dann
gilt |cm − cn| ≤ (bn − am) ∨ (bm − an) ≤ bn − an < ε für m > n. Damit ist (cn)0,1,2,... eine

Cauchy-Folge und bn − cn ≤ bn − an < ε. Damit ist auch (bn)n=1,2,... = (cn)n=1,2,... gezeigt.

Analog folgt (an)n=1,2,... = (cn)n=1,2,....

Proposition 2.22 (Vollständigkeit von R). Sei M ⊆ R eine nach oben beschränkte Teil-
menge von R (Dies ist nach Lemma 2.17.4 genau dann der Fall, wenn es ein N ∈ N gibt
mit x ≤ N für alle x ∈M .) Dann gibt es eine kleinste obere Schranke – genannt supM oder
Supremum – von M mit supM ∈ R.

Bemerkung 2.23 (Supremum, Infimum, Maximum und Minimum). 1. Betrachten
wir die Menge M = (−∞, 0). Diese ist nach oben beschränkt, da etwa x ≤ 1 für alle
x ∈M gilt. Weiter ist supM = 0, da (i) x ≤ 0 für alle x ∈M sowie (ii) (x ≤ d für alle
x ∈M)⇒ (d ≥ 0) gilt.

2. Analog zu supM kann man auch das Infimum einer nach unten beschränkten Menge
angeben. Ist M nach unten beschränkt, so ist −M nach oben beschränkt und wir setzen

inf M := − sup(−M).

3. Für M ⊆ R definieren wir, falls existent, minM und maxM genau wie in (2.1). Für eine
nach oben beschränkte Menge M ist entscheidend, dass immer maxM ∈M gelten muss.
Insbesondere existiert max(−∞, 0) nicht (denn es gibt kein x < 0 das ∀y < 0 : y ≤ x
erfüllt). Jedoch gibt es – siehe Proposition 2.22 – für nach oben beschränkte Mengen
immer supM ∈ R, welches die kleinste obere Schranke von M darstellt. Analog verhält
es sich mit minM und inf M für nach unten beschränkte Mengen M .

Beweis von Proposition 2.22. Sei a ∈ Q keine obere Schranke und b ∈ Q eine obere Schranke
von M . (Um a zu finden, betrachte etwa ein x ∈M und eine wachsende Cauchy-Folge in Q,
die gegen x wächst. Dann wählt man a als das erste Element dieser Folge. Um b zu finden,
erinnern wir daran, dass es ein n ∈ N gibt mit x ≤ n für alle x ∈ M . Wir können also
b := n wählen.) Wir verwenden nun das Prinzip der Intervallschachtelung. Definiere hierzu
[a1, b1] := [a, b] und m := (a+b)/2. Ist m eine obere Schranke, so setzen wir [a2, b2] := [a1,m];
ist m keine obere Schranke, so setzen wir [a2, b2] := [m, b1]. Dies tun wir, damit die obere
Intervallgrenze immer eine obere Schranke ist, die untere jedoch nicht. Wir fahren immer
weiter fort und konstruieren so die Intervalle [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3] ⊇ · · · . Es gilt nach
Konstruktion bn − an = (bn−1 − an−1)/2, n = 1, 2, ..., also auch bn − an = (b − a)2−n, d.h.
(bn − an)n=1,2,... ∈ N .

Wählen wir cn ∈ [an, bn], n = 1, 2, ..., so ist c := (cn)n=1,2,... nach Lemma 2.20 eine Cauchy-

Folge. (Man beachte, dass ebenfalls c := (an)n=1,2,... = (bn)n=1,2,... gilt.) Weiter behaupten
wir, dass c kleinste obere Schranke von M ist. Hierzu müssen wir zeigen, dass (i) c obere
Schranke ist und (ii) c kleiner oder gleich allen weiteren oberen Schranken von M ist.

Für (i) sei x ∈ M . Wir wählen eine aufsteigende Cauchy-Folge (xn)n=1,2,... mit x =

(xn)n=1,2,.... Dann ist (bn − xn)n=1,2,... ∈ N ∪ P nach Definition 2.16, also x ≤ c. Damit ist c
obere Schranke von M , da x ∈M beliebig war. Für (ii) sei d eine weitere obere Schranke von
M . Angenommen, es wäre c > d. Ohne Einschränkung ist d ∈ Q wegen Lemma 2.18.1. Nach
Konstruktion ist an ≤ d, n = 1, 2, ... (andernfalls wäre d keine obere Schranke) und damit
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gilt c = (an)n=1,2,... ≤ d im Widerspruch zu c > d. Also haben wir c ≤ d gezeigt, was in (ii)
behauptet war.

2.3 Darstellung reeller Zahlen

Von früher ist bereits bekannt, dass reelle Zahlen in Dezimalschreibweise dargestellt werden
können, also z.B.

π = 3.141592653589793238462643383279502884197169399375105820974944592307... (2.5)

Diese Art der Darstellung wollen wir nun für die im letzten Abschnitt definierten rellen Zahlen
angeben. Hierzu benötigen wir eine auch im folgenden wichtige Funktion.

Definition 2.24. Wir definieren die Abrundungsfunktion

[.] :

{
R → Z
x 7→ max{n ∈ Z : n ≤ x}.

Weiter sei b.c := [.] sowie

d.e :

{
R → Z
x 7→ min{n ∈ Z : n ≥ x}.

Damit ist bxc = [x] = dxe für x ∈ Z und bxc = [x] = dxe − 1 für x ∈ R \ Z.

Proposition 2.25 (Dezimaldarstellung von x ∈ [0, 10)). Für x ∈ [0, 10) definieren wir
n0 := [x] sowie ni := [10ix] − 10[10i−1x], i = 1, 2, ... Weiter sei (xn)n=0,1,2,... gegeben
durch

xn :=
n∑
i=0

ni10−i. (2.6)

Dann ist (xn)n=1,2,... eine Cauchy-Folge und es gilt x = (xn)n=1,2,.... Wir schreiben dann

n0.n1n2n3...

für die Dezimaldarstellung von x.

Beispiel 2.26 (Beispiel einer Dezimaldarstellung). Wir geben als Beispiel die Zahlen
n0, n1, n2, ... der Dezimaldarstellung von π. Zunächst ist

n0 = [π] = 3,

n1 = [10π − 30] = 1,

n2 = [100π − 310)] = 4,

· · ·

In diesem Sinne ist also (2.5) die Dezimalzahldarstellung von π.
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Beweis von Proposition 2.25. Klar ist, dass y − [y] ∈ [0, 1) für alle y ∈ R+. Deshalb ist
[10ix] − 10[10i−1x] = [10(10i−1 − [10i−1x])] ∈ {0, ..., 9} und (xn)n=0,1,2,... ist eine wachsende
Folge rationaler Zahlen. Weiter ist für m ≥ n

|xm − xn| =
m∑

i=n+1

ni10−i ≤ 9

m∑
i=n+1

10−i

= 9 · 10−n+1
m−n∑
i=0

10−i ≤ 9 · 10−n+1 1

1− 10−1

= 10−n

nach Proposition 1.38. Da es zu jedem ε > 0 nach Lemma 2.18.4 ein N gibt mit 10−N < ε
folgt, dass (xn)n=0,1,2,... eine Cauchy-Folge ist.

Um zu zeigen dass x = (xn)n=0,1,2,..., zeigen wir xn = 10−n[10nx]). Diese Aussage ist für
n = 0 klar. Gilt sie für ein n, so folgern wir

xn+1 = xn+1 − xn + xn = ([10n+1x]− 10[10nx])10−(n+1) + 10−n[10nx])

= 10−(n+1)[10n+1x],

woraus die Aussage nach vollständiger Induktion für alle n = 0, 1, 2, ... folgt. Damit ist auch x−
xn = 10−n(10nx− [10nx]) ≤ 10−n, also (x−xn)n=0,1,2,... ∈ N und somit x = (xn)n=0,1,2,....

Bemerkung 2.27 (Was ist 0.999 · · · ?). 1. Seien n0, n1, ... die Koeffizienten der Dezimal-
darstellung einer Zahl x ∈ [0, 10). Es stellt sich die Frage, ob alle Möglichkeiten für diese
Koeffizienten vorkommen können. Sei also etwa n0 = 0, n1 = n2 = n3 = · · · = 9. Ist
dann 0, 999 · · · die durch Proposition 2.25 gewonnene Darstellung einer Zahl x ∈ [0, 10)?

Nein! Um dies zu verstehen betrachten wir die Cauchy-Folge (xn)n=1,2,... mit xn =
1− 10−n, was genau der Definition von xn in (2.6) für n0 = 0, n1 = n2 = n3 = · · · = 9
entspricht. Klar ist, dass (1 − xn)n=1,2,... ∈ N ist, woraus folgt, dass 1 = (xn)n=1,2,....
Wäre nun 0.999 · · · die Dezimaldarstellung einer Zahl x ∈ [0, 10), so haben wir gesehen
dass x = 1 gelten muss. Die Darstellung der 1 ist jedoch n0 = 1, n1 = n2 = n3 = · · · = 0.
Insbesondere gibt es kein x ∈ [0, 10) mit der Dezimalzahldarstellung 0.999 · · · .

2. Es stellt sich nach 1. die Frage, welche Folgen (xn)n=0,1,2,... aus (2.6) mit n0, n1, ... ∈
{0, ..., } nicht als Dezimalzahldarstellung eines x ∈ [0, 10) auftreten können. Hier übelegt
man sich, dass genau die Folgen

M := {(ni)i=0,1,2,... : ∃N ∀k > N : nk = 9}

nicht vorkommen können.

Bemerkung 2.28 (Erweiterungen). 1. Der Einfachheit halber haben wir in Propositi-
on 2.25 die Darstellung im Dezimalsystem nur für x ∈ [0, 10) angegeben. Natürlich ist
klar, dass es auch für beliebige x ∈ R eine solche Darstellung gibt. Der Unterschied ist
nur, dass die Zahl vor dem Komma im Allgemeinen aus mehr als einer Stelle besteht.

2. Man kann jedes x ∈ R auch zu jeder beliebigen anderen Basis (die nicht unbedingt
10 sein muss) darstellen. Hierzu muss man lediglich eine Basis a ∈ {2, 3, ...} wählen
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und in Proposition 2.25 jedes Vorkommen von 10 durch a ersetzen (und eventuell die
Erweiterung auf alle reelle Zahlen aus 1. beachten). Wählt man etwa a = 2, so ist die
Binärdarstellung von π gegeben durch

π = 11.001001000011111101101010100010001000010110100110000...

2.4 Überarzählbarkeit von R

Nach Definition ist klar, dass N abzählbar ist. Weiter wissen wir aus Lemma 1.30, dass Q
abzählbar ist und aus Lemma 1.31, dass 2N überabzählbar ist. Wie steht es aber nun mit der
Menge der reellen Zahlen, R. Aus Lemma 2.18.1 wissen wir, dass zwischen zwei verschiedenen
reellen Zahlen eine rationale liegt. (Genauso liegt natürlich zwischen zwei verschiedenen ra-
tionalen Zahlen eine reelle Zahl.) Dies legt nahe, dass die Menge der reellen Zahlen ebenfalls
abzählbar ist. Dies ist jedoch nicht der Fall, wie wir nun zeigen werden. Weiter werden wir in
Proposition 2.30 zeigen, dass R und 2N gleichmächtig sind.

Proposition 2.29. Die Menge der reellen Zahlen R ist überabzählbar.

Beweis. Es genügt zu zeigen dass [0, 1] überabzählbar ist. Angenommen, [0, 1] ist abzählbar.
Dann ist [0, 1] = {x1, x2, ...} für eine geeignete Folge (xn)n=1,2,.... Wir konstruieren nun ein
x ∈ [0, 1] mit x 6= xn, n = 1, 2, ... Dies ist also im Widerspruch zu [0, 1] = {x1, x2, ...}, woraus
wir folgern dass die Abzählbarkeit von [0, 1] nicht stimmen kann.

Um x ∈ [0, 1] mit x 6= xn, n = 1, 2, ... zu konstruieren, definieren wir eine Intervall-
schachtelung. Hierzu sei I1 = [0, 1/3] oder I1 = [2/3, 1], so dass x1 /∈ I1. Rekursiv de-
finieren wir In+1 = [an+1, bn+1] ⊆ In = [an, bn] mittels In+1 = [an, 2an/3 + bn/3] oder
In+1 = [an/3 + 2bn/3, bn], so dass xn+1 /∈ In+1. (In Worten: wir dritteln das Intervall In
und wählen entweder das erste oder das dritte Drittel als In+1, je nachdem wann xn+1 /∈ In+1

gilt.) Auf diese Art und Weise erreichen wir eine Intervallschachtelung I1 ⊇ I2 ⊇ I3 · · · .
Nach Bemerkung 2.21 gibt es genau ein x ∈ [0, 1] mit x ∈ In, n = 1, 2, ... Allerdings gilt
auch xn /∈ In, also auch x 6= xn, n = 1, 2, .... Dies ist also der gewünschte Widerspruch zur
Abzählbarkeit von [0, 1].

Proposition 2.30 (Zu R gleichmächtige Mengen).

1. Die Mengen R, (0, 1), [0, 1), (0, 1] und [0, 1] sind gleichmächtig.

2. Die Mengen R und 2N sind gleichmächtig.

Bemerkung 2.31 (Ein falscher Beweis von 2.). Folgende Überlegung stellt fast einen
Beweis von 2. dar:

Beweisansatz von 2. Nach 1. genügt es zu zeigen, dass [0, 1) und 2N gleichmächtig sind. Hierzu
betrachten wir für x ∈ (0, 1) die Binärdarstellung, also xn =

∑n
i=1 ni(x)2−i für ni(x) =

[2ix]− 2[2i−1x]. Weiter definieren wir die Abbildung

h :

{
[0, 1) → 2N,

x 7→ {i : ni(x) = 1}.

Diese ist sicher injektiv (da zwei verschiedene Zahlen auch unterschiedliche Binärdarstellungen
haben) und surjektiv (da jede mögliche Binärdarstellung auch vorkommt). Damit sind [0, 1)
und 2N gleichmächtig.
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Leider stimmt es aber nicht, dass jede mögliche Zahlenfolge (ni)i=1,2,... in {0, 1} auch die
Binärdarstellung einer Zahl x ∈ [0, 1) liefert. In Bemerkung 2.27.2 haben wir nämlich festge-
stellt, dass genau die Folgen in der Menge

M := {(ni)i=1,2,... : ∃N ∀k > N : nk = 1} (2.7)

nicht vorkommen können.

Beweis von Proposition 2.30. 1. Wir beginnen mit der Gleichmächtigkeit von R und (0, 1).
Hierzu definieren wir die Abbildung8

f :


R → (0, 1)

x 7→

{
1
2e
x, x ≤ 0,

1− 1
2e
−x, x > 0.

Diese ist offenbar eine Bijektion, und damit sind R und (0, 1) gleichmächtig.

Um die Gleichmächtigkeit von (0, 1) und [0, 1) zu zeigen, definieren wir

g :


(0, 1) → [0, 1),

x 7→


0, x = 1

2 ,

2−(n+1), x = 2−n für ein n = 1, 2, ...,

x, sonst.

Wir stellen fest, dass g eine Bijektion ist, was die Behauptung zeigt. Die Gleichmächtigkeit
von [0, 1) und (0, 1] ist klar, da x 7→ 1−x eine Bijektion zwischen den beiden Mengen darstellt.
Die Gleichmächtigkeit von (0, 1] und [0, 1] zeigt man, indem man g mittels g(1) = 1 zu einer
Funktion (0, 1]→ [0, 1] erweitert.

2. Wir verwenden die Beweisidee aus Bemerkung 2.31. Insbesondere haben wir dort bereits
gesehen, dass es eine Bijektion h : [0, 1) → 2N \M mit M aus (2.7) gibt. Wichtig ist es zu
bemerken dass die Menge M abzählbar ist. Da es unendlich viele Primzahlen gibt, ist die
Menge der Primzahlen {2, 3, 5, ...} abzählbar. Es gibt also eine Bijektion {2, 3, 5...} →M . Mit
Hilfe dieser Bijektion erhalten wir nun auch eine Bijektion [0, 1) ∪ {2, 3, ...} → 2N. Es bleibt
also zu zeigen, dass es eine Bijektion [0, 1)∪ {2, 3, ...} → [0, 1) gibt. Diese lässt sich aber (mit
Hilfe desselben Tricks wie in der Definition von g) durch

[0, 1) ∪ {2, 3, 5, ...} → [0, 1),

x 7→


1
p , falls x = p ∈ {2, 3, 5, ...},
p−(j+1), falls x = p−j für ein p ∈ {2, 3, 5, ...} und j = 1, 2, ...,

x, sonst.

definieren. (Wir bemerken, dass wir in dieser Definition deswegen auf die Menge der Prim-
zahlen zurückgreifen, weil x = p−j nur für höchstens eine Primzahl p für ein j gilt.)

8Wir setzen hier die Kenntnis der Exponentialfunktion voraus. Wir werden die genaue Definition später
nachliefern.
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Bemerkung 2.32 (Kontinuumshypothese). Wir haben nun gelernt, dass (0, 1) und (da-
mit auch alle Intervalle) dieselbe Mächtigkeit wie R besitzen. Man kann sich fragen, was denn
die kleinsten, überabzählbaren Mengen sind. Insbesondere ist momentan noch nicht klar,
ob es überabzählbare Mengen gibt, die weniger mächtig wie R oder 2N sind. Georg Cantor
formulierte die folgende Kontinuumshypothese:

CH: Es gibt keine überabzählbare Menge, deren Mächtigkeit kleiner als die der
reellen Zahlen ist.

Erstaunlicherweise handelt es sich bei dieser Hypothese (im Rahmen der heute verwendeten
Mengenlehre) um eine unentscheidbare Aussage. Man hat nämlich zeigen können, dass die
Hypothese CH weder bewiesen noch widerlegt werden kann.

3 Folgen reeller Zahlen

Folgen rationaler Zahlen sind uns im letzten Kapitel oft begegnet. Wir erweitern unsere Un-
tersuchungen auf Folgen reeller Zahlen. Dabei richten wir unser Augenmerk vor allem auf
die Konvergenz von Folgen. Zentral ist hierbei der Begriff des Grenzwertes, den wir in Ab-
schnitt 3.1 beleuchten werden. Anschließend werden wir in Abschnitt 3.2 wichtige Rechenre-
geln für Grenzwerte kennen lernen und uns mit Konvergenz von Teilfolgen in Abschnitt 3.3
beschäftigen. Die uneigentliche Konvergenz, d.h. die Konvergenz gegen ±∞, ist abschließend
das Thema von Abschnitt 3.4.

3.1 Konvergenz von Folgen

Wir haben die reellen Zahlen als Äquivalenzklassen von Cauchy-Folgen kennen gelernt. In
diesem Sinn ist jede reelle Zahl der Grenzwert einer Cauchy-Folge in Q. Dies verallgemeinern
wir nun auf Folgen reeller Zahlen.

Definition 3.1 (Konvergenz, Limes). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen. Sie heißt
konvergent, wenn es eine Zahl x ∈ R gibt, so dass gilt: Für alle ε > 0 gilt |xn − x| < ε für
fast alle n. Anders ausgedrückt gilt

∃x ∈ R ∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n > N : |xn − x| < ε.

In diesem Fall heißt x der Grenzwert oder Limes der Folge (xn)n=1,2,.... Wir schreiben dann

lim
n→∞

xn = x oder xn
n→∞−−−→ x.

Eine gegen 0 konvergente Folge heißt auch Nullfolge. Ist die Folge nicht konvergent, so heißt
sie divergent.

Lemma 3.2 (Eindeutigkeit des Limes). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen und

x, y ∈ R, so dass xn
n→∞−−−→ x sowie xn

n→∞−−−→ y. Dann ist x = y.

Bemerkung 3.3 (Interpretation). Das Lemma bedeutet, dass der Begriff des Grenzwertes
wohldefiniert ist. (Wäre nämlich limn→∞ xn = x sowie limn→∞ xn = y mit x 6= y, dann wäre
unklar, welche reelle Zahl man mit limn→∞ xn genau bezeichnet.)
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Beweis. Angenommen, es wäre x 6= y. Wir setzen ε = |y − x|/2 > 0. Dann gibt es nach
Definition der Konvergenz ein N ∈ N, so dass für alle n > N gilt, dass |xn − x| < ε sowie
|xn − y| < ε. Daraus folgt 2ε = |y − x| = |y − xn + xn − x| ≤ |xn − y| + |xn − x| < 2ε und
damit ein Widerspruch.

Bemerkung 3.4 (Notation, sup, inf). In Proposition 2.22 haben wir bereits für eine nach
oben beschränkte Menge A ⊆ R die Schreibweise supA für die kleinste obere Schranke von A
kennen gelernt. Dies erweitern wir auf nach oben unbeschränkte Mengen, indem wir supA =
∞ setzen, falls A nicht nach oben beschränkt ist. Weiter ist inf A = −∞, falls A nicht
nach unten beschränkt ist. Manchmal benötigt man noch sup ∅ = −∞ und inf ∅ = ∞. Ist
A = {f(m) : m ∈ I} für eine Menge I und eine Funktion f , so schreiben wir manchmal auch
supm∈I f(m) := supA und infm∈I f(m) := inf A. (Insbesondere ist für eine Folge (xn)n=1,2,...

reeller Zahlen supn∈N xn := sup{x1, x2, ...}.)

Proposition 3.5 (Konvergenz monotoner Folgen). Jede beschränkte monotone Folge
(xn)n=1,2,... konvergiert. Ist (xn)n=1,2,... wachsend, so konvergiert sie gegen supn∈N xn, ist sie
fallend, dann gegen infn∈N xn.

Beweis. Es genügt die Behauptung für wachsendes (xn)n=1,2,... zu zeigen. Der Fall fallender
(xn)n=1,2,... folgt daraus durch Übergang zu der Folge (−xn)n=1,2,... Sei also (xn)n=1,2,... wach-
send und x = supn∈N xn sowie ε > 0. Da x die kleinste obere Schranke von {x1, x2, ...} ist,
gibt es ein N ∈ N mit |x − xN | < ε. Wegen der Monotonie von (xn)n=1,2,... gilt damit auch
|x− xn| < ε für alle n > N .

Theorem 3.6 (Wichtige Grenzwerte).

1. Ist s > 0, so ist limn→∞ n
−s = 0.

2. Ist x > 0, so gilt limn→∞ x
1/n = 1.

3. Es gilt limn→∞ n
1/n = 1.

4. Für |x| < 1 ist limn→∞ x
n = 0.

5. Sei k ∈ N und |x| > 1, so gilt limn→∞
nk

xn = 0.

Beweis. 1. Sei ε > 0. Dann gilt für n > N := dε−1/se, dass 0 < n−s < N−s ≤ ε.
2. Sei xn := x1/n − 1. Dann gilt mit Proposition 1.39, dass x = (1 + xn)n ≥ 1 + nxn > nxn,
also auch xn < x/n. Für ε > 0 und n > N := x/ε folgt daraus, dass x1/n − 1 = xn < ε.
3. Sei xn := n1/n − 1 ≥ 0. Mit Proposition 1.40 gilt

n = (1 + xn)n ≥ 1 +

(
n

2

)
x2
n,

also n − 1 ≥ n(n − 1)x2
n/2, d.h. xn ≤

√
2/n. Für ε > 0 und n > N := 2/ε2 gilt damit

|n1/n − 1| = xn < ε.
4. ist klar nach Lemma 2.18.4.
5. OBdA ist x > 1. Sei z := x − 1 > 0. Die Binomische Formel, Proposition 1.40, ergibt für
n > 2k

(1 + z)n >

(
n

k + 1

)
zk+1 =

n(n− 1) · · · (n− k)

(k + 1)!
zk+1 >

nk+1zk+1

2k+1(k + 1)!
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und damit

nk

xn
<

2k+1(k + 1)!

zk+1
· 1

n
.

Sei ε > 0. Dann gilt für n > N := max{2k+1(k + 1)!/(εzk+1), 2k}, dass |nk/xn| < ε.

3.2 Rechenregeln

Oftmals geht es in der Mathematik um das Vertauschen von Operationen. In diesem Abschnitt
beschäftigt uns beispielsweise die Vertauschung von Grenzwertbildung und den Grundrechen-
arten.

Proposition 3.7 (Grundrechenarten von Grenzwerten). Seien (xn)n=1,2,... und (yn)n=1,2,...

reellwertige, konvergente Folgen mit limn→∞ xn = x, limn→∞ yn = y. Dann gilt:

1. limn→∞ |xn| = |x|,

2. limn→∞ xn + yn = x+ y,

3. limn→∞ xn · yn = x · y,

4. limn→∞ xn/yn = x/y, falls y 6= 0. In diesem Fall ist yn 6= 0 für fast alle n.

Beweis. 1. Dies folgt sofort aus ||xn| − |x|| ≤ |xn − x|.
2. Für ε > 0 gibt es ein N ∈ N, so dass |xn − x| < ε/2 und |yn − y| < ε/2 für n > N . Damit
gilt

|xn + yn − (x+ y)| ≤ |xn − x|+ |yn − y| < ε.

3. Wie im Beweis von Lemma 2.3 ist (xn)n=1,2,... beschränkt, also etwa |xn| ≤ c für alle
n = 1, 2, ... Sei ε > 0 und N so groß, dass |xn − x| < ε/(2|y|) und |yn − y| < ε/(2c) für alle
n > N . Dann gilt

|xnyn − xy| = |xn(yn − y) + y(xn − x)| ≤ c|yn − y|+ |y| · |xn − x| < ε.

4. Wir zeigen zunächst, dass 1/yn
n→∞−−−→ 1/y. Aus 3. folgt dann die Behauptung. Hierzu gehen

wir wie im Beweis von Proposition 2.12 vor. Zunächst wählen wir δ > 0 und N ′ ∈ N, so dass
yn > δ für alle n > N ′. Weiter sei N ∈ N so, dass |yn − y| < δ2ε für n > N gilt. Damit gilt
für n > N ∨N ′ ∣∣∣ 1

yn
− 1

y

∣∣∣ =
|yn − y|
|yny|

<
δ2ε

δ2
= ε.

Beispiel 3.8. Sei a0, ..., ak, b0, ..., bk ∈ R und bk 6= 0. Dann ist

lim
n→∞

akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a0

bknk + bk−1nk−1 + · · ·+ b0
=
ak
bk
.

Denn: Nach Theorem 3.6.1 ist a`n
`−k, b`n

`−k n→∞−−−→ 0 für k < `. Mit Proposition 3.7.2 folgt,
dass ak + ak−1n

−1 + · · ·+ a0n
−k n→∞−−−→ ak. Wegen Proposition 3.7.4 folgt daraus

lim
n→∞

akn
k + ak−1n

k−1 + · · ·+ a0

bknk + bk−1nk−1 + · · ·+ b0
= lim

n→∞

ak + ak−1n
−1 + · · ·+ a0n

−k

bk + bk−1n−1 + · · ·+ b0n−k
=
ak
bk
.
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Proposition 3.9 (Ordnung von Grenzwerten). Seien (xn)n=1,2,..., (yn)n=1,2,..., (zn)n=1,2,...

reellwertige, konvergente Folgen mit limn→∞ xn = x, limn→∞ yn = y, limn→∞ zn = z.

1. Gilt xn ≤ yn für fast alle n, so gilt x ≤ y.

2. Liegen fast alle xn in einem Intervall [a, b], so ist x ∈ [a, b].

3. Gilt xn ≤ yn ≤ zn für fast alle n und x = z, so ist auch x = y = z.

Beweis. 1. Für ε > 0 gibt es ein N ∈ N, so dass x− ε < xn ≤ yn < y + ε für n > N . Hieraus
folgt x− y < 2ε. Da ε > 0 beliebig war, folgt x− y ≤ 0.
2. Setzt man yn = b, n = 1, 2, ..., dann folgt x ≤ b. Analog folgert man x ≥ a, woraus die
Behauptung folgt.
3. Nach 1. ist y ≤ z und y ≥ x. Daraus folgt die Behauptung.

3.3 Häufungspunkte von Folgen

Geht man von Folgen zu Teilfolgen über, so können sich viele mögliche Grenzwerte ergeben.
Diese nennt man dann Häufungspunkte der Folge, die nun definiert werden.

Definition 3.10 (Teilfolge, Häufungspunkt). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen.

1. Ist (kn)n=1,2,... eine wachsende Folge natürlicher Zahlen, so heißt (xkn)n=1,2,... eine Teil-
folge von (xn)n=1,2,....

2. Ein x ∈ R heißt Häufungspunkt von (xn)n=1,2,..., falls es eine Teilfolge (xkn)n=1,2,... gibt
mit limn→∞ xkn = x.

Beispiel 3.11. 1. Sei xn = (−1)n, d.h. x1 = −1, x2 = 1, x3 = −1, x4 = 1, .... Dann hat
(xn)n=1,2,... genau die Häufungspunkte 1 und -1. Schließlich ist limn→∞ x2n = 1 und
limn→∞ x2n+1 = −1.

2. Die Folge (xn)n=1,2,... mit xn = n hat keinen Häufungspunkt.

Lemma 3.12 (Charakterisierung von Häufungspunkten). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge
reeller Zahlen und x ∈ R. Dann sind äquivalent:

1. Es ist x ein Häufungspunkt von (xn)n=1,2,...

2. Für jedes ε > 0 gilt |xn − x| < ε für unendlich viele n.

Beweis. 1.⇒2.: Sei (xkn)n=1,2,... eine gegen x konvergente Teilfolge und ε > 0. Nach Definition
der Konvergenz gilt dann |xkn − x| < ε für fast alle (und damit für unendlich viele) n. Da
(xkn)n=1,2,... eine Teilfolge ist, heißt dies insbesondere, dass 2. gilt.
2.⇒1.: Sei (εn)n=1,2,... eine fallende Nullfolge9. Wir definieren

k1 := min{` : |x` − x| < ε1}

und rekursiv

kn+1 := min{` > kn : |x` − x| < εn}.

Sei nun ε > 0. Da (εn)n=1,2,... eine Nullfolge ist, gibt es nun ein N ∈ N mit εn < ε für alle
n > N . Daraus folgt für solche n, dass |xkn −x| < εn < ε. Daraus folgt, dass limn→∞ xkn = x
und die Behauptung ist gezeigt.

9Hierfür schreibt man oft auch εn ↓ 0.
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Theorem 3.13 (Satz von Bolzano-Weierstrass). Jede beschränkte Folge reeller Zahlen
(xn)n=1,2,... besitzt einen Häufungspunkt. Für den größten (kleinsten) Häufungspunkt x∗ (x∗)
und ε > 0 gilt, dass xn < x∗+ ε (xn > x∗− ε) für fast alle n. Wir setzen den Limes superior
und Limes inferior

lim sup
n→∞

xn := x∗, lim inf
n→∞

xn := x∗.

Es gilt

lim sup
n→∞

xn = inf
k∈N

sup
n>k

xn, lim inf
n→∞

xn = sup
k∈N

inf
n>k

xn. (3.1)

Beweis. Wir zeigen, dass es einen größten Häufungspunkt der Folge (xn)n=1,2,... gibt. Hierfür
benutzen wir das Prinzip der Intervallschachtelung aus Lemma 2.20. Sei hierzu a1, b1, so dass
xn ∈ [a1, b1], n = 1, 2, ... (Ein solches Intervall gibt es wegen der Beschränktheit der Folge
(xn)n=1,2,....) Rekursiv definieren wir nun Intervalle [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3]... Sei zunächst
m1 = (a1 + b1)/2. Gilt xn ≤ m1 für fast alle n, so setzen wir [a2, b2] := [a1,m1]. (In diesem
Fall findet sich nämlich offensichtlich keine Teilfolge, deren Grenzwert größer als m1 ist.)
Andernfalls ist xn ≤ m1 für unendlich viele n (womit es eine Teilfolge geben kann, deren
Grenzwert größer als m1 ist) und wir setzen [a2, b2] := [m1, b1]. Rekursiv liefert das eine Folge
von Intervallen [a1, b1] ⊇ [a2, b2] ⊇ [a3, b3]..., so dass für alle k gilt, dass

(i) xn ≤ bk für fast alle n,

(ii) xn ≥ ak für unendlich viele n.

Insbesondere gilt also xn ∈ [ak, bk] für unendlich viele n, es gibt also eine Teilfolge (xkn)n=1,2,...,
für die sowohl (i) als auch (ii) für alle n = 1, 2, ... gilt. Nach dem Prinzip der Intervallschachte-
lung gibt es genau eine Zahl x∗ ∈ R, die in allen Intervallen liegt, also x∗ ∈ [ak, bk], k = 1, 2, ...

Sei nun ε > 0. Dann ist (−∞, bk] ⊆ (−∞, x∗ + ε) für fast alle k. Da xn ≤ bk für fast alle
n, gilt auch

xn < x∗ + ε für fast alle n. (3.2)

Damit ist insbesondere x∗ der größte Häufungspunkt. Andernfalls gäbe es nämlich ein x∗∗ >
x∗ und eine Teilfolge (x`n)n=1,2,... mit limn→∞ x`n = x∗∗. Damit müsste mit ε = (x∗∗ − x∗)/2
auch x`n > x∗ + ε für unendlich viele n gelten im Widerspruch zu (3.2).

Es bleibt noch, (3.1) zu zeigen. Klar ist, dass (supn>k xn)k=1,2,... eine monoton nicht-
wachsende Folge ist. Nun gibt es zwei Fälle: (i) es gibt unendlich viele k mit xk supn≥k xn und
xk > supn>k xn oder (ii) k 7→ supn>k xn ist für alle k > K konstant für ein geeignetes K, d.h.
für jedes k gibt es ein ` > k mit x` ≥ xk. Im Fall (i) gibt es eine Teilfolge (supn>ik xn)k=1,2,...

mit supn>ik xn = xik , k = 1, 2, .... Damit ist (xik)k=1,2,... eine konvergente Teilfolge und
infk∈N supn>k xn ein Häufungspunkt der Folge (xn)n=1,2,.... Außerdem ist klar, dass xn ≤
supk≥n xk und damit für jedes ε > 0 gilt, dass xn < infn∈N supk≥n xk+ε für fast alle n. Genau
wie oben ist damit infk∈N supn>k xn der größte Häufungspunkt von (xn)n=1,2,... womit (3.1)
gezeigt ist. Für (ii) ist infn∈N supk≥n xk = supk≥K xk. Definieren wir rekursiv i1 = K, ik+1 =
min{i > ik : xi > xik}, so ist klar, dass supk≥K xk der größte Häufungspunkt von (xn)n=1,2,...

ist, womit (3.1) gezeigt ist.
Die Aussagen über die kleinsten Häufungspunkte folgen, wenn wir zur Folge (−xn)n=1,2,...

übergehen.
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Korollar 3.14. Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen und x ∈ R. Dann sind äquivalent:

1. Es gilt limn→∞ xn = x.

2. Es gilt lim infn→∞ xn = lim supn→∞ xn = x.

3. Die Folge (xn)n=1,2,... ist beschränkt und hat genau x als Häufungspunkt.

Beweis. 1.⇒2.: Für ε > 0 gibt es ein N ∈ N, so dass |xn − x| < ε für n > N . Damit gibt es
ein k ∈ N mit infn>k xn > x − ε, also auch lim infn→∞ xn ≥ x − ε. Da ε > 0 beliebig war,
muss also lim infn→∞ xn ≥ x gelten. Analog folgt lim supn→∞ xn ≤ x. Also gilt

x ≤ lim inf
n→∞

xn ≤ lim sup
n→∞

xn ≤ x,

woraus 2. folgt.
2.⇒3.: Nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass ist der kleinste Häufungspunkt der Folge
identisch mit dem größten Häufungspunkt. Deswegen kann es nur einen Häufungspunkt geben.
3.⇒1.: Sei ε > 0. Wenn es genau einen Häufungspunkt gibt, folgt nach Lemma 3.12, dass es
nur ein x ∈ R gibt, so dass |xn − x| < ε für unendlich viele n ∈ N. Dies bedeutet aber wegen
der Beschränktheit der Folge, dass |xn − x| < ε für fast alle n ∈ N. Da ε > 0 beliebig war,
folgt 1.

Proposition 3.15 (Jede Cauchy-Folge in R konvergiert). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge
reeller Zahlen. Dann sind äquivalent:

1. Die Folge (xn)n=1,2,... ist Cauchy, d.h.

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n,m > N : |xn − xm| < ε.

2. Es gibt ein x ∈ R mit limn→∞ xn = x.

Beweis. 1.⇒2.: Wir haben bereits in Lemma 2.3 gesehen, dass (xn)n=1,2,... beschränkt ist.
Nach Theorem 3.13 gibt es also eine konvergente Teilfolge, d.h. ein x ∈ R und (xkn)n=1,2,...,

so dass xkn
n→∞−−−→ x. Sei nun ε > 0. Dann gibt es ein N ∈ N, so dass für alle n > N

gilt, dass |xn − xkn | < ε/2 (da kn ≥ n) und |xkn − x| < ε/2. Daraus folgt nun |xn − x| =
|xn − xkn + xkn − x| ≤ |xn − xkn | + |xkn − x| < ε/2 + ε/2 = ε und wir haben xn

n→∞−−−→ x
gezeigt.

2.⇒1.: Für ε > 0 gibt es ein N ∈ N, so dass |xn−x| < ε/2 für alle n > N gilt. Daraus folgt
nun für m,n > N , dass |xn−xm| = |xn−x+x−xm| ≤ |xn−x|+ |xm−x| < ε/2+ε/2 = ε.

Bemerkung 3.16 (Landau-Symbole). Seien (xn)n=1,2,... und (yn)n=1,2,... Folgen reeller
Zahlen. Wir schreiben

xn = O(yn), falls lim sup
n→∞

∣∣∣xn
yn

∣∣∣ <∞,
xn = o(yn), falls lim sup

n→∞

xn
yn

= 0,

xn = Ω(yn), falls 0 < lim inf
n→∞

∣∣∣xn
yn

∣∣∣ ≤ lim sup
n→∞

∣∣∣xn
yn

∣∣∣ <∞.
Beispielsweise ist n = o(n2), n = Ω(2n), sowie nk = o(xn) für x > 1 nach Theorem 3.6.5.
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3.4 Uneigentliche Konvergenz

Wir haben bereits in Definition 2.19 das Symbol ∞ kennen gelernt. Wir setzen nun

R := R ∪ {−∞,∞}

und erinnern daran, dass x < ∞ und x > −∞ für jedes x ∈ R gilt. Wir untersuchen nun
Konvergenz in R, die auch uneigentliche Konvergenz heißt, weil ∞ und −∞ als Grenzwerte
zugelassen sind.

Definition 3.17 (In R konvergente Folgen). Eine R-wertige Folge (xn)n=1,2,... konvergiert
(in R) gegen ∞, wenn

∀K > 0 ∃N ∈ N ∀n > N : xn ≥ K.

In diesem Fall schreiben wir limn→∞ xn =∞. Die Folge (xn)n=1,2,... konvergiert (in R) gegen
−∞, wenn (−xn)n=1,2,... (in R) gegen ∞ konvergiert.

Beispiel 3.18.

1. Die Folge (xn)n=1,2,... konvergiert für x > 1 nach Lemma 2.18.3 gegen ∞.

2. Ist (xn)n=1,2,... eine Nullfolge positiver Zahlen x1, x2, ..., so konvergiert (1/xn)n=1,2,...

gegen ∞.

Denn: Sei K > 0. Dann gibt es ein N ∈ N, so dass 0 ≤ xn < 1/K für n > N gilt. Dann
gilt aber auch 1/xn > K.

Bemerkung 3.19 (Rechenregeln für Konvergenz in R). Nicht alle Sätze für Konvergenz
gegen x ∈ R übertragen sich auf Konvergenz in R gegen ∞ (bzw. −∞). Grundlegend ist
immer, dass die Rechenregeln für reelle Zahlen (+, ·) nicht auf ganz R̄ übertragen werden
können. Es gilt

∞+∞ =∞, ∞ ·∞ =∞, 1/∞ = 0

(und analoge Aussagen für negative Zahlen in R), jedoch lassen sich

∞−∞, ∞
∞
, 0 · ∞

nicht so definieren, dass die in Proposition 3.7 aufgestellten Rechenregeln weiterhin gelten. 2.
gilt nämlich nur, falls {x, y} 6= {−∞,∞}. Etwa ist limn→∞ 2n =∞, limn→∞−n = −∞, und
limn→∞ 2n−n =∞, aber limn→∞ n−2n = −∞. Gilt bei 3. dass x = 0 und limn→∞ yn =∞,
so kann limn→∞ xn · yn je nach genauer Form der Folgen (xn)n=1,2,... und (yn)n=1,2,... Werte
x ∈ [0,∞] annehmen. Etwa ist limn→∞ n

−1 ·n2 =∞, limn→∞ n
−1 ·cn = c, limn→∞ n

−2 ·n = 0.

Bemerkung 3.20 (Häufungspunkte in R). Bisher können nur Werte in R Häufungspunkte
von Folgen sein. Wir sagen aber nun auch, dass∞ ein Häufungspunkt einer reellwertigen Folge
(xn)n=1,2,... ist, falls

∀K > 0 : xn > K für unendlich viele n

(und analog für −∞.)

Wir können in R den Limes superior und Limes inferior genau wie in Theorem 3.13 mittels

lim inf
n→∞

xn := sup
k∈N

inf
n>k

xn, lim sup
n→∞

xn := inf
k∈N

sup
n>k

xn

definieren. In diesem Fall überträgt sich Korollar 3.14 wiefolgt:
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Korollar 3.21. Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen und x ∈ R. Dann sind äquivalent:

1. Es gibt ein x ∈ R mit limn→∞ xn = x.

2. Es gilt lim infn→∞ xn = lim supn→∞ xn = x.

3. Die Folge (xn)n=1,2,... hat genau x als Häufungspunkt.

Beweis. Übung.

4 Reihen

Als Reihe bezeichnet man eine (unendliche) Summe reeller Zahlen, die wir in Abschnitt 4.1
einführen. Diese sind grundlegend für viele Inhalte der Analysis, etwa die Integralrechnung.
Wir besprechen hier vor allem die Konvergenz von Reihen (Abschnitt 4.2). Hier gibt es wesent-
lich mehr Kriterien als bei den Folgen, die herangezogen werden können, um die Konvergenz
zu Reihen zu zeigen. Viele hiervon basieren auf der absoluten Konvergenz (Abschnitt 4.3).

4.1 Grundlegendes

Definition 4.1 (Reihe). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen. Dann nennen wir (sn)n=1,2,...

mit

sn :=

n∑
k=1

xk

die Folge der Partialsummen der Folge (xn)n=1,2,... oder auch (unendliche) Reihe. Manchmal
bezeichnet man mit

∑∞
k=1 xk auch die Folge (sn)n=1,2,.... Die x1, x2, ... heißen Glieder der

Reihe
∑∞

k=1 xk. Ist die Folge der Partialsummen konvergent, so schreiben wir

∞∑
k=1

xk := lim
n→∞

sn.

(Man beachte, dass also
∑∞

k=1 xk sowohl die Reihe als auch deren Grenzwert bezeichnet.)

Konvergiert die Folge der Partialsummen uneigentlich gegen ∞ oder −∞, so schreiben
wir

∑∞
k=1 xk = ∞ bzw.

∑∞
k=1 xk = −∞. Für i ∈ N definieren wir analog

∑∞
k=i xk für die

Folge der Partialsummen (
∑n

k=i xk)n=i,i+1,...

Proposition 4.2 (Geometrische Reihe). Sei x ∈ (−1, 1). Dann gilt

∞∑
i=0

xi =
1

1− x
.

Beweis. Mit Proposition 1.38 und Proposition 3.7 ist

∞∑
n=0

xn = lim
N→∞

N∑
n=0

xn = lim
N→∞

1− xN+1

1− x
=

1

1− x
.
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Proposition 4.3 (Divergenz der harmonischen Reihe). Es gilt

∞∑
n=1

1

n
=∞.

Beweis. Sei N ∈ N. Wir schreiben

2N∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+
(1

3
+

1

4

)
+
(1

5
+ · · ·+ 1

8

)
+ · · ·+

( 1

2N−1
+

1

2N−1 + 1
+ · · ·+ 1

2N

)
≥ 1 +

1

2
+ 2 · 1

4
+ 4 · 1

8
+ · · · 2N−1 · 1

2N
= 1 +

N

2
.

Hieraus folgt leicht die behauptete Divergenz.

Lemma 4.4. Es gilt
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= 1.

Beweis. Wir schreiben

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

1

n(n+ 1)
= lim

N→∞

N∑
n=1

1

n
− 1

n+ 1

= 1− 1

2
+

1

2
− 1

3
+

1

3
− 1

4
+ · · · − 1

N + 1

= lim
N→∞

1− 1

N + 1
= 1

4.2 Konvergenzkriterien

Wir wollen nun hinreichende Bedingungen für die Konvergenz einer Reihe aufstellen. Hierbei
werden uns die schon bewiesenen Aussagen über Folgen helfen. Ein oft verwendetes Kriterium
ist das Leibniz-Kriterium (Theorem 4.10) für alterniernede Reihen.

Lemma 4.5 (Cauchy-Kriterium). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller Zahlen. Dann konver-
giert

∑∞
n=1 xn genau dann, wenn es für alle ε > 0 ein N ∈ N gibt, so dass für alle m > n > N

gilt, dass

|sn − sm| = |xm+1 + · · ·xn| < ε.

Beweis. Klar nach Proposition 3.15.

Das Cauchy-Kriterium liefert eine notwendige und hinreichende Bedingung für die Konvergenz
von Reihen. Nun möchten wir auf eine weitere notwendige (aber nicht hinerichende; siehe
Proposition 4.3) Bedingung für die Konvergenz einer Reihe hinweisen.

Lemma 4.6 (Notwendige Bedingung für Konvergenz). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge re-

eller Zahlen, so dass
∑∞

n=1 xn konvergiert. Dann gilt xn
n→∞−−−→ 0.
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Beweis. Sei sN :=
∑N

n=1 xn, also sN
N→∞−−−−→ s für ein s ∈ R. Wir verwenden Proposition 3.7

mittels

lim
N→∞

xN = lim
N→∞

sN − sN−1 = s− s = 0.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Lemma 4.7. Sei (xn)n=1,2,... eine R+-wertige Folge. Dann konvergiert
∑∞

n=1 xn genau dann,

wenn die Folge der Partialsummen, (
∑N

n=1 xn)N=1,2,... beschränkt ist, also wenn
∑∞

n=1 xn <
∞.

Beweis. Klar nach Proposition 3.5.

Proposition 4.8. Sei s > 0. Dann gilt

∞∑
n=1

1

ns

{
=∞, falls s ≤ 1,

<∞, falls s > 1.

Beweis. Sei zunächst s ≤ 1. Dann ist 1/ns ≥ 1/n, also
∑N

n=1 1/ns ≥
∑N

n=1 1/n
N→∞−−−−→ ∞.

Damit ist die Divergenz im Fall s ≤ 1 gezeigt. Für s > 1 sei N ∈ N. Wir schreiben

2N−1∑
n=1

1

ns
= 1 +

( 1

2s
+

1

3s

)
+
( 1

4s
+ · · ·+ 1

7s

)
+ · · ·

+
( 1

(2N−1)s
+

1

(2N−1 + 1)s
+ · · ·+ 1

(2N − 1)s

)
≤ 1 + 2 · 1

2s
+ 4 · 1

4s
+ · · ·+ 2N−1 · 1

2s(N−1)

= 1 + 2−(s−1) + (2−(s−1))2 + · · ·+ (2−(s−1))N−1 =

N−1∑
n=0

2−(s−1)

N→∞−−−−→ 1

1− 2−(s−1)n

nach Proposition 4.2. Insbesondere ist die linke Seite endlich, woraus die Konvergenz folgt.

Bemerkung 4.9 (ζ-Funktion). Sie Abbildung

ζ : s 7→
∞∑
n=1

1

ns

heißt auch Riemann’sche ζ-Funktion. Nach der letzten Proposition nimmt sie genau im Bereich
s ∈ (1,∞) endliche Werte an. Euler fand als erstes den numerischen Wert

ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Weitere Werte für gerade s wurden ebenfalls berechnet. Für ungerade s sind jedoch die ge-
nauen numberischen Werte der ζ-Funktion unbekannt.
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Wir kommen nun noch zu einem Konvergenzkriterium für alternierende Reihen. Dies sind
Reihen, deren Glieder abwechselndes Vorzeichen haben.

Theorem 4.10 (Leibniz-Kriterium für alternierende Reihen). Sei (xn)n=0,1,... eine

monotone fallende Nullfolge und sN :=
∑N

n=0(−1)nxn. Dann gilt:

1. (sN )N=1,2,... konvergiert.

2. Ist sN
N→∞−−−−→ s, dann gilt |s− sN | ≤ xN+1.

Beweis. Zunächst bemerken wir, dass sN+2 − sN = (−1)N (xN+2 − xN+1). Für N ungerade
folgt daraus sN+2 ∈ [sN , sN+1], für N gerade ist hingegen sN+2 ∈ [sN+1, sN ]. Also gilt für
alle N

sN+2 ∈ [sN ∧ sN+1, sN ∨ sN+1].

Damit ist AN := [sN ∧ sN+1, sN ∨ sN+1], N = 1, 2, ... eine Intervallschachtelung mit sN ∨
sN+1 − sN ∧ sN+1 = xN+1 ↓ 0. Also gibt es genau ein s mit s ∈ AN , N = 1, 2, ..., woraus 1.
folgt. Weiter liegt nach Konstruktion s zwischen sN und sN+1, woraus 2. folgt, da |s− sN | ≤
|sN+1 − sN | = xN+1.

4.3 Absolute Konvergenz von Reihen

Wir lernen nun einige Kriterien für die Konvergenz von Reihen kennen, insbesondere das
Quotientenkriterium (Theorem 4.15) und das Wurzelkriterium (Theorem 4.17). Diese liefern
sogar die absolute Konvergenz von Reihen, die wir zunächst definieren wollen.

Definition 4.11 (Abolute Konvergenz). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge und sN :=
∑N

n=1 xn.
Dann heißt die Reihe (sN )N=1,2,... absolut konvergent, wenn

∑∞
n=1 |xn| konvergiert.

Alle der nun folgenden Kriterien für absolute Konvergenz basieren auf folgender wichtigen
Aussage.

Theorem 4.12 (Majorantenkriterium). Seien (xn)n=1,2,... und (yn)n=1,2,... Folgen und
y1, y2, ... ≥ 0. Außerdem existiere ein N , so dass |xn| ≤ yn für n ≥ N gilt. Dann gilt:

1. Konvergiert
∑∞

n=1 yn, so konvergiert
∑∞

n=1 xn absolut und es gilt∣∣∣ ∞∑
n=N

xn

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=N

yn.

2. Divergiert
∑∞

n=1 xn, so divergiert auch
∑∞

n=1 yn.

Beweis. Es genügt 1. zu zeigen. Sei ε > 0. Da
∑∞

n=1 yn konvergiert, gibt es mit dem Cauchy-

Kriterium für Reihen (Lemma 4.5) ein N ′ ≥ N , so dass
∑m′

n=m yn < ε für m′ > m ≥ N ′ gilt.

Daraus folgt auch
∣∣∣∑m′

n=m xn

∣∣∣ ≤ ε. Mit anderen Worten erfüllt auch
∑∞

n=1 xn das Cauchy-

Konvergenzkriterium. Außerdem gilt∣∣∣ ∞∑
n=N

xn

∣∣∣ = lim
M→∞

∣∣∣ M∑
n=N

xn

∣∣∣ ≤ lim
M→∞

M∑
n=N

yn =

∞∑
n=N

yn.
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Beispiel 4.13. 1. Für 0 < x < 1 konvergiert die Reihe

∞∑
n=1

x(n2).

Es gilt nämlich n2 > n für alle n und damit xn
2 ≤ xn. Außerdem haben wir in Propo-

sition 4.2 die Konvergenz von
∑∞

n=1 x
n gezeigt.

2. Es gilt
∞∑
n=1

1√
n(n+ 1)

=∞,

denn 1√
n(n+1)

≥ 1
2n und

∑∞
n=1

1
2n =∞ nach Proposition 4.3.

Korollar 4.14. Eine absolut konvergente Reihe
∑∞

n=1 xn ist auch konvergent.

Beweis. Wir wenden das Majorantenkriterium mit yn := |xn| an. Da die Reihe absolut kon-
vergiert, folgt aus Theorem 22.26.1 direkt dass auch

∑∞
n=1 xn konvergiert.

Theorem 4.15 (Quotientenkriterium). Sei
∑∞

n=1 xn eine Reihe und xn 6= 0 für fast alle
n. Außerdem existiere

q := lim
n→∞

∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣.
Dann gilt:

1. Ist q < 1, so konvergiert die Reihe absolut.

2. Ist q > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. 1. Sei q̃ so, dass q < q̃ < 1. Dann gilt |xn+1/xn| < q̃ für fast alle n. Also gibt es ein
N , so dass für n > N

|xn+1| ≤ q̃|xn| ≤ q̃2 · · · |xn−1| ≤ · · · ≤ q̃n−N |xN |.

Mit
∞∑
n=N

|xN |q̃n−N = |xN | ·
∞∑
n=0

q̃n <∞

und dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung.
2. Sei q̂ so, dass 1 < q̂ < q. Wegen limn→∞

∣∣xn+1/xn
∣∣ > q̂ gilt |xn+1| > q̂|xn| für fast alle n.

Insbesondere ist (xn)n=1,2,... keine Nullfolge und die Behauptung folgt aus Lemma 4.6.

Beispiel 4.16. 1. Sei 0 < x < 1. Betrachten wir nochmals die Reihe
∑∞

n=1 x
n für 0 <

x < 1. Es gilt 0 < xn+1/xn = x < 1, also folgt mit dem Quotienenkriterium wieder die
Konvergenz der geometrischen Reihe.

2. Ein weiteres Beispiel liefert die Reihe
∑∞

n=1 nx
n (wieder für 0 < x < 1). Diese konver-

giert nach dem Quotientenkriterium, weil nämlich

(n+ 1)xn+1

nxn
=
n+ 1

n
x

n→∞−−−→ x.
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3. Bekanntermaßen konvergieren die Summen
∑∞

n=1 1/ns für s > 1. Allerdings gilt

(n+ 1)s

ns
=
(n+ 1

n

)s n→∞−−−→ 1

womit das Quotientenkriterium nicht anwendbar ist, um diese Konvergenz zu beweisen.

Theorem 4.17 (Wurzelkriterium). Sei
∑∞

n=1 xn eine Reihe. Außerdem sei

q := lim sup
n→∞

|xn|1/n.

Dann gilt:

1. Ist q < 1, so konvergiert die Reihe absolut.

2. Ist q > 1, so divergiert die Reihe.

Beweis. 1. Sei q̃ so, dass q < q̃ < 1. Dann gilt |xn|1/n < q̃, also |xn| ≤ q̃n, für fast alle n. Mit∑∞
n=N q̃

n <∞ für alle N und dem Majorantenkriterium folgt die Behauptung.
2. Sei q̂ so, dass 1 < q̂ < q. Wegen lim supn→∞

∣∣xn∣∣ > q̂ gilt |xn| > q̂n für unendlich viele n.
Insbesondere ist (xn)n=1,2,... keine Nullfolge und die Behauptung folgt aus Lemma 4.6.

Beispiel 4.18. 1. Sei |x| < 1. Betrachtet man die Reihe
∑∞

n=1 x
n, so stellt man fest, dass

|xn|1/n = |x| < 1 gilt. Insbesondere zeigt das Wurzelkriterium, dass die Reihe konver-
giert. Ebenfalls liefert eine Anwendung von Theorem 3.6.3, dass

∑∞
n=1 nx

n konvergiert.

2. Sei s > 1. Wir wissen bereits, dass
∑∞

n=1
1
ns konvergiert. Jedoch ist (1/ns)1/n =

n−s/n
n→∞−−−→ 1 wie in Theorem 3.6. Also ist hier die Anwendung des Wurzelkriteriums

nicht möglich.

3. Es gibt Reihen, deren Konvergenz man mit Hilfe des Wurzelkriteriums, nicht jedoch mit
Hilfe des Quotientenkriteriums nachweisen kann. Übung.

Theorem 4.19 (Konvergenzkriterium von Raabe). Sei
∑∞

n=1 xn eine Reihe und xn 6= 0
für fast alle n.

1. Falls ein d > 1 existiert, so dass ∣∣∣xn+1

xn

∣∣∣ ≤ 1− d

n

für fast alle n gilt, so ist die Reihe absolut konvergent.

2. Falls
xn+1

xn
≥ 1− 1

n

für fast alle n gilt, so ist die Reihe divergent.

Beweis. 1. OBdA ist xn ≥ 0 und nxn+1 ≤ (n− 1)xn− (d− 1)xn für alle n = 1, 2, ... Insbeson-
dere ist (nxn+1)n=0,1,2,... eine fallende, nach unten durch 0 beschränkte Folge, die also nach
Theorem 3.13 gegen ein y ≥ 0 konvergiert. Weiter können wir schreiben

lim
N→∞

N∑
n=1

xn ≤
1

d− 1
lim
N→∞

N∑
n=1

nxn+1 − (n− 1)xn = lim
N→∞

NxN+1 = y,
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woraus die absolute Konvergenz von
∑∞

n=1 xn mit dem Majorantenkriterium folgt.
2. OBdA ist xn ≥ 0 und nxn+1 ≥ (n−1)xn für alle n = 1, 2, ... Also ist die Folge (nxn+1)n=0,1,...

wachsend, also gibt es ein y > 0 mit xn+1 ≥ y/n. Nun folgt mit dem Majorantenkriterium
und der Divergenz der harmonischen Reihe die Behauptung.

Beispiel 4.20. 1. Wir haben bereits gesehen, dass die Reihe
∑∞

n=1
1
n2 zwar konvergiert,

jedoch weder das Quotienten- noch das Wurzelkriterium diese Konvergenz zeigen. Wir
schreiben nun

1/(n+ 1)2

1/n2
=

n2

(n+ 1)2
=

1

1 + 2/n+ 1/n2
≤ 1

1 + 2/n
=
∞∑
k=0

(− 2
n)k ≤ 1− 2

n
+

4

n2
.

Da 4/n2 ≤ 1/2n für fast alle n gilt, gilt für dieselben n auch 1/(n+1)2

1/n2 ≤ 1 − 3/(2n).

Damit können wir das Konvergenzkriterium von Raabe verwenden, um die Konvergenz
der Reihe zu zeigen.

2. Genauso können wir mit Hilfe des Konvergenzkriteriums von Raabe die Divergenz von∑∞
n=1

1
n zeigen. Es ist nämlich

1/(n+ 1)

1/n
=

1

1 + 1
n

≥ 1− 1

n
.

4.4 Unbedingte Konvergenz

Oftmals kann man Reihen umordnen. Das bedeutet, dass man die einzelnen Summanden
in anderer Reihenfolge durchläuft. Zwar ist man von endlichen Summen gewohnt, dass eine
Änderung der Summationsreihenfolge nichts am Ergebnis der Summe ändert, jedoch überträgt
sich diese Eigenschaft nicht notwendigerweise auf unendliche Summen. Wir führen nun die
Menge der Reihen ein, bei denen Umordnung nichts am Grenzwert der Reihe ändert.

Definition 4.21 (Unbedingte Konvergenz). Die Reihe
∑∞

n=1 xn konvergiert unbedingt,
wenn es ein x ∈ R gibt, so dass für jede Bijektion σ : N→ N gilt dass

∑∞
n=1 xσ(n) = x.

Beispiel 4.22. Betrachten wir die Reihe s =
∑∞

n=1(−1)n+1/n und schreiben sn als die n-te
Partialsumme. Diese Reihe konvergiert nach Theorem 4.10. Allerdings konvergiert sie nicht
unbedingt.
Denn: Ordnet man die Reihe um in

t := 1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

5
− 1

6
+ · · ·+ 1

2n− 1
− 1

4n− 2
− 1

4n
+ · · · ,

d.h. in t folgen einem positiven Glied zwei negative, und bezeichne mit tn die n-te Partial-
summe, so gilt

t3n = 1
2s2n.

Es gilt nämlich
1

2n− 1
− 1

4n− 2
− 1

4n
=

1

2

( 1

2n− 1
− 1

2n

)
.

Da sn
n→∞−−−→ s nach Voraussetzung gilt, folgt damit tn

n→∞−−−→ 1
2s. Damit konvergiert die Reihe

nicht unbedingt, da wir eine Umordnung gefunden haben, die gegen einen anderen Grenzwert
konvergiert.
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Proposition 4.23 (Umordnungssatz). Sei
∑∞

n=1 xn eine Reihe.

1. Die Reihe konvergiert genau dann unbedingt, wenn sie absolut konvergiert.

2. Ist die Reihe konvergent, aber nicht absolut konvergent, sowie x ∈ R, so gibt es eine
Bijektion σ : N→ N mit

∑∞
n=1 xσ(n) = x.

Beweis. 2. Klar ist, dass für konvergente, aber nicht absolut konvergente Reihen10
∑∞

n=1 x
+
n =∑∞

n=1 x
−
n =∞ gelten muss. Wäre nämlich nur eine der beiden Reihen unendlich, so zeigt man

leicht, dass die Reihe nicht konvergieren kann. Wären hingegen beide Reihen konvergent,
so wäre

∑∞
n=1 |xn| =

∑∞
n=1 x

+
n +

∑∞
n=1 x

−
n < ∞, woraus die absolute Konvergenz folgen

würde. Sei nun x ∈ R und k1, k2, ... eine Abzählung (in aufsteigender Reihenfolge) der Menge
{n : xn ≥ 0} und `1, `2, ... eine der Mengen {n : xn < 0}. Dann definieren wir eine Bijektion
σ : N→ N wiefolgt:

σ(1) :=

{
k1, falls x ≥ 0,

`1, falls x < 0.

σ(n+ 1) :=

{
inf{km : km 6= σ(1), ..., σ(n)}, falls

∑n
m=1 xσ(m) ≤ x,

inf{`m : `m 6= σ(1), ..., σ(n)}, falls
∑n

m=1 xσ(m) > x.

Mit anderen Worten werwenden wir etwa für x > 0 solange positive Folgenglieder von
(xn)n=1,2,..., bis

∑n
m=1 xσ(m) > x. Anschließend ziehen wir wieder so lange Folgenglieder

ab bis
∑n

m=1 xσ(m) ≤ x usw. Klar ist, dass σ eine Bijektion ist, da beide Reihen
∑∞

n=1 xkn
und

∑∞
n=1 x`n divergieren. Dadurch ist nämlich gewährleistet, dass es genügt, endlich viele

positive (negative) Folgenglieder aufzusummieren, bevor das nächste negative (positive) Fol-
genglied in der Umordnung der Reihe verwendet wird. Weiter ist wegen Lemma 4.6 die Folge
(xn)n=1,2,... eine Nullfolge. Sei also ε > 0, so gibt es ein N mit |xn| < ε für n > N . Sei nun
N ′ groß genug für {σ(1), ..., σ(N ′)} ⊇ {1, ..., N}. Dann ist nach Konstruktion

∣∣∣x− N ′∑
m=1

xσ(m)

∣∣∣ ≤ sup{|x− xn| : n /∈ {σ(1), ..., σ(N ′)} ≤ sup{|x− xn| : n /∈ {1, ..., N} ≤ ε,

da nach ’Überspringen’ von x von oben (von unten) als nächstes positive (negative) Folgen-
glieder addiert werden. Hieraus folgt die Konvergenz x =

∑∞
n=1 xσ(n).

1. Sei zunächst
∑∞

n=1 xn absolut konvergent und x =
∑∞

n=1 xn. Weiter sei σ : N → N eine
Bijektion und ε > 0. Zunächst wählen wir N groß genug, so dass

∑∞
n=N |xn| < ε/3 sowie∣∣x−∑N

n=1 xn
∣∣ < ε/3 und N ′ groß genug, so dass {σ(1), ..., σ(N ′)} ⊇ {1, ..., N}. Dann gilt

∣∣∣x− ∞∑
n=1

xσ(n)

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x− N∑
n=1

xn

∣∣∣+
∣∣∣ N ′∑
n=1

xσ(n) −
N∑
n=1

xn

∣∣∣+
∞∑

n=N+1

|xn|

≤ ε/3 + 2

∞∑
n=N+1

|xn| < ε.

Daraus folgt die unbedingte Konvergenz. Andersherum können wir voraussetzen, dass∑∞
n=1 xn konvergiert. Wir zeigen, dass die Reihe nicht unbedingt konvergiert, wenn die Reihe

nicht absolut konvergiert. Dies folgt jedoch direkt aus 2.

10Wir verwenden die Schreibweise x+ := x ∨ 0 und x− := −(x ∧ 0). Man beachte, dass x− ≥ 0.
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Bemerkung 4.24 (Notation: Summation über Mengen). Bisher haben wir die Sum-
menschreibweise

∑∞
n=1 xn verwendet. Im Falle der unbedingten Konvergenz wissen wir au-

ßerdem, dass es für den Grenzwert dieser Reihe keine Rolle spielt, in welcher Reihenfolge die
Folgenglieder der Folge (xn)n=1,2,... aufsummiert werden. Um dies zu verdeutlichen, werden
wir nun auch

∑
n∈N xn schreiben. Allgemeiner sei I ⊆ N und k1, k2, ... eine Abzählung von I.

Dann schreiben wir ∑
n∈I

xn :=

∞∑
n=1

xkn ,

wenn die Summationsreihenfolge keine Rolle spielt, die Reihe
∑∞

n=1 xkn also unbedingt kon-
vergent ist.

Theorem 4.25 (Großer Umordnungssatz). Sei
∑∞

n=1 xn eine unbedingt konvergente (also
nach Proposition 4.23 eine absolut konvergente) Reihe, sowie I1, I2, ... ⊆ N paarweise disjunkt
mit

⋃∞
k=1 Ik = N. Dann konvergiert sowohl jedes sk :=

∑
n∈Ik xn, k = 1, 2, ..., als auch∑∞

k=1 sk absolut und es gilt

∞∑
n=1

xn =
∞∑
k=1

∑
n∈Ik

xn. (4.1)

Beweis. Da
∑∞

n=1 |xn| < ∞ nach Voraussetzung, gilt auch
∑

n∈Ik |xn| < ∞ (nach dem Ma-
jorantenkriterium) und damit die Existenz jedes sk, k = 1, 2, ... Weiter wählen wir I ′1 =
I1 \ {N1, N1 + 1...}, I ′2 = I2 \ {N2, N2 + 1, ...}, ... endlich, so dass

∑
n∈Ik\I′k

|xn| < ε2−k. Dann

gilt

∞∑
k=1

|sk| =
∞∑
k=1

∣∣∣ ∑
n∈Ik

xn

∣∣∣ =
∞∑
k=1

∣∣∣ ∑
n∈I′k

xn +
∑

n∈Ik\I′k

xn

∣∣∣ ≤ ∞∑
n=1

|xn|+ ε
∞∑
k=1

2−k =
∞∑
n=1

|xn|+ ε <∞.

Hieraus folgt die absolute Konvergenz von
∑∞

k=1 sk. Es bleibt noch, (4.1) zu zeigen. Sei ε > 0

und N so groß, dass
∑∞

n=N+1 |xn| < ε. Weiter finden wir ein K, so dass
⋃K
k=1 I

′
k ⊇ {1, ..., N}

und
∑∞

k=K+1 |sk| < ε. Dann ist auch

∣∣∣ ∞∑
n=1

xn −
∞∑
k=1

sk

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ N∑
n=1

xn −
K∑
k=1

∑
n∈I′k

xn

∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

≤
∑∞
n=N+1 |xn| wegen

⋃K
k=1 I

′
k⊇{1,...,N}

+
∞∑

n=N+1

|xn|+
K∑
k=1

∑
n∈Ik\I′k

|xn|+
∞∑

k=K+1

|sk|

< 2ε+ ε
∞∑
k=1

2−k + ε = 4ε.

Daraus folgt die Behauptung.

Korollar 4.26 (Doppelreihensatz). Sei (xij)(i,j)∈N2 eine Familie reeller Zahlen und ent-

weder
∑∞

i=1

(∑∞
j=1 |xij |

)
< ∞ oder

∑∞
j=1

(∑∞
i=1 |xij |

)
< ∞. Dann ist für jede Abzählung

σ : N→ N2
∞∑
n=1

xσ(n) =

∞∑
i=1

( ∞∑
j=1

xij

)
=

∞∑
j=1

( ∞∑
i=1

xij

)
.
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Beweis. Die Aussage folgt direkt aus dem großen Umordnungssatz, wenn man ihn auf die
Folge (xσ(n))n=1,2,... und Ik := {n : σ(n) = (i, k) für ein i} anwendet.

Beispiel 4.27. Es gilt
∞∑
n=2

∞∑
k=2

1

nk
= 1.

Denn: Wir schreiben

∞∑
k=2

1

nk
=

1

n2

∞∑
k=0

1

nk
=

1

n2

1

1− 1
n

=
1

n(n− 1)
.

Also gilt
∑∞

n=2

∑∞
k=2

1
nk
<∞ und daraus folgt

∞∑
n=2

∞∑
k=2

1

nk
=
∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1

nach Lemma 4.4.

Definition 4.28 (Cauchy-Produkt). Seien (xn)n=0,1,... und (yn)n=0,1,... Folgen reeller Zah-
len und

dn :=

n∑
i=0

xiyn−i, n=0,1,....

Dann heißt
∑∞

n=0 dn das Cauchy-Produkt der Reihen
∑∞

n=0 xn und
∑∞

n=0 yn.

Proposition 4.29 (Absolute Konvergenz von Cauchy-Produkten). Seien (xn)n=0,1,...,
(yn)n=0,1,..., (dn)n=0,1,... wie in Definition 4.28. Sind

∑∞
n=0 xn und

∑∞
n=0 yn absolut konver-

gent, so ist auch
∑∞

n=0 dn absolut konvergent und es gilt

∞∑
n=0

dn =
( ∞∑
n=0

xn

)
·
( ∞∑
n=0

yn

)
.

Beweis. Die Aussage ist klar, wenn man den Doppelreihensatz auf die Familie (xiyj)i,j=0,1,2,...

anwendet.

Beispiel 4.30. 1. Für |x| < 1 gilt

∞∑
n=0

(n+ 1)xn =
1

(1− x)2
.

Denn: Betrachten wir die Familie (xixj)i,j=0,1,2.... Dann ist

dn :=

n∑
i=0

xixn−i =
n∑
i=0

xn = (n+ 1)xn.

Da (dn)n=0,1,2,... nach Beispiel 4.16.2 summierbar ist, folgt

∞∑
n=0

(n+ 1)xn =

∞∑
n=0

dn =

∞∑
i=0

xi
∞∑
j=0

xj =
1

(1− x)2
.
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2. Die Voraussetzung der absoluten Konvergenz der Reihe
∑∞

n=1 dn ist wichtig. Sei etwa
xn = yn = (−1)n 1√

n+1
. Dann gilt wegen 2

√
xy ≤ x+ y für x, y ≥ 0, dass

|dn| =
∣∣∣ n∑
i=0

xiyn−i

∣∣∣ =
n∑
i=0

1√
i+ 1

√
n+ 1− i

≥ (n+ 1)
2

n+ 2
≥ 1.

Damit divergiert
∑∞

n=0 dn, jedoch existiert
(∑∞

i=0(−1)n 1√
n+1

)2
nach dem Leibnizkri-

terium, Theorem 4.10.
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Teil II

Stetigkeit, Ableitungen und Integrale

Nachdem wir die grundlegende Hilfsmittel der Folgen und Reihen eingeführt haben, studieren
wir Eigenschaften von Funktionen. Es ist hierzu hilfreich, an Funktionen f : R→ R zu denken.
Zentral werden die Begriffe der Stetigkeit (Abschnitt 5), Differenzierbarkeit (Abschnitt 7) und
Integrierbarkeit (Abschnitt 8) von Funktionen sein.

5 Stetigkeit in metrischen Räumen

Um Stetigkeit von Funktionen in allgemeinerem Rahmen untersuchen zu können, führen wir
zunächst den Begriff des metrischen Raumes in Abschnitt 5.1 ein. In solchen Räumen ist ein
Abstandsbegriff definiert, der auch Metrik genannt wird.

5.1 Metrische Räume

Definition 5.1 (Metrischer Raum). Sei E eine nicht-leere Menge. Eine Funktion r :
E × E → R+ heißt Metrik auf E, falls folgendes gilt:

1. Definitheit: Für alle x, y ∈ E gilt r(x, y) = 0 genau dann, wenn x = y.

2. Symmetrie: Für alle x, y ∈ E gilt r(x, y) = r(y, x).

3. Dreiecksungleichung: Es ist r(x, z) ≤ r(x, y) + r(y, z) für alle x, y, z ∈ E.

Das Paar (E, r) heißt metrischer Raum.

Beispiel 5.2. 1. Auf R definieren wir r : (x, y) 7→ |x− y|. Dann ist r eine Metrik, denn es
gilt |x− z| = |x− y + y − z| ≤ |x− y|+ |y − z|.

2. Auf Rd definieren wir r mittels

reukl(x, y) := r(x, y) :=

√√√√( d∑
i=1

(xi − yi)2
)
.

Die Definitheit und Symmetrie von r sieht man sofort. Für die Dreiecksungleichung
seien x, y, z ∈ Rd. Wir schreiben

r(x, z)2 =

d∑
i=1

|xi − zi|2 =

d∑
i=1

|xi − yi + yi − zi| · |xi − zi|

≤
d∑
i=1

|xi − yi| · |xi − zi|+
d∑
i=1

|yi − zi| · |xi − zi|

≤

√√√√ d∑
i=1

(xi − yi)2

d∑
i=1

(xi − zi)2 +

√√√√ d∑
i=1

(yi − zi)2

d∑
i=1

(xi − zi)2

= (r(x, y) + r(y, z)) · r(x, z)
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(A) (B)

x

f(x)

f(x0)

f(x0)−ε

f(x0)+ε

x0
x0−δ x0+δ x

f(x)

●f(x0)

f(x0)−ε

f(x0)+ε

x0
x0−δ x0+δ

Abbildung 5.1: (A) Die hier abgebildete Funktion f ist stetig in x0. Schließlich liegen alle
Funktionswerte von x ∈ (x0−δ, x0+δ) in (f(x0)−ε, f(x0)+ε). (B) Die Funktion ist unstetig
in x0.

wobei wir im vorletzten ≤ die aus der linearen Algebra bekannte Cauchy-Schwartz’sche
Ungleichung verwendet habe. Dividieren wir durch r(x, z), ist die Dreiecksungleichung
gezeigt. Die in 1. und 2. eingeführte Metrik heißt auch euklidische Metrik.

3. Auf einer beliebigen Menge E definieren wir die Abbildung r : E × E → R+ mittels

r(x, y) =

{
0, falls x = y,

1, sonst.
.

Diese Abbildung ist eine Metrik, denn die Definitheit und Symmetrie sind offensichtlich,
und für die Dreiecksungleichung gilt im Fall x 6= z, dass r(x, z) = 1 ≤ r(x, y) + r(y, z),
da entweder x 6= y oder y 6= z. Die Metrik r heißt auch diskrete Metrik.

Definition 5.3 (Konvergenz in metrischen Räumen). Sei (E, r) ein metrischer Raum,
x ∈ E und (xn)n=1,2,... eine E-wertige Folge. Dann schreiben wir limn→∞ xn = x oder auch

xn
n→∞−−−→ x, falls limn→∞ r(xn, x) = 0.

Beispiel 5.4. Wir verwenden wie üblich die euklidische Metrik auf R. Hier gilt also xn
n→∞−−−→

x genau dann, wenn xn−x
n→∞−−−→ 0, was konsistent mit früher gelerntem ist. Durch Änderung

der Metrik bekommen wir einen anderen Konvergenzbegriff. Ist nämlich11 r(x, y) = 1x 6=y wie

in Beispiel 5.2.3, so ist r(xn, x)
n→∞−−−→ 0 genau dann, wenn xn = x für fast alle n gilt.

Definition 5.5 (Stetigkeit). Seien (E, r) und (E′, r′) metrische Räume. Dann heißt eine
Funktion f : E → E′ stetig in x0 ∈ E, falls es für jedes ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass
r′(f(x0), f(y)) < ε für alle y ∈ E mit r(x0, y) < δ. In Quantorenschreibweise:

11Hier setzen wir 1x 6=y :=

{
1, falls x 6= y

0, sonst.



54 5 Stetigkeit in metrischen Räumen

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀y mit r(x0, y) < δ : r′(f(x0), f(y)) < ε.

Eine Funktion f : E → E′ heißt stetig, wenn f in allen x ∈ E stetig ist.

Beispiel 5.6. 1. Die Darstellung einer stetigen und einer unstetigen Funktion findet man
in Abbildung 5.1.

2. Die Funktion f : x 7→ x2 ist auf ganz R stetig.

Denn: Sei x ∈ R sowie 0 < ε < 1 und δ := ε/(2|x|+ 1). Dann gilt für y mit |x− y| ≤ δ

|x2 − y2| = |x− y| · |x+ y| ≤ ε

2|x|+ 1
(2|x|+ δ) ≤ ε.

Damit ist die Stetigkeit in x gezeigt. Da x beliebig war, folgt die Stetigkeit in ganz R.

3. Seien (E, r) und (E′, r′) metrische Räume. Eine Funktion f : E → E′ heißt (global)
Lipschitz-stetig, wenn es ein L ∈ R+ gibt, so dass

r′(f(x), f(y)) ≤ L · r(x, y).

Jede Lipschitz-stetige Funktion ist stetig.

Denn: Sei x ∈ E und ε > 0 sowie δ := ε/L ∧ 1. Dann gilt für y ∈ E mit r(x, y) < δ

r′(f(x), f(y)) ≤ Lr(x, y) ≤ L · δ ≤ ε.

4. Die Funktion

f :


R → {0, 1}

x 7→

{
1, falls x ∈ Q
0, falls x ∈ R \Q

ist für kein x ∈ R stetig.
Beweis siehe Übung.

5.2 Äquivalente Formulierungen

Ziel dieses Abschnittes ist es, möglichst viele zur Stetigkeit einer Funktion f im Punkt x
äquivalente Formulierungen zu finden. Hierzu werden wir einige aus dem Gebiet der Topologie
stammende Begriffe einführen.

Definition 5.7 (Umgebung, offene Menge). Sei (E, r) ein metrischer Raum und x ∈ E.

1. Dann bezeichnen wir für ε > 0 mit

Bε(x) := {y ∈ E : r(x, y) < ε}

den (offenen) Ball um x mit Radius ε.

2. Weiter heißt U ⊆ E (mit x ∈ U) eine Umgebung von x, wenn es ein ε > 0 gibt mit
Bε(x) ⊆ U .
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3. Eine Menge O ⊆ E heißt offen, wenn O für alle x ∈ O eine Umgebung ist. Eine Menge
A ⊆ E heißt abgeschlossen, falls Ac offen ist.

Beispiel 5.8. 1. Betrachten wir den metrischen Raum (R, |.|). Dann ist Bε(x) = (x −
ε, x+ ε). Außerdem sind alle offenen Intervalle (a, b) offen(e Mengen).
Denn: für x ∈ (a, b) und ε := (x− a)∧ (b−x) gilt (x− ε, x+ ε) ⊆ (a, b). Damit ist (a, b)
offen.

2. Sei (E, r) ein metrischer Raum, x ∈ E und ε > 0. Dann ist Bε(x) eine Umgebung von
x und offen.
Denn: Die Behauptung, dass Bε(x) eine Umgebung von x ist, ist klar. Ist y ∈ Bε(x))
und δ := ε− r(x, y) > 0. Ist z ∈ Bδ(y), so folgt r(x, z) ≤ r(x, y) + r(y, z) < r(x, y) + ε−
r(x, y) < ε, also Bδ(y) ⊆ Bε(x). Damit ist Bε(x) eine Umgebung von y. Da y beliebig
war, folgt die Behauptung.

3. Die Menge Q ⊆ R ist weder offen noch abgeschlossen.
Denn: Wäre Q offen und x ∈ Q, so müsste (x − ε, x + ε) ⊆ Q für ein ε > 0 gelten.
Allerdings haben wir in Proposition 2.30 gesehen, dass Intervalle überabzählbar sind,
Q jedoch nach Lemma 1.30 abzählbar.

Lemma 5.9. 1. Sei I eine beliebige Menge und (Oi)i∈I eine Familie offener Mengen. Dann
ist auch

⋃
i∈I Oi offen. Ist I endlich, so ist auch

⋂
i∈I Oi offen.

2. Ist (Ai)i∈I eine Familie abgeschlossener Mengen, so ist auch
⋂
i∈I Ai abgeschlossen. Ist

I endlich, so ist auch
⋃
i∈I Ai abgeschlossen.

Bemerkung 5.10. In der Situation obigen Lemmas sagt man auch: Beliebige Vereinigungen
und endliche Schnittmengen offener Mengen sind offen, und beliebige Schnitte und endliche
Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Beweis von Lemma 5.9. Es genügt, 1. zu zeigen. 2. folgt dann einfach mittels Komplement-
bildung. Sei x ∈

⋃
i∈I Oi. Dann ist also x ∈ Oi für ein i ∈ I. Also gibt es eine Umgebung U

von x mit U ⊆ Oi und damit U ⊆
⋃
i∈I Oi. Damit ist

⋃
i∈I Ui offen. Sei x ∈

⋂
i∈I Oi =: O mit

endlichem I. Dann gibt es eine Familie (δi)i∈I mit Bδi(x) ⊆ Oi. Sei nun δ := mini∈I δi > 0.
Dann gilt Bδ(x) ⊆ Bδi(x) für alle i ∈ I, also auch Bδ(x) ⊆ O. Damit ist O offen.

Um uns an die neu erlernten Begriffe zu gewöhnen, folgen nun einfache Eigenschaften.

Lemma 5.11. Sei (E, r) ein metrischer Raum und U ⊆ E.

1. Sei x ∈ U . Ist U eine Umgebung von x und U ′ ⊇ U , dann ist auch U ′ eine Umgebung
von x.

2. Ist x ∈ E und sind U1, ..., Un Umgebungen von x, dann ist auch
⋂n
k=1 Uk eine Umgebung

von x.

3. Sei (xn)n=1,2,... eine E-wertige Folge und x ∈ E. Dann ist xn
n→∞−−−→ x genau dann,

wenn jede Umgebung U von x fast alle Folgenglieder von (xn)n=1,2,... enthält.

4. Ist U mit x ∈ U keine Umgebung von x und δ > 0. Dann gibt es ein y /∈ U mit
r(x, y) < δ.
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5. U ist genau dann abgeschlossen wenn gilt: Ist (xn)n=1,2,... eine U -wertige Folge mit

xn
n→∞−−−→ x für ein x ∈ E, dann ist x ∈ U .

Beweis. 1. Da Bε(x) ⊆ U für ein ε > 0, ist auch Bε(x) ⊆ U ′ und damit ist U ′ eine Umgebung
von x.

2. Seien ε1, ..., εn > 0 so, dass Bεk(x) ⊆ Uk, k = 1, ..., n. Dann gilt für ε := min{ε1, ..., εn} > 0,
dass x ∈ Bε(x) ⊆ Bεk(x) ⊆ Uk, also auch x ∈ Bε(x) ⊆

⋂n
k=1 Uk.

3. Sei zunächst xn
n→∞−−−→ x und U eine Umgebung von x. Dann gibt es ein ε > 0, so dass

x ∈ Bε(x) ⊆ U . Außerdem gilt r(xn, x) < ε für fast alle n, also xn ∈ Bε(x) für fast alle n, und
damit auch xn ∈ U für fast alle n. Sei andersherum ε > 0. Dann sind fast alle Folgenglieder
von (xn)n=1,2,... in Bε(x) (da dieser Ball eine Umgebung von x ist), also gibt es ein N , so dass

r(xn, x) < ε für n > N . Das bedeutet aber, dass r(xn, x)
n→∞−−−→ 0, also xn

n→∞−−−→ x.

4. Angenommen für alle y /∈ U wäre r(x, y) > δ, also U c ⊆ (Bδ(x))c. Dann wäre auch
Bδ(x) ⊆ U und damit wäre U eine Umgebung von x.

5. Sei zunächst U abgeschlossen, U c also offen. Sei x ∈ E und (xn)n=1,2,... eine U -wertige

Folge mit xn
n→∞−−−→ x. Angenommen, x ∈ U c. Da U c eine Umgebung von x ist, muss damit

U c fast alle Folgenglieder von (xn)n=1,2,... enthalten. Dies widerspricht jedoch, dass xn ∈ U
für alle n = 1, 2, ...
Andersherum führen wir ebenfalls einen Widerspruchsbeweis. Nehmen wir an, U sei nicht
abgeschlossen, U c also nicht offen. Damit gibt es ein x ∈ U c, so dass U c keine Umgebung von
x ist. Sei εn ↓ 0 eine Nullfolge. Nach 4. gibt es xn ∈ (U c)c = U , so dass r(xn, x) < εn. Damit
ist (xn)n=1,2,... eine U -wertige Folge mit xn

n→∞−−−→ x ∈ E, aber x /∈ U .

Nun können wir eine Reihe von äquivalanten Formulierungen für Stetigkeit aufstellen.

Proposition 5.12 (Äquivalente Formulierungen der Stetigkeit). Seien (E, r) und
(E′, r′) metrische Räume, f : E → E′ und x ∈ E. Äquivalent sind:

1. f ist in x stetig.

2. Für jedes ε > 0 gibt es eine Umgebung U von x, so dass r′(f(x), f(y)) < ε für alle
y ∈ U gilt.

3. Für jede Folge (xn)n=1,2,... mit xn
n→∞−−−→ x gilt f(xn)

n→∞−−−→ f(x).

4. Für jede Umgebung U ′ von f(x) ist f−1(U ′) eine Umgebung von x.

Beweis. 1.⇒2. Nach Voraussetzung gibt es für ε > 0 ein δ > 0, so dass r′(f(x), f(y)) < ε gilt,
falls r(x, y) < δ. Insbesondere können wir U = Bδ(x) wählen.

2.⇒1. Da U eine Umgebung von x ist, können wir ein δ > 0 wählen mit Bδ(x) ⊆ U . Damit
gilt für y ∈ Bδ(x), dass r′(f(x), f(y)) < ε gilt, falls y ∈ Bδ(x), d.h. falls r(x, y) < δ.

1.⇒3. Sei (xn)n=1,2,... eine Folge mit xn
n→∞−−−→ x und ε > 0. Nach Voraussetzung gibt es ein

δ > 0, so dass r(f(x), f(y)) < ε für alle y mit r′(x, y) < δ. Sei N so groß, dass r(xn, x) < δ für
alle n > N . Dann gilt also auch r′(f(xn), f(x)) < ε für alle n > N und damit f(xn)

n→∞−−−→
f(x).

3.⇒4. Wir führen einen Widerspruchsbeweis. Angenommen, es gibt eine Umgebung U ′ von
f(x), so dass f−1(U ′) keine Umgebung von x ist. Dann ist auch f−1(Bε(f(x))) keine Um-
gebung von f(x) für ein geeignetes ε > 0 mit Bε(f(x)) ⊆ U ′. Sei δn ↓ 0 eine fallende
Nullfolge. Da f−1(Bε(f(x))) keine Umgebung von x ist, aber x ∈ f−1(Bε(f(x))), gibt es
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nach Lemma 5.11.4 ein xn mit xn
n→∞−−−→ x, aber xn /∈ f−1(Bε(f(x))), n = 1, 2, ... Damit gilt

f(xn) /∈ f(f−1(Bε(f(x)))) = Bε(f(x)). Insbesondere gilt r′(f(xn), f(x)) > ε für alle n, also
kann f(xn)

n→∞−−−→ f(x) nicht gelten.

4.⇒1. Sei ε > 0. Nach Voraussetzung ist f−1(Bε(f(x))) eine Umgebung von x. Damit gibt es
ein δ > 0, so dass Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))). Daraus folgt f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)). Das bedeutet,
dass für y mit r(x, y) < δ gilt, dass r′(f(x), f(y)) < ε. Dies war zu zeigen.

Korollar 5.13. Seien (E, r), (E′, r′) metrische Räume und f : E → E′. Dann sind äquivalent:

1. f ist stetig für alle x ∈ E.

2. f−1(O′) ist für alle offenen Mengen O′ ⊆ E′ offen.

3. f−1(A′) ist für alle abgeschlossenen Mengen A′ ⊆ E′ abgeschlossen.

Beweis. 1.⇒2.: Sei zunächst f stetig und O′ ⊆ E′ offen. Nun gibt es zwei Möglichkeiten.
(i) Angenommen es gibt kein x ∈ E mit f(x) ∈ O′. Dann ist f−1(O′) = ∅, insbesondere ist
f−1(O′) offen. (ii) Angenommen f−1(O′) 6= ∅. Dann ist für jedes x ∈ f−1(O′) die Menge
O′ (da sie offen ist) eine Umgebung von f(x) und damit ist nach Lemma 5.11.4 die Menge
f−1(O′) eine Umgebung von x. Da x beliebig war, ist also f−1(O′) Umgebung aller ihrer
Elemente, und damit offen.

2.⇒1.: Andersherum sei x ∈ E und ε > 0. Dann ist Bε(f(x)) offen, damit also f−1(Bε(f(x)))
nach Voraussetzung ebenfalls offen. Da x ∈ f−1(Bε(f(x))), gibt es also ein δ > 0, so dass
Bδ(x) ⊆ f−1(Bε(f(x))), also f(Bδ(x)) ⊆ Bε(f(x)). Damit gilt r′(f(x), f(y)) < ε für alle y
mit r(x, y) < δ. Damit ist f in x stetig nach Definition. Da x beliebig war, folgt die Stetigkeit
von f .

2.⇔3.: Die Menge A′ ist genau dann abgeschlossen, wenn O′ := (A′)c offen ist. Gilt 2.,
so ist f−1((A′)c) = (f−1(A′))c offen und damit ist f−1(A′) abgeschlossen. Gilt 3. so ist
f−1((O′)c) = (f−1(O′))c abgeschlossen und damit ist f−1(O′) offen.

5.3 Rechenregeln für stetige Funktionen

Proposition 5.14. Seien f, g : E → I für einen metrischen Raum(E, r), I ⊆ R und x ∈ E.
Sind f und g stetig in x, so sind auch −f , |f |, f + g, fg, f ∧ g und f ∨ g in x0 stetig. Ist
g(x) 6= 0, so ist auch f/g in x stetig.

Beweis. Wir benutzen Propositionen 5.12 und 3.7. Sei (xn)n=1,2,... eine E-wertige Folge mit

xn
n→∞−−−→ x. Dann ist f(xn)

n→∞−−−→ f(x) und g(xn)
n→∞−−−→ g(x) nach Voraussetzung. Damit gilt

auch | − f(xn)− (−f(x))| n→∞−−−→ 0, also −f(xn)
n→∞−−−→ −f(x). Nach Proposition 3.7 gilt auch

|f(xn)| n→∞−−−→ |f(x)|, f(xn) + g(xn)
n→∞−−−→ f(x) + g(x), f(xn) · g(xn)

n→∞−−−→ f(x) · g(x) und im
Fall g(x) 6= 0 auch f(xn)/g(xn)

n→∞−−−→ f(x)/g(x). Zuletzt ist |f(xn) ∨ g(xn)− f(x) ∨ g(x)| ≤
|f(xn)− f(x)|+ |g(xn)− g(x)| n→∞−−−→ 0.

Definition 5.15 (Polynome und rationale Funktionen). 1. Funktionen p : R → R
der Form p(x) =

∑n
k=0 akx

k heißen Polynome. Ist an 6= 0, so sagen wir, das Polynom
ist vom Grad n.

2. Sind p und q zwei Polynome. Dann heißt p/q eine rationale Funktion.
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Korollar 5.16 (Stetigkeit von Polynomen und rationalen Funktionen). Jedes Poly-
nom p : R→ R ist stetig. Jede rationale Funktion f = p/q, wobei p und q Polynome sind, ist
für x ∈ R \ {x : q(x) = 0} stetig.

Beweis. Da ein Polynom aus der Hintereinanderausführung von Produktbildung und Addition
aus der Identitätsabbildung entsteht, ist die erste Behauptung wegen Proposition 5.14 klar.
Die zweite folgt aus derselben Proposition.

Proposition 5.17 (Kompositionen stetiger Abbildungen sind stetig).
Seien (E, r), (E′, r′), (E′′, r′′) metrische Räume, f : E → E′, g : E′ → E′′ und x ∈ E. Sind f
stetig in x und g stetig in f(x), so ist g ◦ f : E → E′′ stetig in x.

Beweis. Sei U ′′ eine Umgebung von g(f(x)). Dann ist wegen der Stetigkeit von g die Men-
ge g−1(U ′′) eine Umgebung von f(x). Damit ist wegen der Stetigkeit von f die Menge
f−1(g−1(U ′′)) = (g ◦ f)−1(U ′′) eine Umgebung von x. Damit folgt die Behauptung aus Pro-
position 5.12.

Korollar 5.18. Die Abbildungen x 7→ xk/` sind stetig auf [0,∞), k, ` = 1, 2, ...

Beweis. Wir zeigen zunächst die Stetigkeit von x 7→ x1/`. Hierfür benötigen wir, dass y`−x` >
(y − x)` für y > x > 0 gilt. Wir schreiben

y` − x` = y`−1(y − x) + x(y`−1 − x`−1) > (y − x)`−1(y − x) = (y − x)`.

Daraus folgt auch y1/` − x1/` < (y − x)1/`, wenn man x durch x1/` und y durch y1/` ersetzt.
Sei nun ε > 0 und δ := ε`. Ist nun x, y ≥ 0 mit |y−x| < δ, so folgt |y1/`−x1/`| ≤ |y−x|1/` ≤
ε. Daraus folgt die Stetigkeit von x 7→ x1/`. Nun folgt die Stetigkeit von x 7→ xk/` aus
Proposition 5.17, sowie der Stetigkeit von x 7→ xk und von x 7→ x1/`.

5.4 Der Zwischenwertsatz

Theorem 5.19 (Der Zwischenwertsatz). Sei a < b und f : [a, b] → R eine stetige Abbil-
dung sowie f(a) ≤ y ≤ f(b) oder f(b) ≤ y ≤ f(a). Dann gibt es ein x ∈ [a, b] mit f(x) = y.

Beweis. OBdA sei f(a) < f(b). Wir konstruieren x mittels einer Intervallschachtelung. Wir
beginnen mit dem Intervall [a0, b0] := [a, b]. Setze x1 := (a0 + b0)/2. Ist f(x1) < y, so
setze [a1, b1] = [x1, b0], andernfalls [a1, b1] = [a0, x1]. Setze nun x2 := (a1 + b1)/2 und
[a2, b2] = [x2, b1] falls f(x2) < y, andernfalls [a1, b1] = [a0, x2] usw. So erreichen wir, dass
der Funktionswert am linken Intervallrand immer zu klein, der am rechten Intervallrand zu
groß ist. Klar ist, dass es ein einziges x gibt, das in allen Intervallen liegt. Da f stetig ist, gilt

y ≤ lim
n→∞

f(bn) = f(x) = lim
n→∞

f(an) ≤ y

wegen der Stetigkeit von f und da an
n→∞−−−→ x und bn

n→∞−−−→ x. Daraus folgt die Behauptung.

Korollar 5.20 (Nullstellensatz). Sei a < b und f : [a, b]→ R eine stetige Abbildung sowie
f(a) < 0 < f(b). Dann gibt es ein x ∈ [a, b] mit f(x) = 0.

Beweis. Klar nach Theorem 5.19.
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Korollar 5.21. Sei a > 0 und n ∈ N. Dann gibt es genau ein x ≥ 0 mit xn = a.

Beweis. Wegen der Monotonie von x 7→ xn ist klar, dass es höchstens ein x mit xn = a geben
kann. Betrachtet man die Funktion f : x 7→ xn − a auf [0, a+ 1], so stellt man fest, dass dies
eine stetige Funktion mit f(0) < 0 und f(a+ 1) = (a+ 1)n − a ≥ 1 + an− a ≥ 1 gilt. Damit
folgt die Aussage aus Theorem 5.19.

5.5 Stetige Funktionen auf kompakten Mengen

Definition 5.22 ((Folgen-)Kompaktheit). Sei (E, r) ein metrischer Raum. Eine Men-
ge K ⊆ E heißt (folgen-)kompakt, wenn jede K-wertige Folge (xn)n=1,2,... eine Teilfolge
(xkn)n=1,2,... hat die gegen ein x ∈ K konvergiert.

Lemma 5.23. Sei (E, r) ein metrischer Raum und K ⊆ E kompakt. Dann ist K abgeschlos-
sen.

Beweis. Klar nach Lemma 5.11.5.

Theorem 5.24 (Satz von Heine-Borel). Für K ⊆ Rd (versehen mit der euklidischen
Metrik) sind äquivalent:

1. K ist kompakt.

2. K ist abgeschlossen und beschränkt.

3. K hat die Heine-Borel Überdeckungseigenschaft, das heißt: für jede (unendliche) Über-
deckung von K, also (Ai)i∈I mit (unendlicher) Indexmenge I und K ⊆

⋃
i∈I Ai gibt es

eine endliche Menge J ⊆ I mit K ⊆
⋃
j∈J Aj.

Beweis. 1.⇒2. Angenommen, K ist nicht beschränkt. Dann gibt es eine Folge (xn)n=1,2,... mit

r(xn, 0)
n→∞−−−→∞. Dies gilt auch für jede Teilfolge. Insbesondere ist K nicht kompakt.

2.⇒1. Sei (xn)n=1,2,... eine K-wertige Folge. Da K beschränkt ist, gibt es eine konvergente
Teilfolge nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass, Theorem 3.13. Da K abgeschlossen ist, ist
der Grenzwert nach Lemma 5.11.5 ebenfalls in K. Daraus folgt die Kompaktheit von K.
2.⇒3. Angenommen, K hat nicht die Heine-Borel’sche Überdeckungseigenschaft, ist aber
abgeschlossen und beschränkt. Dann gibt es eine Familie (Ai)i∈I mit K ⊆

⋃
i∈I Ai, zu der es

keine endliche Teilüberdeckung gibt. Da K beschränkt ist, gibt es ein Intervall [a0, b0] mit K ⊆
[a0, b0]. Durch Halbieren des Intervalls erhält man zwei neue Intervalle. Nun besitzt entweder
K ∩ [a0, (a0 + b0)/2] oder K ∩ [(a0 + b0)/2, b0] keine endliche Teilüberdeckung. (Ansonsten
ließen sich diese Teilüberdeckungen ja zu einer endlichen Teilüberdeckung von K bereinigen.)
Durch weiteres Halbieren erhalten wir eine absteigende Folge von Intervallen [an, bn] (mit
bn − an ↓ 0) mit der Eigenschaft

K ∩ [an, bn] kann nicht durch endlich viele der Ai überdeckt werden. (5.1)

Der durch diese Intervallschachtelung eindeutig definierte Punkt x ∈ K
⋂
n∈N[an, bn] (man

erinnere sich dass K abgeschlossen ist, woraus x ∈ K folgt) wird sicher von einem der Ai
überdeckt. Da Ai offen ist, gibt es ein ε > 0 mit Bε(x) ⊆ Ai. Nun gilt also für N groß genug
mit bN −aN < ε, dass K ∩ [aN , bN ] ⊆ K ∩Bε(x) ⊆ K ∩Ai. Insbesondere gibt es eine endliche
Teilüberdeckung von K ∩ [aN , bN ] im Widerspruch zu (5.1).
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3.⇒2. Zunächst stellen wir fest, dass K beschränkt ist. Schließlich ist K ⊆
⋃
n∈N(−n, n), also

gibt es nach der Überdeckungseigenschaft ein N mit K ⊆ (−N,N). Wir müssen also zeigen,
dass K abgeschlossen ist. Angenommen, K wäre nicht abgeschlossen. Dann gibt es eine Folge
(xn)n=1,2,... in A mit xn

n→∞−−−→ x /∈ A. Wir setzen nun Ay := B|y−x|/2(y) als den offenen Ball

um y mit Radius |y − x|/2. Dann ist offenbar
⋃
y∈K Ay eine offene Überdeckung von K mit

x /∈
⋃
y∈K Ay (denn schließlich liegt x ja gerade außerhalb des Balles Ay nach Konstruktion).

Da K die Heine-Borel’sche Überdeckungseigenschaft hat, gibt es y1, ..., yn ∈ K mit K ⊆⋃n
j=1B|yj−x|/2(yj). Sei nun ε := minj=1,...,n |yj − x|/2. Dann ist Bε(x) ∩

⋃n
j=1B|yj−x|/2(yj) =⋃n

j=1Bε(x) ∩B|yj−x|/2(yj) = ∅. Allerdings ist xn ∈ Bε(x) ∩
⋃n
j=1B|yj−x|/2(yj) für fast alle n,

da xn
n→∞−−−→ x und xn ∈ K ⊆

⋃n
j=1B|yj−x|/2(yj). Dies ist ein Widerspruch.

Theorem 5.25. Seien (E, r), (E′, r′) metrische Räume und f : E → E′ stetig. Ist K ⊆ E
kompakt, dann ist auch f(K) = {f(x) : x ∈ K} kompakt.

Beweis. Sei (yn)n=1,2,... eine f(K)-wertige Folge. Dann gibt es eineK-wertige Folge (xn)n=1,2,...

mit f(xn) = yn. Da K kompakt ist, gibt es eine Teilfolge (xkn)n=1,2,... und ein x ∈ K mit

xkn
n→∞−−−→ x. Also gilt wegen der Stetigkeit von f auch

f(K) 3 f(x) = lim
n→∞

f(xkn) = lim
n→∞

ykn .

Damit folgt die Aussage, da (yn)n=1,2,... beliebig war.

Korollar 5.26. Sei (E, r) ein metrischer Raum und f : E → R eine stetige Funktion. Ist
K ⊆ E kompakt, so gibt es x ∈ K mit f(x) = supy∈K f(y). Das bedeutet, dass f sein
Supremum auf K annimmt. Analoges gilt für das Infimum.

Beweis. Nach Theorem 5.25 ist f(K) kompakt, also nach Theorem 5.24 abgeschlossen und
beschränkt. Also gibt es wegen der Beschränktheit nach dem Satz von Bolzano-Weierstrass
m := sup f(K). Sei nun (xn)n=1,2,... eine K-wertige Folge mit f(xn)

n→∞−−−→ m. Also gibt es
wegen Lemma 5.11.5 und der Abgeschlossenheit von f(K) ein y ∈ f(K) mit m = f(K). Also
gibt es x ∈ K mit f(x) = m.

Definition 5.27 (Gleichmäßige Stetigkeit). Seien (E, r) und (E′, r′) metrische Räume.
Dann heißt eine Funktion f : E → E′ gleichmäßig stetig, falls es für jedes ε > 0 ein δ > 0
gibt, so dass r′(f(x), f(y)) < ε für alle x, y ∈ E mit r(x, y) < δ. In Quantorenschreibweise:

∀ε > 0 ∃δ > 0 ∀x, y mit r(x, y) < δ : r′(f(x), f(y)) < ε.

Proposition 5.28 (Stetige Funktionen auf Kompakta sind gleichmäßig stetig). Sei-
en (E, r) und (E′, r′) metrische Räume, K ⊆ E kompakt und f : K → E′ stetig. Dann ist f
sogar gleichmäßig stetig.

Beweis. Angenommen, f wäre nicht gleichmäßig stetig. Dann gibt es ein ε > 0 und Paare
(xn, x

′
n) mit r(xn, x

′
n) < 1/n und r′(f(xn), f(x′n)) > ε. Da K kompakt ist, gibt es eine

Teilfolge (xkn)n=1,2,... und x ∈ K mit xkn
n→∞−−−→ x. Da r(xn, x

′
n) < 1/n, folgt damit auch

r(x′n, x) ≤ r(x′n, xn) + r(xn, x)
n→∞−−−→ 0. Insgesamt können wir also wegen der Stetigkeit von

f schreiben
ε ≤ r′(f(xn), f(x′n))

n→∞−−−→ r′(f(x), f(x)) = 0.

Dies ist ein Widerspruch, also muss f gleichmäßig stetig sein.
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Beispiel 5.29. 1. Die Funktion x 7→ 1/x ist auf [t,∞) gleichmäßig stetig für jedes t > 0.
Denn: Sei ε > 0. Dann wählen wir δ > 0 so, dass

1

t
− 1

t+ δ
< ε, also δ < εt(t+ δ).

Sei also δ := εt2. Dann gilt für t ≤ x < x′ mit x′ − x < δ, dass

1

x
− 1

x′
=
x′ − x
xx′

<
δ

t2
= ε.

Daraus folgt die gleichmäßige Stetigkeit auf [t,∞).

2. Andererseits gilt: Die Funktion x 7→ 1/x ist auf (0,∞) nicht gleichmäßig stetig.

Denn: Es gilt für 0 < x < x′ mit x′ − x = δ

1

x
− 1

x′
=
x′ − x
xx′

=
δ

x(x+ δ)
.

Nun ist die Funktion x 7→ δ
x(x+δ) auf (0,∞) unbeschränkt. Das bedeutet, dass es für

jedes δ > 0 und jedes K > 0 ein x ∈ (0,∞) gibt, so dass f(x) − f(x + δ) > K gilt.
Insbesondere ist f nicht gleichmäßig stetig auf (0,∞).

5.6 Stetige Fortsetzung von Funktionen

In diesem Abschnitt seien (E, r), (E′, r′) metrische Räume. Nun beschäftigen wir uns mit
folgender Fragestellung: Seien (E, r), (E′, r′) metrische Räume, D ⊆ E und f : D → E′ stetig
sowie x0 ∈ Dc. Unter welchen Bedingungen gibt es eine stetige Funktion g : D ∪ {x0} → E′,
so dass f(x) = g(x) für x ∈ D? Wir sagen dann auch, dass g eine stetige Fortsetzung von f
ist. Wir beginnen mit der Definition eines Häufungspunktes einer Menge.

Definition 5.30 (Häufungspunkt, isolierter Punkt). Sei (E, r) ein metrischer Raum
und D ⊆ E. Dann heißt x ∈ E ein Häufungspunkt von D, wenn |Bε(x) ∩ D| = ∞ für
jedes ε > 0 gilt. Weiter heißt x ∈ E isolierter Punkt von D, wenn es ein ε > 0 gibt mit
0 < |Bε(x) ∩D| <∞. Wir schreiben

D := {x ∈ E : x Häufungspunkt oder x isolierter Punkt}

und bezeichnen mit D den Abschluss von D.

Beispiel 5.31. 1. Es ist 0 ein Häufungspunkt von (0,∞). Außerdem hat (0,∞) keine
isolierten Punkte.

2. Die Menge Z ⊆ R besteht nur aus isolierten Punkten.

3. Sei (xn)n=1,2,... die reellwertige Folge mit x2n = 1, x2n+1 = 1/n. Dann sind 0 und
1 Häufungswerte der Folge (xn)n=1,2,..., jedoch ist nur 0 Häufungspunkt der Menge
D := {xn : n ∈ N}.
Denn: Es gilt Bε(1) ∩D = {1} falls ε klein genug ist, aber x2n

n→∞−−−→ 1.
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4. Sei E = R und D = {1/n : n ∈ N}. Dann besteht D nur aus isolierten Punkten und 0
ist der einzige Häufungspunkt von D.
Denn Für n ∈ N ist 1

n −
1

n+1 = 1
n(n+1) <

1
(n+1)2 und 1

n−1 −
1
n <

1
n2 . Also ist B1/n2(1/n)∩

D = {1/n}.

Lemma 5.32. Sei (E, r) ein metrischer Raum und D ⊆ E.

1. Es ist x ∈ E genau dann ein Häufungspunkt von D, wenn es eine D-wertige Folge
(xn)n=1,2,... mit xn 6= xm,m 6= n,m, n = 1, 2, ... gibt mit xn

n→∞−−−→ x.

2. Sei x ∈ E, ε > 0 und |Bε(x)∩D| <∞. Dann gibt es ein δ > 0 mit |Bδ(x)∩D| ∈ {0, 1}.
Insbesondere ist x ∈ D für jeden isolierten Punkt von D.

3. Die Menge D ist abgeschlossen und es gilt

D =
⋂
D′⊇D

D′ abgeschlossen

D′.

Beweis. 1. Sei x ein Häufungspunkt von D. Dann gibt es nach Definition für jedes n ein
xn ∈ D mit xn ∈ B1/n(x). OBdA ist dabei xn 6= x1, ..., xn−1. Damit gilt auch xn

n→∞−−−→
x. Andersherum nehmen wir an, dass es eine D-wertige Folge (xn)n=1,2,... unterschiedlicher

Punkte gibt mit xn
n→∞−−−→ x. Für ε > 0 ist damit xn ∈ Bε(x) nach Lemma 5.11.3 für fast alle

n. Dies impliziert auch |Bε(x) ∩D| =∞.

2. Ist x ∈ D und |Bε(x)∩D| <∞. Dann gibt es ein n ∈ N und x1, ..., xn ∈ D mit Bε(x)∩D =
{x, x1, ..., xn}. Nun genügt es, δ := min{r(x, x1), ..., r(x, xn)}/2 zu setzen. Im Fall x ∈ Dc

setzt man δ := min{r(x, y) : y ∈ D}/2 > 0. Dann ist |Bδ(x) ∩D| = 0.

3. Zunächst zeigen wir die Abgeschlossenheit von D. Angenommen, D ist nicht abgeschlossen.
Dann ist D

c
nicht offen. Also gibt es ein x ∈ Dc

, so dass D
c

keine Umgebung von x ist. Da
D ⊆ D, kann x kein isolierter Punkt von D sein, darf also auch kein Häufungspunkt von D
sein. Hierzu werden wir einen Widerspruch konstruieren: Es gibt nämlich nach Lemma 5.11.4
eine D-wertige Folge (xn)n=1,2,..., so dass r(xn, x) < 1/n und damit xn

n→∞−−−→ x gilt. Da xn ∈
D, gibt es für jedes n auch yn ∈ D mit r(xn, yn) < 1/n. Damit folgt auch r(x, yn) ≤ r(x, xn)+
r(xn, yn)

n→∞−−−→ 0. Also gilt yn
n→∞−−−→ x, insbesondere ist x nach 1. ein Häufungspunkt von D

im Widerspruch zur Annahme.

Nun kommen wir zur angegebenen Formel für D. Nach eben gezeigtem ist ’⊇’ klar, da die
rechte Seite nach Lemma 5.9.2 eine abgeschlossene Menge ist. Um ’⊆’ zu zeigen sei nun x ∈ D.
Dann ist 0 < |Bε(x) ∩ D| ≤ ∞ für jedes ε > 0. Angenommen, es gäbe ein abgeschlossenes
D′ ⊇ D, so dass x /∈ D′, also x ∈ (D′)c. Da (D′)c offen ist, muss es ein ε > 0 geben mit
Bε(x) ⊆ (D′)c, also Bε(x) ∩D′ = ∅. Dann wäre aber auch Bε(x) ∩D ⊆ Bε(x) ∩D′ = ∅ im
Widerspruch zu x ∈ D.

Beispiel 5.33. 1. Sei E = R und D = (a, b) mit a, b ∈ R. Dann ist (a, b) = [a, b].
Denn: Das abgeschlossene Intervall [a, b] ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von
(a, b).

2. Es ist Q = R.
Denn: Für jedes x ∈ R gibt es eine Q-wertige Folge (xn)n=1,2,... mit xn

n→∞−−−→ x.
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Definition 5.34 (Stetige Fortsetzung). Seien (E, r), (E′, r′) metrische Räume, D ⊆ E
und f : D → E′ stetig sowie x0 ∈ Dc. Gibt es eine stetige Funktion g : D ∪ {x0} → E′, so
dass f(x) = g(x) für x ∈ D, so sagen wir, dass g eine stetige Fortsetzung von f auf D∪{x0}
ist. Wir schreiben auch g|D = f , wobei g|D : D → E′ die Einschränkung von g auf D ist.

Proposition 5.35 (Eindeutigkeit der stetigen Fortsetzung). Seien (E, r), (E′, r′) me-
trische Räume, D ⊆ E und f : D → E′ stetig sowie x0 ∈ Dc.

1. Ist x0 kein Häufungspunkt von D, so ist jede Funktion g : D ∪ {x0} → E′ mit g(x) =
f(x), x ∈ D eine stetige Fortsetzung von f .

2. Ist x0 ein Häufungspunkt von D, so gibt es höchstens eine stetige Fortsetzung von f auf
D ∪ {x0}.

Beweis. 1. Zu zeigen ist nur, dass jede Funktion g : D ∪ {x0} → E′ mit g(x) = f(x), x ∈ D
stetig in x0 ist. Nach Lemma 5.32.2 gibt es ein δ > 0 mit Bδ(x0)∩D = ∅. Ist nun (xn)n=1,2,...

eine D∪{x0}-wertige Folge mit xn
n→∞−−−→ x0. Dann ist xn = x0 für fast alle n und damit auch

g(xn) = g(x0) für fast alle n. Insbesondere ist g in x0 stetig.
2. Nach Lemma 5.32.1 gibt es eine D-wertige Folge (xn)n=1,2,... mit xn

n→∞−−−→ x0. Seien
g, g′ : D ∪ {x0} → E′ zwei stetige Fortsetzungen von f auf D ∪ {x0}. Dann gilt

g(x0) = lim
n→∞

g(xn) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

g′(xn) = g′(x0).

Bisher haben wir Grenzwerte der Form xn
n→∞−−−→ x innerhalb von metrischen Räumen be-

trachtet. Grundlegend war hier immer, dass (xn)n=1,2,... eine Folge war. Nun erweitern wir
diesen Begriff, insdem wir sogar Grenzwerte von Funktionen betrachten. Dies werden wir
jedoch in Lemma 5.37 wieder auf den Konvergenzbegriff von Folgen zurückführen.

Definition 5.36 (Grenzwert einer Funktion). Seien (E, r), (E′, r′) metrische Räume,
D ⊆ E und x0 ein Häufungspunkt von D. Ist die Funktion

F :

{
f(x), falls x ∈ D \ {x0},
y, falls x = x0

(5.2)

stetig in x0, so sagen wir, dass f in x0 den Grenzwert y hat und schreiben

lim
x→x0

f(x) = y oder auch f(x)
x→x0−−−→ y.

Ist x0 ∈ D und ist f stetig in x0, so gilt also f(x)
x→x0−−−→ f(x0).

Lemma 5.37 (Äquivalente Formulierungen für Grenzwerte von Funktionen). Seien
(E, r), (E′, r′) metrische Räume, D ⊆ E und x0 ein Häufungspunkt von D. Ist f : D → E′

und y ∈ E′, so sind äquivalent:

1. f(x)
x→x0−−−→ y

2. Für jedes ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass r(f(x), y) < ε für alle x ∈ D mit x 6= x0 und
r(x, x0) < δ.
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3. Für jede D \ {x0}-wertige Folge (xn)n=1,2,... mit xn
n→∞−−−→ x0 ist f(xn)

n→∞−−−→ y.

Beweis. 1.⇒2.: Sei F wie in (5.2). Da F nach Voraussetzung in x0 stetig ist, und r(f(x), y) =
r(F (x), F (x0) nach Definition gilt, folgt die Behauptung.

2.⇒3. und 3.⇒1.: Klar nach Proposition 5.12.

Proposition 5.38 (Rechenregeln für Grenzwerte von Funktionen).
Seien (E, r), (E′, r′), (E′′, r′′) metrische Räume, f, g : E → E′, h : E′ → E′′. Weiter sei

x0 ∈ E und f(x)
x→x0−−−→ a, g(x)

x→x0−−−→ b.

1. Ist E′ ⊆ R, so gilt

f(x) + g(x)
x→x0−−−→ a+ b,

f(x)g(x)
x→x0−−−→ ab,

f(x)

g(x)

x→x0−−−→ a

b
, falls b 6= 0.

Gibt es ein ε > 0, so dass f(x) ≤ g(x) für alle x 6= x0, x ∈ Bε(x0), so gilt a ≤ b.

2. Ist h stetig in a, so gilt h(f(x))
x→x0−−−→ h(a).

Beweis. 1. Alle Aussagen folgen aus Lemma 5.37.3 unter Anwendung der entsprechenden
Aussage über Folgen, Proposition 3.7, Proposition 3.9. 2. folgt aus Proposition 5.17.

Während Grenzwerte der Form limx→x0 f(x) nach Lemma 5.37 äquivalent sind zu limn→∞ f(xn)
für alle Folgen (xn)n=1,2,... mit limn→∞ xn = x0, können wir die Auswahl dieser Folgen auch
einschränken. Dies führt nun zum Begriff des einseitigen Grenzwertes. Anschließend betrach-
ten wir noch uneigentliche Grenzwerte von Funktionen, wie wir dies im Rahmen der Konver-
genz von Folgen schon in Abschnitt 3.4 getan haben.

Definition 5.39 (Einseitige Grenzwerte). Sei (E′, r′) ein metrischer Raum, D ⊆ R und
f : D → E′.

1. Ist x0 ein Häufungspunkt von D− := D ∩ (−∞, x0), und gilt12 f |D−(x)
x→x0−−−→ y, so

sagen wir, dass f in x0 den linksseitigen Grenzwert y hat und schreiben dafür

f(x0−) = lim
x↑x0

f(x) = y.

2. Ist x0 ein Häufungspunkt von D+ := D ∩ (x0,∞), und gilt f |D+(x)
x→x0−−−→ y, so sagen

wir, dass f in x0 den rechtsseitigen Grenzwert y hat und schreiben dafür

f(x0+) = lim
x↓x0

f(x) = y.

12Sei f : E → E′ und D ⊆ E. Dann ist

f |D :

{
D → E′

x 7→ f(x)

die Einschränkung von f auf D.
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Beispiel 5.40. Wir betrachten die Funktion f : x 7→ [x] aus Definition 2.24. Es ist f für alle
x ∈ R \ Z stetig. Außerdem gilt für x0 ∈ Z

lim
x↑x0

f(x) = x− 1, lim
x↓x0

f(x) = x.

Definition 5.41 (Grenzwerte im Unendlichen). 1. Sei (E′, r′) ein metrischer Raum,
D ⊆ R nicht nach oben beschränkt und f : D → E′. Gilt f(xn)

n→∞−−−→ y für jede Folge
(xn)n=1,2,... mit xn

n→∞−−−→ ∞, so sagen wir, dass f in ∞ den Grenzwert y besitzt und

schreiben limx→∞ f(x) = y oder f(x)
x→∞−−−→ y. Analog definieren wir den Grenzwert für

x→ −∞.

2. Sei (E, r) ein metrischer Raum, D ⊆ E, x0 ein Häufungspunkt von D und f : D →
D′ ⊆ R. Gilt f(xn)

n→∞−−−→ ∞ für jede D-wertige Folge (xn)n=1,2,... mit xn
n→∞−−−→ x0, so

sagen wir, dass f in x0 den Grenzwert ∞ besitzt und schreiben limx→x0 f(x) =∞ oder

f(x)
x→x0−−−→∞. Analog definieren wir den Grenzwert für x→ −∞.

Lemma 5.42 (Reduktionslemma). Sei (E′, r′) ein metrischer Raum, D ⊆ R nicht nach
oben beschränkt und f : D → E′. Weiter definieren wir g : D̃ := {1/x : x ∈ D} → E′ mittels
g(x) = f(1/x). Dann sind äquivalent:

1. f besitzt in ∞ den Grenzwert y.

2. Es gilt g(0+) = y.

Analoges gilt für Grenzwerte bei −∞.

Beweis. Ist (xn)n=1,2,... eine D-wertige Folge mit xn
n→∞−−−→ ∞, so ist (1/xn)n=1,2,... eine D̃+-

wertige Folge mit 1/xn
n→∞−−−→ 0. Deswegen folgt die Behauptung aus Lemma 5.37.

Bemerkung 5.43. Die Rechenregeln aus Proposition 5.38 gelten für einseitige Grenzwerte
und Grenzwerte im Unendlichen, falls sie existieren, entsprechend.

6 Die Exponentialfunktion und von ihr abgeleitete Funktionen

Wir kommen nun dazu, einige spezielle Funktionen einzuführen. Vor allem wird die Euler’sche
Zahl e und die Exponentialfunktion eine wichtige Rolle spielen. Von ihr werden wir in Ab-
schnitt 6.2 die Logarithmus-Funktion ableiten. Anschließend erweitern wir die Definition der
Exponentialfunktion in Abschnitt 6.3 auf andere Basen, ebenso erweitern wir die Potenzfunk-
tion in Abschnitt 6.4 auf reellwertige Potenzen. Abschließend leiten in Abschnitt 6.5 wir die
Winkelfunktionen cos, sin, tan und ihre Umkehrfunktionen her.

6.1 Die Exponentialfunktion

In diesem Abschnitt suchen wir Funktionen f , die die Gleichung

f(x+ y) = f(x) · f(y) (6.1)

erfüllen. Dies kann man in etwa so verstehen: Angenommen, der Bestand einer Population
vermehrt sich in einer Zeit x um einen Faktor f(x). Betrachten wir nun den Bestand zur Zeit
x + y. Einerseits ist dieser um einen Faktor f(x + y) größer ist als zur Zeit 0. Andererseits



66 6 Die Exponentialfunktion und von ihr abgeleitete Funktionen

vermehrt sich zwischen Zeit x und x+ y die Population um einen Faktor f(y). Insgesamt ist
also der Vermehrungsfaktor zwischen Zeiten 0 und x+ y auch gleich f(x) · f(y).

Wir werden sehen, dass die Gleichung (6.1) unendlich viele Lösungen hat. Zunächst un-
tersuchen wir folgende Eigenschaften für eine Funktion f : R→ R:

(1) f(x+ y) = f(x) · f(y),

(2c) lim
x→0

f(x)− 1

x
= c.

Lemma 6.1 (Folgerungen aus (1) und (2c)). Sei f : R → R eine Funktion, die (1) und
(2c) erfüllt. Dann gilt f(0) = 1,

f(x) =
(
f
(x
n

))n
und xn := n

(
f
(x
n

)
− 1
)

n→∞−−−→ xc.

Außerdem ist

f(x) = lim
n→∞

(
1 +

xn
n

)n
.

Beweis. Es muss f(0) = 1 gelten, da andernfalls der Grenzwert in (2c) nicht existieren würde.
Weiter gilt mit (1)

f(x) = f
(x
n

+ · · ·+ x

n

)
=
(
f
(x
n

))n
.

Außerdem gilt mit hn := x/n und wegen (2c) mit Hilfe von Lemma 5.37

n
(
f
(x
n

)
− 1
)

= x
f(hn)− 1

hn

n→∞−−−→ xc.

Die letzte Behauptung ist klar wegen 1 + xn = f(x/n).

Lemma 6.2 (Fundamentallemma). Sei x ∈ R und (xn)n=1,2,... eine reellwertige Folge mit

xn
n→∞−−−→ x. Dann gilt

lim
n→∞

(
1 +

xn
n

)n
=
∞∑
k=0

xk

k!
.

Bemerkung 6.3. Die Existenz des Grenzwertes limn→∞

(
1 + xn

n

)n
auf der linken Seite ist

nicht a priori klar. Jedoch folgt mit dem Quotientenkriterium sofort die Existenz von
∑∞

k=0
xk

k! .

Wir werden im Beweis zeigen, dass
(

1+ xn
n

)n
beliebig nahe an diesem Grenzwert liegt, woraus

auch die Existenz des linken Grenzwertes folgt.

Beweis von Lemma 6.2. Wir beginnen mit einer Nebenrechnung. Es ist für 0 ≤ k ≤ n(
n

k

)
1

nk
=
n · · · (n− k + 1)

k!nk
=

1

k!

(
1− 1

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
≤ 1

k!
.

Außerdem sieht man leicht (
n

k

)
1

nk
n→∞−−−→ 1

k!
.

Damit gilt für beliebiges K ∈ N, dass

K−1∑
k=0

(
n

k

)
xkn
nk
− xk

k!

n→∞−−−→ 0.
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1

1

e

exp(x)

Abbildung 6.1: Die Funktion x 7→ exp(x).

Zu ε > 0 wählen wir K so groß, dass

∞∑
k=K

(|x|+ 1)k

k!
< ε/3, und |xn| ≤ |x|+ 1

für n ≥ K. Nun wählen wir n ≥ K groß genug, so dass

∣∣∣K−1∑
k=0

(
n

k

)
xkn
nk
− xk

k!

∣∣∣ < ε/3.

Dann gilt mit Proposition 1.40

∣∣∣(1 +
xn
n

)n
−
∞∑
k=0

xk

k!

∣∣∣ ≤ ∣∣∣K−1∑
k=0

(
n

k

)
xkn
nk
− xk

k!

∣∣∣+
n∑

k=K

(
n

k

)
|xn|k

nk
+
∞∑
k=K

|x|k

k!
< ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

Definition 6.4 (Exponentialfunktion). Die Abbildung

exp : x 7→ lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
=
∞∑
k=0

xk

k!

heißt Exponentialfunktion. Weiter heißt e := exp(1) Euler’sche Zahl.

Bemerkung 6.5. Nach obiger Definition ist also

e = lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
=

∞∑
k=0

1

k!
.

Der numerische Werte er Euler’schen Zahl ist etwa e ≈ 2.71828... Die Funktion x 7→ exp(x)
ist in Abbildung 6.1 dargestellt.
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Lemma 6.6 (Grundlegende Eigenschaften). 1. Die Funktion x 7→ exp(cx) ist die ein-
zige Funktion, die (1) und (2c) erfüllt. Sie ist stetig, positiv und monoton. Sie ist streng
monoton für c 6= 0 (und zwar wachsend für c > 0 und fallend für c < 0) und es gilt
exp(−x) = 1/ exp(x).

2. Für x ∈ Q gilt exp(x) = ex. Weiter ist exp die einzige stetige Fortsetzung von x 7→ ex

von Q nach R.

3. Für jedes y ∈ R+ gibt es x ∈ R mit y = exp(x).

4. Es gilt limx→∞ exp(x) =∞, limx→−∞ exp(x) = 0.

5. Es gilt limx→∞
exp(x)
xn =∞ sowie limx→∞ x

n exp(−x) = 0.

Beweis. 1. Für (1) schreiben wir

exp(x+ y) =
∞∑
k=0

(x+ y)k

k!
=
∞∑
k=0

k∑
l=0

(
k

l

)
xkyl−k

1

k!

=
∞∑
l=0

∞∑
k=l

l!(k − l)!
x

k

yl−k =
∞∑
l=0

∞∑
k=0

l!k!

x

k

yk = exp(x) exp(y).

Daraus folgt (1) für alle c. Für (2c) gilt, falls |x| < 1∣∣∣1
x

( ∞∑
k=0

(cx)k

k!
− 1
)
− c
∣∣∣ = |c| ·

∣∣∣ ∞∑
k=1

(cx)k−1

k!
− 1
∣∣∣

≤ |cx| ·
∞∑
k=2

1

k!

woraus (2c) folgt. Angenommen, es gibt eine weitere Funktion f , die (1) und (2c) erfüllt. Dann
muss nach Lemma 6.1 und Lemma 6.2 (1+x/n)x

n→∞−−−→ exp(x) gelten. Für die Stetigkeit folgt

aus (2c) zunächst exp(cx)
x→0−−−→ 1. Damit gilt exp(c(x+ h)) = exp(cx) exp(ch)

h→0−−−→ exp(cx).
Die Positiviät folgt aus exp(x) = (exp(x/2))2, die Monotonie aus exp(x + h)/ exp(x) =
exp(h) > 1 + h > 1. Weiter ist exp(0) = 1 und damit 1 = exp(x− x) = exp(x) exp(−x).
2. Für x ∈ N ist exp(x) = ex klar nach Lemma 6.1. Damit folgt für x = m

n ∈ Q und
em = exp(m) = (exp(m/n))n, also ex = exp(x). Da R die Menge der Häufungspunkte von Q
ist, folgt die Behauptung nun aus Proposition 5.35.
3. Sei zunächst y ≥ 1. Klar ist, dass exp(y) ≥ 1 + y > y. Da exp(0) = 1, folgt mit dem
Zwischenwertsatz, Theorem 5.19, dass es ein x ∈ [0, y] gibt mit exp(x) = y. Für y ≤ 1 folgt
die Behauptung daraus, dass es ein x gibt mit exp(x) = 1/y, also exp(−x) = y nach 1.
4. ist klar wegen 3. und der Monotonie.
5. Es gilt exp(x) > xn+1/(n+ 1)!, also exp(x)

n! > x
(n+1)! . Daraus folgt bereits die erste Behaup-

tung. Für die zweite Behauptung schreiben wir 1
xn exp(−x) = exp(x)

xn
x→∞−−−→∞.

Bemerkung 6.7 (Exponentialschreibweise). Wegen Lemma 6.6.2 gilt exp(x) = ex für
x ∈ Q. (Für andere Exponenten war bisher der Ausdruck ex nämlich gar nicht definiert.) Wir
werden im Folgenden die Schreibweise ex := exp(x) auch für x ∈ R\Q verwenden. Schließlich
ist die Exponentialfunktion die einzige stetige Fortsetzung auf R, die diese Beziehung erfüllt.
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1

1

e

log(x)

Abbildung 6.2: Die Funktion x 7→ log(x).

Lemma 6.8. Die Zahl e ist irrational.

Beweis. Zunächst zeigen wir für |x| ≤ 1

Rn(x) :=
∣∣∣ exp(x)−

n∑
k=0

xk

k!

∣∣∣ ≤ 2
|x|n+1

(n+ 1)!
. (6.2)

Hierzu schreiben wir

Rn(x) ≤
∞∑

k=n+1

|x|k

k!
=
|x|n+1

(n+ 1)!

(
1 +

|x|
n+ 2

+
|x|2

(n+ 2)(n+ 3)
+ · · ·

)
≤ |x|n+1

(n+ 1)!

(
1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·

)
= 2

|x|n+1

(n+ 1)!
.

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis. Angenommen, e wäre rational, d.h. es gibt m,n ∈
N mit e = m/n. Dann ist n!e ∈ N also auch

n!Rn(1) = n!
(
e−

n∑
k=0

1

k!

)
∈ N.

Allerdings folgt aus (6.2) für n > 1

0 < n!Rn(1) ≤ 2

n+ 1
< 1

im Widerspruch dazu.

6.2 Der natürliche Logarithmus

Nach Lemma 6.6.3 ist die Funktion exp : R → R+ umkehrbar. Diese Umkehrfunktion heißt
natürlicher Logarithmus. Siehe Abbildung 6.2 für eine Illustration.

Definition 6.9 (Natürlicher Logarithmus). Die Abbildung log : R+ → R, für die
log(exp(x)) = exp(log(x)) = x gilt, heißt natürlicher Logarithmus.

Lemma 6.10 (Grundlegende Eigenschaften). 1. Die Funktion log : R+ → R ist ste-
tig und streng monoton wachsend.

2. Für x, y ∈ R+ gilt log(xy) = log x+ log y, log(x−1) = − log x und log(xy) = y log x.
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1

1

a>10<a<1

Abbildung 6.3: Die Exponentialfunktionen x 7→ ax wachsen für a > 1 und fallen für
0 < a < 1.

3. Es gilt

lim
x→0

log(1 + x)

x
= 1.

4. Es gilt limx→∞ log(x) =∞, limx→0 log(x) = −∞.

5. Für n ∈ N gilt limx→∞
log(x)

x1/n = 0.

Beweis. 1. und 4. folgen direkt aus den entsprechenden Eigenschaften der Exponentialfunk-
tion.

2. Die erste Behauptung folgt aus exp(log(x) + log(y)) = exp(log(x)) · exp(log(y)) = xy =
exp(log(xy)), die zweite aus exp(− log(x)) = 1/(exp(log(x))) = 1/x = exp(log(x−1)). Die
letzte Behauptung zeigen wir im Fall y ∈ Q mit y = m/n mit m,n ∈ N. Der allgemeine Fall
folgt dann durch die Stetigkeit. Es gilt

n log(xm/n) = log((xm/n)n) = log(xm) = m log(x).

3. Sei (xn)n=1,2,... eine Nullfolge und yn := log(1+xn). Da exp(log(1)) = 1 und exp(0) = 1, ist
log(1) = 0 und damit ist (yn)n=1,2,... wegen der Stetigkeit von log eine Nullfolge. Außerdem
gilt

log(1 + xn)

xn
=

yn
eyn − 1

n→∞−−−→ 1

nach (2c) für x = 1.

5. Setzt man y = x1/n, ist die Aussage äquivalent zu log(y)
y

y→∞−−−→ 0. Dies folgt mit z := log(y)

aus z
exp(z)

z→∞−−−→ 0 und Lemma 6.6.5.

6.3 Allgemeine Exponentialfunktionen

Bisher haben wir nur die Exponentialfunktion x 7→ ex (für x ∈ R) kennen gelernt. Dies
erweitern wir nun auf beliebige positive Basen ungleich e. Siehe etwa Abbildung 6.3.
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Definition 6.11. Sei a > 0. Dann definieren wir die Exponentialfunktion x 7→ ax :=
exp(x log a) zur Basis a.

Lemma 6.12 (Grundlegende Eigenschaften). Seien a, b > 0.

1. Die Funktion x 7→ ax ist stetig. Sie erfüllt (1) und (2log(a)) aus Abschnitt 6.1. Im Falle
a > 1 ist sie streng monoton wachsend, im Falle a < 1 streng monoton fallend. Es gilt
(ax)y = axy und axbx = (ab)x.

2. Für x, y ∈ R gilt ax+y = axay.

3. Es gilt

lim
x→0

ax − 1

x
= log a.

Beweis. Alle Eigenschaften folgen direkt aus Lemma 6.6.

6.4 Allgemeine Potenzfunktionen

Wir kommen nun zu Funktionen x 7→ xa. Bisher wurden diese nur für a ∈ Q definiert, was
wir hier auf a ∈ R erweitern wollen. Siehe auch Abbildung 6.4.

Definition 6.13. Sei a ∈ R. Dann definieren wir die Potenzfunktion x 7→ xa := exp(a log x)
für x > 0.

Lemma 6.14 (Grundlegende Eigenschaften). Sei a ∈ R.

1. Die Funktion x 7→ xa ist stetig. Im Falle a > 0 ist sie streng monoton wachsend, im
Falle a < 0 streng monoton fallend.

2. Es gelten folgende Grenzwerte für a > 0:

lim
x→∞

xa =∞, lim
x→0

xa = 0, lim
x→∞

log(x)

xa
= 0, lim

x→0
xa log(x) = 0.

Für a < 0 gilt:

lim
x→∞

xa = 0, lim
x→0

xa =∞,

Beweis. Alle Behauptungen folgen direkt aus Eigenschaften der Exponentialfunktion.

6.5 Trigonometrische Funktionen

Aus der linearen Algebra sind die komplexen Zahlen C und deren Rechenregeln13 bekannt.
Wir erweitern die Definition der Exponentialfunktion

ex :=

∞∑
k=0

xk

k!
(6.3)

auf x ∈ C. Alle Rechenregeln der Exponentialfunktion übertragen sich auf komplexe Zahlen.
Diese Erweiterung ist hilfreich bei der Definition von Cosinus und Sinus in folgendem Sinne.

13Insbesondere ist i die imaginäre Einheit, wir schreiben z = x + iy (mit x, y ∈ R) und z̄ ist die komplex
Konjugierte von z ∈ C.
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1

1

a>1

0<a<1

a<0

Abbildung 6.4: Die Funktionen x 7→ xa wachsen für a > 0 und fallen für a < 0.

Definition 6.15 (Cosinus und Sinus). Für x ∈ R definieren wir

cos(x) := 1
2(eix + e−ix), sin(x) := 1

2i(e
ix − e−ix).

Bemerkung 6.16. Aus (6.3) folgt ex = ex. Daraus berechnen wir für x ∈ R sofort |eix|2 =
eixe−ix = e0 = 1. Schreibt man eix = a + ib für a, b ∈ R, so folgt aus der Definition sofort
a = cos(x) und b = sin(x), also

eix = cos(x) + i sin(x)

sowie
|eix|2 = cos(x)2 + sin(x)2 = 1.

Weiter ist aus der Definition ersichtlich, dass cos(−x) = cos(x) und sin(−x) = − sin(x) gilt.

Lemma 6.17 (Additionstheoreme). Es gilt

cos(x+ y) = cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y),

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y).

Beweis. Wir schreiben

4(cos(x) cos(y)− sin(x) sin(y)) = (eix + e−ix)(eiy + e−iy) + (eix − e−ix)(eiy − e−iy)
= 2(eixeiy + e−ixe−iy) = 4 cos(x+ y),

4(sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y)) = −i((eix − e−ix)(eiy + e−iy) + (eix + e−ix)(eiy − e−iy))
= −2i(eixeiy − e−ixe−iy) = 4 sin(x+ y).

Proposition 6.18 (Reihendarstellung von Cosinus und Sinus). Es gilt

cos(x) :=

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
,

sin(x) :=

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
.
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Beweis. Wir setzen einfach die Definition ein, und verwenden den Umordnungssatz für Reihen

2 cos(x) =
∞∑
k=0

(ix)k + (−ix)k

k!
=
∞∑
k=0

(1 + (−1)k)(ix)k

k!
= 2

∞∑
k=0

k gerade

(ix)k

k!

= 2
∞∑
k=0

(ix)2k

(2k)!
= 2

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

(2k)!
,

2i sin(x) =
∞∑
k=0

(ix)k − (−ix)k

k!
=
∞∑
k=0

(1− (−1)k)(ix)k

k!
= 2

∞∑
k=0

k ungerade

(ix)k

k!

= 2
∞∑
k=0

(ix)2k+1

(2k + 1)!
= 2i

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)!
.

Lemma 6.19 (Abschätzungen für cos und sin). Für x ∈ (0, 2] gilt

1− x2

2
< cos(x) < 1− x2

2
+
x4

24
,

x− x3

6
< sin(x) < x.

Insbesondere ist

lim
x→0

sin(x)

x
= 1.

Außerdem ist x 7→ cos(x) im Bereich (0, 2] streng monoton fallend.

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass es sich bei den Reihendarstellungen aus Propositi-
on 6.18 für x ∈ (0, 2] um alternierende Reihen handelt, auf die man Theorem 4.10 anwenden
kann. Aus der dort verfügbaren Fehlerabschätzung erhält man sofort die Behauptung.

Um die Monotonie von x 7→ cos(x) zu zeigen, folgt zunächst, dass x 7→ sin(x) auf (0, 2]
positiv ist. Sei nun 0 < x < y ≤ 2. Wir wenden Lemma 6.17 auf die Paare ((x+y)/2, (y−x)/2)
und ((x+ y)/2, (x− y)/2) an und subtrahieren die Ergebnisse, um

cos(y)− cos(x) = cos((x+ y)/2) cos((y − x)/2)− sin((x+ y)/2) sin((y − x)/2)

− cos((x+ y)/2) cos((x− y)/2) + sin((x+ y)/2) sin((x− y)/2)

= −2 sin((x+ y)/2) sin((y − x)/2) < 0

zu erhalten. Daraus folgt die Monotonie.

Korollar 6.20 (Nullstelle von cos). Die Funktion x 7→ cos(x) hat im Bereich x ∈ (0, 2]
genau eine Nullstelle.

Beweis. Klar ist, dass x 7→ cos(x) stetig ist. Da x 7→ cos(x) auf (0, 2] streng monoton fällt,
gibt es höchstens eine Nullstelle. Die Existenz einer Nullstelle folgt aus dem Nullstellensatz,
Korollar 5.20, und den Abschätzungen aus Lemma 6.19.

Definition 6.21. Wir bezeichnen die nach Korollar 6.20 eindeutige Nullstelle von x 7→ cos(x)
im Bereich (0, 2] mit π/2.
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π/2 π 3π/2 2π

cos(x) sin(x)

Abbildung 6.5: Die Funktionen x 7→ cos(x) und x 7→ sin(x) haben eine Periode von 2π.

Bemerkung 6.22. Wegen der Positivität von x 7→ sin(x) auf (0, 2] und cos(x)2 + sin(x)2 =
1 folgt sofort sin(π/2) = 1. Außerdem erkennen wir nun die Formel eiπ/2 = cos(π/2) +
i sin(π/2) = i. Durch Potenzieren erhalten wir hierdurch eiπ = i2 = −1 und e2iπ = cos(2π) +
i sin(2π) = 1, also cos(2π) = 1, sin(2π) = 0. Hier eine kleine Wertetabelle:

x 0 π
2 π 3π

2 2π

cos(x) 1 0 -1 0 1
sin(x) 0 1 0 -1 0

Eine Illustration der Funktionen cos und sin findet man in Abbildung 6.5.

Korollar 6.23. Es gelten die Beziehungen

cos(x+ π/2) = − sin(x), cos(x+ π) = − cos(x), cos(x+ 2π) = cos(x),

sin(x+ π/2) = cos(x), sin(x+ π) = − sin(x), sin(x+ 2π) = sin(x).

Die jeweils letzte Beziehung besagt, dass cos und sin eine Periode von 2π haben.

Beweis. Aus Lemma 6.17 und den Werten aus der letzten Bemerkung folgert man sofort alle
Behauptungen.

Bemerkung 6.24 (Arcus-Cosinus und Arcus-Sinus). Die Funktionen

cos :

{
[0, π] → [−1, 1]

x 7→ cos(x)
sin :

{
[−π/2, π/2] → [−1, 1]

x 7→ sin(x)

sind streng monoton und stetig. Mit dem Zwischenwertsatz folgert man, dass diese Funktionen
bijektiv sind. Deswegen können wir ihre Umkehrfunktionen

arccos :

{
[−1, 1] → [0, π]

x 7→ arccos(x)
arcsin :

{
[−1, 1] → [−π/2, π/2]

x 7→ arcsin(x)

definieren. Eine Illustration dieser Funktionen findet sich in Abbildung 6.6.

Aus cos und sin lässt sich der Tangens ableiten; siehe auch Abbildung 6.7.

Definition 6.25 (Tangens und Arcus-Tangens). Für x /∈ π/2 + {kπ : k ∈ Z} definieren
wir

tan(x) :=
sin(x)

cos(x)
.
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π

π/2

1

arccos(x)

π/2

−π/2

1

arcsin(x)

Abbildung 6.6: Die Funktionen x 7→ arccos(x) und x 7→ arcsin(x) sind die Umkehrfunk-
tionen von cos und sin um Bereich um den Nullpunkt.

π
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3π
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π
2

−π
2

arctan(x)

Abbildung 6.7: Die Funktionen x 7→ tan(x) und x 7→ arctan(x) werden aus cos und sin
abgeleitet.

Die Funktion

tan :

{
(−π/2, π/2) → R
x 7→ tan(x)

ist bijektiv. Ihre Umkehrfunktion

arctan :

{
R → (−π/2, π/2)

x 7→ arctan(x)

heißt Arcus-Tangens.

7 Differenzierbarkeit

Nachdem wir nun Stetigkeit von Funktionen kennen gelernt haben, wenden wir uns nun einer
stärkeren Eigenschaft, der Differenzierbarkeit, zu. Nachdem wir in Abschnitt 7.1 grundlegen-
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x0 y

Gerade mit Steigung

f(y)−f(x0)

(y−x0)

Abbildung 7.1: Die Ableitung einer Funktion f kann man mittels des Differenzenquotien-

ten f(y)−f(x0)
y−x0

definieren; siehe Definition 7.1. Dieser entspricht der Steigung einer Gerade

durch die Punkte (x0, f(x0)) und (y, f(y)).

de Eigenschaften behandeln, beschäftigen wir uns mit Ableitungen der Umkehrfunktion in
Abschnitt 7.2. In Anwendungen besonders wichtig sind der Mittelwertsatz – siehe Abschnitt
16.4 – und die Regeln von l’Hospital – siehe Abschnitt 7.4. Zum Abschluss behandeln wir ein
paar Sonderfälle in Abschnitt 7.5.

7.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die Ableitung einer Funktion an einem Punkt x0 gibt die Steigung der Funktion im Punkt
x0 an. Eine Illustration der Definition der Ableitung findet sich in Abbildung 7.1.

Definition 7.1. Seien I ⊆ R ein Intervall und f : I → R. Dann heißt f in x0 ∈ I differen-
zierbar, wenn

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

existiert. Dieser Grenzwert heißt (erste) Ableitung von f in x0 und wird auch mit df
dx(x0) oder

f ′(x0) oder Df(x0) bezeichnet. Die Funktion f heißt differenzierbar (im Intervall I), wenn
f für alle x0 ∈ I differenzierbar ist. Iterativ definieren wir f (1)(x0) := D1f(x0) := f ′(x0)
und die n-te Ableitung von f in x0, Dnf(x0) oder f (n)(x0) mittels Dnf(x0) := f (n)(x0) :=
d
dxf

(n−1)(x0). Wir setzen

C0(I) := C(I) := CR(I) := {f : I → R stetig},
Cn(I) := CnR(I) := {f : I → R n-mal differenzierbar, f (n) ∈ C0(I)}

und

C∞(I) := C∞R (I) := {f : I → R beliebig oft differenzierbar}.

Proposition 7.2 (Äquivalente Formulierungen). Seien I ⊆ R ein Intervall, x0 ∈ I und
f : I → R. Dann sind äquivalent:

1. f ist in x0 differenzierbar und f ′(x0) = y,
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2. lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= y,

3. Es gibt eine in x0 stetige Funktion ϕ mit f(x)− f(x0) = (x− x0)ϕ(x) und ϕ(x0) = y.

4. Es gibt eine lineare Funktion14 L : R→ R, so dass

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)− L(h)

h
= 0

und es ist L(h) = yh.

Beweis. 1.⇐⇒ 2.: Das ist klar, wenn man x = x0 + h schreibt.

1. =⇒ 3.: Wir definieren

ϕ(x) :=
f(x)− f(x0)

x− x0

für x 6= x0. Nach 1. wissen wir, dass ϕ stetig in x0 fortsetzbar ist.

3. =⇒ 4.: Wir definieren L(h) := yh. Damit gilt

f(x0 + h)− f(x0)− L(h)

h
=
hϕ(x0 + h)− yh

h
= ϕ(x0 + h)− ϕ(x0)

h→0−−−→ 0.

4. =⇒ 2.: Da L(h) = yh, gilt

lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
− y = lim

h→0

f(x0 + h)− f(x0)− L(h)

h
= 0,

woraus die Behauptung folgt.

Korollar 7.3 (Differenzierbarkeit und Stetigkeit). Seien I ⊆ R ein Intervall, x0 ∈ I
und f : I → R. Ist f in x0 differenzierbar, so ist f in x0 stetig.

Beweis. Wir verwenden Proposition 7.2.3. Hieraus folgt nämlich

f(x)− f(x0) = (x− x0)ϕ(x)
x→x0−−−→ 0

und damit die Stetigkeit von f in x0.

Proposition 7.4 (Einfache Ableitungen). Es gilt

1.
d

dx
xn = nxn−1, n = 1, 2, ...

2.
d

dx
ecx = cecx, c ∈ R,

3.
d

dx
log(x) =

1

x
.

14Wie in der linearen Algebra gilt also L(ax+ by) = aL(x) + bL(y).
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Beweis. 1. Es gilt

(x+ h)n − xn

h
=

n∑
k=0

(
n

k

)
xkhn−k−1 − xnh−1 =

n−1∑
k=0

(
n

k

)
xkhn−k−1 h→0−−−→ nxn−1.

2. Es gilt

ec(x+h) − ecx

h
= ecx

ech − 1

h

h→0−−−→ cecx

nach Lemma 6.6.

3. Es gilt

log(x+ h)− log(x)

h
=

1

x

log(1 + h/x)

h/x

h→0−−−→ 1

x

nach Lemma 6.10.

Die Rechenregeln 2.–4. aus folgender Proposition heißen Produktregel, Quotientenregel und
Kettenregel.

Proposition 7.5 (Rechenregeln). Seien f, g : I → R in x ∈ I differenzierbar. Dann gilt

1. (f + g)′(x) = f ′(x) + g′(x).

2. (fg)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

3. Ist g(x) 6= 0, so ist d
dx

f(x)
g(x) = f ′(x)g(x)−f(x)g′(x)

g2(x)
.

4. Ist g differenzierbar in f(x), so gilt d
dxg(f(x)) = g′(f(x))f ′(x).

Beweis. 1. Dies folgt direkt aus

f(x+ h) + g(x+ h)− f(x)− g(x)

h
=
f(x+ h)− f(x)

h
+
g(x+ h)− g(x)

h
h→0−−−→ f ′(x) + g′(x).

2. Da g stetig ist, gilt

f(x+ h)g(x+ h)− f(x)g(x)

h
=

(f(x+ h)− f(x))g(x+ h) + f(x)(g(x+ h)− g(x))

h
h→0−−−→ f ′(x)g(x) + f(x)g′(x).

3. Wieder gilt wegen der Stetigkeit von g, da g in einer Umgebung von x unglech 0 ist,

f(x+h)
g(x+h) −

f(x)
g(x)

h
=

1

g(x+ h)g(x)

(f(x+ h)− f(x)

h
g(x)− g(x+ h)− g(x)

h
f(x)

)
h→0−−−→ f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
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4. Nach Proposition 7.2.3 gibt es ϕ,ψ, die beide stetig in x sind, mit

f(x+ h)− f(x) = hϕ(x+ h), g(f(x) + h)− g(f(x)) = hψ(f(x) + h)

sowie f ′(x) = ϕ(x), g′(f(x)) = ψ(f(x)). Deswegen gilt

g(f(x+ h)) = g(f(x) + hϕ(x+ h)) = g(f(x)) + hϕ(x+ h)ψ(f(x) + hϕ(x+ h)),

also

g(f(x+ h))− g(f(x))

h
= ϕ(x+ h)ψ(f(x) + hϕ(x+ h))

h→0−−−→ g′(f(x))f ′(x).

Beispiel 7.6. 1. Man berechnet leicht mit Hilfe der Produktregel für n = 1, 2, ...

d

dx
xne−x = e−xxn−1(n− x).

2. Für a ∈ R gilt d
dxx

a = axa−1.
Denn: Wir berechnen

d

dx
xa =

d

dx
ea log x = ea log x d

dx
a log x = ea log x a

x
= axa−1.

3. Ein Beispiel für die Quotientenregel sehen wir gleich in der nächsten Proposition bei
der Ableitung von x 7→ tan(x).

Proposition 7.7 (Ableitung der Winkelfunktionen). Es gilt

d

dx
cos(x) = − sin(x),

d

dx
sin(x) = cos(x),

d

dx
tan(x) =

1

cos2(x)
.

Beweis. Wir schreiben

d

dx
cos(x) = 1

2

d

dx
(eix + e−ix) = i

2(eix − e−ix) = − 1
2i(e

ix − e−ix) = − sin(x),

d

dx
sin(x) = 1

2i

d

dx
(eix − e−ix) = 1

2(eix + e−ix) = cos(x),

d

dx
tan(x) =

d

dx

sin(x)

cos(x)
=

cos2(x) + sin2(x)

cos2(x)
=

1

cos2(x)
.

7.2 Ableitung der Umkehrfunktion

Angenommen, wir wissen dass f ′ die Ableitung einer umkehrbaren Funktion f ist. Was wir
in dieser Situation über die Ableitung f−1 aussagen können, formulieren wir nun.

Proposition 7.8 (Ableitung der Umkehrfunktion). Sei f : I → R eine streng monotone
Funktion, die in x0 ∈ I differenzierbar ist, sowie g die Umkehrfunktion von f . Sei y0 := f(x0),
also g(y0) = x0. Dann ist g in y0 differenzierbar und es gilt, falls f ′(x0) 6= 0

g′(y0) =
1

f ′(x0)
=

1

f ′(g(y0))
.
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Beweis. Da f in x0 differenzierbar ist, gibt es nach Proposition 7.2.3 eine Funktion ϕ mit
f(x)− f(x0) = (x− x0)ϕ(x) und ϕ(x0) = f ′(x0). Damit gilt

y − y0 = (g(y)− g(y0))ϕ(g(y)), g(y)− g(y0) = (y − y0)
1

ϕ(g(y))
.

Wieder wegen Proposition 7.2.3 hat g also die Ableitung

1

ϕ(g(y0))
=

1

ϕ(x0)
=

1

f ′(x0)
=

1

f ′(g(y0))
.

Bemerkung 7.9 (Ableitung des Logarithmus). Wir haben bereits gezeigt, dass d
dx log(x) =

1/x. Dies kann man auch mit Hilfe von Proposition 7.8 zeigen: Es ist log die Umkehrfunktion
von exp. Damit ist

d

dx
log(x) =

1

exp(log(x))
=

1

x
.

Proposition 7.10 (Ableitung der Arkus-Funktionen). Es gilt

d

dx
arccos(x) = − 1√

1− x2
,

d

dx
arcsin(x) =

1√
1− x2

,

d

dx
arctan(x) =

1

1 + x2
.

Beweis. Wir schreiben

d

dx
arccos(x) =

1

− sin(arccos(x))
=

1√
1− (cos(arccos(x))2)

= − 1√
1− x2

,

d

dx
arcsin(x) =

1

cos(arcsin(x))
=

1√
1− (sin(arcsin(x))2)

=
1√

1− x2
,

d

dx
arctan(x) = cos2(arctan(x)) =

1

1 + tan2(arctan(x))
=

1

1 + x2
.

7.3 Der Mittelwertsatz

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit Extremwerten, einem bereits aus der Schule
wohlbekanntem Konzept.

Definition 7.11 (Lokales Maximum/Minimum). Sei (E, r) ein metrischer Raum und
f : E → R. Gibt es für x ∈ E ein ε > 0 mit f(y) ≤ f(x) (f(y) ≥ f(x)) für y ∈ Bε(x),
so heißt x ein lokales Maximum ( lokales Minimum) von f . Gilt die Ungleichung sogar für
alle y ∈ E, si heißt x globales Maximum ( globales Minimum). Die Menge der Maxima oder
Minima heißt auch die Menge der Extrema.
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Lemma 7.12 (Ableitungen und Extrema). Sei f : [a, b] → R eine stetige und auf (a, b)
differenzierbare Funktion. Ist x0 ∈ (a, b) ein Maximum oder Minimum von f , so ist f ′(x0) = 0.

Beweis. Wir beweisen das Lemma in dem Fall, wenn x ein Maximum ist. In diesem Fall gilt
(f(x)− f(x0))/(x− x0) ≤ 0 für x ≥ x0 und (f(x)− f(x0))/(x− x0) ≥ 0 für x ≤ x0. Daraus
folgt

lim
x↓x0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0, lim

x↑x0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0,

also insgesamt f ′(x0) = 0.

Proposition 7.13 (Der Satz von Rolle). Sei f : [a, b]→ R eine stetige Funktion, die auf
(a, b) differenzierbar ist. Gilt f(a) = f(b), so gibt es ein x ∈ (a, b) mit f ′(x) = 0.

Beweis. Falls f konstant ist, so ist nichts zu zeigen. Andernfalls können wir Korollar 5.26 ver-
wenden, denn f ist eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall. Da f nicht konstant
ist, ist entweder das Minimum oder das Maximum von f in (a, b). Damit folgt die Behauptung
aus Lemma 7.12.

Theorem 7.14 (Mittelwertsatz). Sei f : [a, b] → R eine stetige Funktion, die auf (a, b)
differenzierbar ist. Dann gibt es ein x ∈ (a, b) mit

f ′(x) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Beweis. Wir wenden Proposition 7.13 auf die Funktion h(x) := f(x) − f(b)−f(a)
b−a (x − a) an.

Für diese gilt h(a) = h(b) = f(a) und h′(x) = f ′(x)− f(b)−f(a)
b−a . Damit folgt die Behauptung

direkt aus Proposition 7.13.

Korollar 7.15 (Monotoniekriterien). Ist f : (a, b)→ R differenzierbar. Dann gilt

f ′ > 0 in (a, b)⇒ f wächst in (a, b) streng monoton,

f ′ ≥ 0 in (a, b)⇔ f wächst in (a, b) monoton,

f ′ < 0 in (a, b)⇒ f fällt in (a, b) streng monoton,

f ′ ≤ 0 in (a, b)⇔ f fällt in (a, b) monoton,

Beweis. Die Aussagen ”⇐” folgen schon aus der Definition des Differenzenquotienten. Die
Aussagen ”⇒” folgen aus Theorem 7.14 und f(x′′)− f(x′) = (x′′−x′)f ′(x) für ein geeignetes
x ∈ (x′, x′′).

Beispiel 7.16. Die Funktion f : x 7→
(

1 + 1
x

)x
ist streng monoton wachsend.

Denn: Wir zeigen, dass die Funktion x 7→ log f(x) streng monoton wächst. Hierzu berechnen
wir

d

dx
x log(1 + 1/x) = log(1 + 1/x) + x

( 1

x+ 1
− 1

x

)
= log(1 + 1/x)− 1

x+ 1
.
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Um zu zeigen, dass diese Funktion positiv ist, betrachten wir15 g(x) := d
dy log f(y)|y=1/x =

log(1 + x)− x
1+x . Es gilt g(0) = 0 und g′(x) = 1

1+x −
1

(1+x)2 > 0. Daraus folgt g(x) > 0, also

auch d
dx log f(x) > 0 und damit die Behauptung.

Korollar 7.17 (Hinreichende Kriterien für Extrema). Sei f : (a, b)→ R differenzierbar
und f ′(x0) = 0 für x0 ∈ (a, b).

1. Ist f ′(x) ≤ 0 für x ∈ (a, x0) und f ′(x) ≥ 0 für x ∈ (x0, b), dann hat f in x0 ein lokales
Minimum.

2. Ist f ′(x) ≥ 0 für x ∈ (a, x0) und f ′(x) ≤ 0 für x ∈ (x0, b), dann hat f in x0 ein lokales
Maximum.

Beweis. Klar wegen Korollar 7.15.

Korollar 7.18 (Kriterium für konstante Funktionen). Sei f : (a, b)→ R eine differen-
zierbare Funktion mit f ′ = 0. Dann ist f konstant.

Beweis. Klar wegen Korollar 7.15.

Wir kommen nun zu einer Verbindung von Differenzierbarbeit und Lipschitz-Stetigkeit; siehe
Beispiel 5.6.3.

Proposition 7.19 (Schrankensatz). Sei f : (a, b) → R eine differenzierbare Funktion mit
beschränkter Ableitung, d.h. |f ′(x)| ≤ L für ein L ∈ R+. Dann ist f Lipschitz-stetig mit
Lipschitz-Konstante L, d.h.

|f(x2)− f(x1)| ≤ L · |x2 − x1|

für x1, x2 ∈ (a, b).

Beweis. Sei a < x1 ≤ x2 < b. Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein x ∈ (x1, x2) mit

|f(x2)− f(x1)| = |f ′(x)| · |x2 − x1| ≤ L · |x2 − x1|.

15Abundzu muss man bei Ableitungen auf die Notation aufpassen. Hier ein Beispiel: Betrachten wir die
Funktion f : x 7→ x2. Was bedeutet dann der Ausdruck

d

dx
f(1/x)?

Ist g : x 7→ 1/x und h : f ◦ g, so bedeutet dies nämlich entweder

f ′(g(x)) =
2

x
oder h′(x) = − 2

x3
.

Um zu verdeutlichen was gemeint ist, schreiben wir manchmal

d

dx
f(x)

∣∣∣
x=x0

:= f ′(x0)

und sagen zu · · · |x=x0 auch ausgewertet bei x = x0. Nun ist

f ′(g(x)) =
d

dx
f(y)

∣∣∣
y=1/x

=
1

2x
, h′(x) =

d

dy
f ◦ g(y)

∣∣∣
y=x

= − 2

x3
.
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7.4 Die Regeln von l’Hospital

Wir kommen nun zu Grenzwerte der Form limx→x0 f(x)/g(x), falls f(x), g(x)
x→x0−−−→ 0 oder

f(x), g(x)
x→x0−−−→∞.

Proposition 7.20 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Seien f, g : [a, b] → R stetige
Funktionen, die auf (a, b) differenzierbar sind, mit g′(x) 6= 0 für x ∈ (a, b). Dann ist g(b) ≥
g(a) und es gibt es ein x ∈ (a, b) mit

f ′(x)

g′(x)
=
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
.

Beweis. Nach dem Satz von Rolle gilt zunächst g(b) 6= g(a). (Anderfalls gäbe es ein x ∈ (a, b)
mit g′(x) = 0.) Wir definieren nun

h(x) := f(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
(g(x)− g(a)).

Dann gilt h(a) = h(b) = f(a) und

h′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
g′(x).

Nach dem Satz von Rolle folgt die Behauptung.

Proposition 7.21 (Die l’Hospitalsche Regel). Seien f, g : (a, b) → R differenzierbare

Funktionen mit g′(x) 6= 0 für x ∈ (a, b). Gilt (i) f(x)
x↓a−−→ 0 oder (ii) f(x)

x↓a−−→ ∞, und
existiert limx↓a f

′(x)/g′(x), so gilt

lim
x↓a

f(x)

g(x)
= lim

x↓a

f ′(x)

g′(x)
.

Entsprechendes gilt für x ↑ b, und alle Aussagen gelten auch für a = −∞ und b =∞.

Beweis. Im Fall (i) können wir f und g auf [a, b) stetig mittels f(a) = g(b) = 0 fortsetzen.
Nach Proposition 7.20 gibt es für jedes x ∈ (a, b) ein x′ ∈ (a, x) mit

f(x)

g(x)
=
f(x)− f(a)

g(x)− g(a)
=
f ′(x′)

g′(x′)
.

Außerdem geht mit x → a auch x′ → a, woraus die Aussage folgt. Im Fall (ii) sei zunächst
f ′(x)
g′(x)

x→a−−−→ A ∈ R. Sei ε > 0. Mit dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgt, dass∣∣∣f(x)− f(y)

g(x)− g(y)
−A

∣∣∣ ≤ ε
für alle x, y ∈ (a, a+ δ) für ein geignetes δ > 0. Sei y ∈ (a, a+ δ) fest. Nun ist

lim
x↓a

f(x)− f(y)

g(x)− g(y)
= lim

x↓a

f(x)

g(x)

1− f(y)/f(x)

1− g(y)/g(x)
= lim

x↓a

f(x)

g(x)
.

Also gilt

lim
x↓a

∣∣∣f(x)

g(x)
−A

∣∣∣ = lim
x↓a

∣∣∣f(x)− f(y)

g(x)− g(y)
−A

∣∣∣ ≤ ε.
Da ε beliebig war, folgt die Behauptung.
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Beispiel 7.22. 1. Es gilt sin(x)/x
x→0−−−→ 1.

Da cos(x)/1
x→0−−−→ 1, folgt die Aussage nach Proposition 7.21.

2. Es gilt log(x)/x
x→∞−−−→ 0.

Da 1/x
1

x→0−−−→ 0, folgt die Aussage nach Proposition 7.21.

7.5 Sonderfälle

Wir kommen nun zu zwei pathologischen Fällen. Zum einen ist dies eine differenzierbare Funk-
tion mit unstetiger Ableitung, zum anderen eine überall stetige, aber nirgends differenzierbare
Funktion.

Beispiel 7.23 (Eine Funktion mit unstetiger Ableitung). Die Funktion f : x 7→
x2 sin(1/x) (mit f(0) = 0) ist überall (insbesondere in 0) differenzierbar, die Ableitung ist
aber in 0 unstetig.
Denn: Wir berechnen für x 6= 0

d

dx
x2 sin(1/x) = −x2 cos(1/x)

1

x2
+ 2x sin(1/x) = 2x sin(1/x)− cos(1/x).

Damit kann die Ableitung nicht stetig nach 0 fortgesetzt werden. Für x = 0 ist∣∣∣f(x)− f(0)

x− 0

∣∣∣ ≤ ∣∣∣x2

x

∣∣∣ = |x| x→0−−−→ 0.

Damit ist klar, dass f ′ in 0 unstetig ist.

Beispiel 7.24 (Eine überall stetige aber nirgends differenzierbare Funktion). Wir
definieren g1 mittels

g1(x) =

{
x− [x], [x] gerade,

[x] + 1− x, [x] ungerade,

sowie gk(x) := 2−kg1(2kx); siehe auch Abbildung 7.2. Wir behaupten, dass die Funktion

f(x) :=
∞∑
k=1

gk(x)

gleichmäßig stetig, aber nirgends differenzierbar ist.
Zunächst zur Stetigkeit von f . Klar ist, dass fn :=

∑n
k=1 gk(x) für jedes n gleichmäßig stetig

ist. Sei also ε > 0, n so groß, dass 2−(n−1) < ε/2 und δ > 0 so klein, dass |fn(y)−fn(x)| < ε/2
für |y − x| < δ. Nun gilt

|f(y)− f(x)| ≤ |fn(y)− fn(x)|+
∣∣∣ ∞∑
k=n+1

gk(y) + gk(x)
∣∣∣ ≤ ε/2 + 2

∞∑
k=n+1

2−k ≤ ε.

Daraus folgt die gleichmäßige Stetigkeit von f .
Wir zeigen nun, dass f in 0 nicht differenzierbar ist; ein analoges Argument liefert dann, dass
f nirgends differenzierbar ist. Sei yn = 2 · 2−n, zn = −2 · 2−n. Dann ist

gm(yn) =

{
yn, falls m < n,

2−mg1(2 · 2m−n) = 0, falls m ≥ n.
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g1

g2

x

f(x)

Abbildung 7.2: Die Abbildungen gk sind stückweise differenzierbar und die Abbildung f
ist nirgends differenzierbar.

und analog für zn. Daraus folgt

f(yn)− f(y)

yn − 0
=

∑n−1
k=1 yn
yn

= n− 1,

f(zn)− f(y)

zn − 0
=

∑n−1
k=1 |zn|
yn

= −(n− 1).

Insbesondere existiert die Ableitung in 0 nicht.

8 Integrale

Wir kommen nun zum Integralbegriff, ∫ b

a
f(x)dx. (8.1)

Hier wird das Zeichen
∫

als Grenzwert einer Summe zu verstehen sein.

8.1 Konvergenz von Funktionen

Wir werden bei der Definition des Integrals (8.1) über die Funktion f auf stückweise konstante
Funktionen zurückgreifen müssen, d.h. auf eine Folge von Funktionen, die die Funktion f
approximieren. Deshalb beschäftigen wir uns zunächst allgemein mit der Konvergenz von
Funktionen.

Definition 8.1 (Norm). Sei E ein R-Vektorraum. Eine Norm ist eine Abbildung ||.|| : E →
R+ mit:

1. Positivität: Es gilt ||x|| = 0 genau dann, wenn x = 0 ist.

2. Halblinearität: Für alle λ ∈ R gilt ||λx|| = |λ| · ||x||.

3. Dreiecksungleichung: Es gilt ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||.



86 8 Integrale

Das Paar (E, ||.||) heißt auch normierter Raum.

Beispiel 8.2. 1. Sei E = Rd. Dann ist eine Norm ||.||2 mittels

||x|| :=
( d∑
i=1

x2
i

)1/2

definiert. Sie heißt auch euklidische Norm. Die Dreiecksungleichung folgt genau wie in
Beispiel 5.2.2.

2. Sei E eine Menge. Auf dem Raum RE (also dem Raum der Funktionen f : E → R)
definieren wir die Supremumsnorm ||.||∞ mittels

||f ||∞ := sup
x∈E
|f(x)|.

3. Jeder normierte Raum (E, ||.||) ist ebenfalls ein metrischer Raum (E, r), wenn man
r(x, y) := ||x − y|| setzt. Andersherum ist aber nicht jeder metrische Raum normiert.
(Insbesondere müssen metrische Räume nicht unbedingt Vektorräume sein.)

Definition 8.3 (Punktweise und gleichmäßige Konvergenz). 1. Seien f, f1, f2, ... :
E → E′ Funktionen. Gilt fn(x)

n→∞−−−→ f(x) für alle x ∈ E, so sagen wir, die Folge
(fn)n=1,2,... konvergiert punktweise gegen f und wir schreiben fn

n→∞−−−→pktw f .

2. Seien f, f1, f2, ... : E → R Funktionen. Gilt

||fn − f ||∞
n→∞−−−→ 0

so sagen wir, die Folge (fn)n=1,2,... konvergiert gleichmäßig gegen f und wir schreiben

fn
n→∞−−−→glm f .

3. Seien f, f1, f2, ... : E → R Funktionen. Für eine kompakte Menge K seien f |K , f1|K , f2|K , ...
die Einschränkungen der Funktionen auf K. Konvergiert (fn|K)n=1,2,... für alle kompak-
ten Mengen K ⊆ E gleichmäßig gegen f |K so sagen wir, die Folge (fn)n=1,2,... konver-

giert gleichmäßig auf Kompakta gegen f und wir schreiben fn
n→∞−−−→glmK f .

Lemma 8.4 (glm ⇒ glmK ⇒ pktw). Seien f, f1, f2, ... : E → R Funktionen. Konvergiert
die Folge (fn)n=1,2,... gleichmäßig gegen f , so konvergiert sie auch gleichmäßig auf Kompakta.
Konvergiert sie gleichmäßig auf Kompakta, so auch punktweise.

Beweis. Gilt fn
n→∞−−−→glm f gleichmäßig gegen f und ist K ⊆ E kompakt,so gilt

||fn − f ||∞ := sup
x∈E
|fn(x)− f(x)| ≥ sup

x∈K
|fn(x)− f(x)| = ||fn|K − f |K ||∞,

woraus die erste Behauptung folgt. Die zweite folgt, da jede Menge {x} mit x ∈ E kompakt
ist.

Beispiel 8.5. Für eine Menge A ⊆ E definieren wir die Indikatorfunktion

1A :


E → {0, 1}

x 7→

{
1, x ∈ A,
0, x ∈ E \A.
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1. Sei fn : [0, 1] → [0, 1] gegeben durch f(x) = xn und f := 1{1}. Dann konvergiert
(fn)n=1,2,... punktweise gegen f , aber nicht gleichmäßig (auf Kompakta).
Denn: Ist 0 ≤ x < 1 und ε > 0, so gibt es ein N ∈ N mit xn < ε für n ≥ N nach
Lemma 2.18. Daraus und mit fn(1) = 1 = f(1) folgt bereits die punktweise Konvergenz.
Allerdings gilt für jedes n

||fn − f || = sup
0≤x≤1

|fn(x)− f(x)| = sup
0≤x<1

|fn(x)| = 1,

und da [0, 1] kompakt ist, konvergiert (fn)n=1,2,... nicht gleichmäßig auf Kompakta gegen
f .

Lemma 8.6 (Gleichmäßiger Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig). Seien
f, f1, f2, ... : E → R und fn stetig, n = 1, 2, .... Konvergiert (fn)n=1,2,... gleichmäßig auf
Kompakta gegen f , so ist auch f stetig.

Beweis. Da f genau dann stetig ist, wenn jede der Funktionen f |K für K ⊆ E kompakt stetig
ist, genügt es, den Fall ||fn − f ||∞

n→∞−−−→ 0 zu betrachten.

Sei x0 ∈ E und ε > 0. Weiter sei N so groß, dass ||fN − f ||∞ < ε/3 und δ > 0 klein genug,
so dass |fN (x0)− fN (x)| < ε/3 für r(x0, x) < δ. Damit gilt für solche x

|f(x)− f(x0)| ≤ |f(x)− fN (x)|+ |fN (x)− fN (x0)|+ |fN (x0)− f(x0)| < ε.

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Zur Definition von Integralen benötigen wir folgende Aussage über Treppenfunktionen.

Definition 8.7 (Zerlegung und Treppenfunktion). Sei I = [a, b].

1. Eine Zerlegung von I ist eine Menge Z := {x0, ..., xn} mit a ≤ x1 < · · · < xn ≤ b. Wir
bezeichnen x0, ..., xn als Stützstellen von Z, setzen ∆xi := xi − xi−1 und definieren die
Feinheit der Zerlegung durch

∆(Z) := max
i=1,...,n

∆xi.

2. Sei Z = {x0, ..., xn} eine Zerlegung von I. Eine Funktion f : I → R, die auf (xi−1, xi)
konstant ist, i = 1, ..., n, heißt Treppenfunktion.

Proposition 8.8 (Approximation stetiger Funktionen durch Treppenfunktionen).
Sei I = [a, b] ein Intervall und f : I → R stetig. Dann gibt es eine Folge (ϕn)n=1,2,... von

Treppenfunktionen mit ||f − ϕn||∞
n→∞−−−→ 0.

Beweis. Nach Proposition 5.28 ist f auf I gleichmäßig stetig. Sei nun ε > 0. Wir müssen
eine Treppenfunktion ϕ finden, für die ||f − ϕ||∞ < ε gilt. Hierzu wählen wir δ > 0, so dass
|f(x) − f(y)| < ε für |x − y| < 2δ. Wir wählen a = x0 < · · · < xn = b mit |xi − xi−1| < δ
sowie yi = f(xi), i = 1, ..., n und ϕ(x) = yi für x ∈ (xi−1, xi] und ϕ(x0) = y1. Dann gilt für
x ∈ (xi−1, xi]

|f(x)− ϕ(x)| = |f(x)− f(xi)| < ε,

da |x− xi| < 2δ. Daraus folgt schon ||f − ϕ||∞ < ε, also die Behauptung.
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Wir erweitern nun noch Proposition 8.8 auf stückweise stetige Funktionen.

Definition 8.9 (Stückweise stetige Funktionen). Sei I = [a, b] und f : [a, b] → R. Gibt
es disjunkte Intervalle I1, ..., In mit I =

⋃n
k=1 Ik = I und sind die Abbildungen f |Ik stetig,

k = 1, ..., n, so heißt f stückweise stetig.

Korollar 8.10 (Proposition 8.8 für stückweise stetige Funktionen). Die Aussage von
Proposition 8.8 gilt auch für stückweise stetige Funktionen f .

Beweis. Stückweise stetiges f lässt sich nach Proposition 8.8 stückweise gleichmäßig durch
Treppenfunktionen approximieren. Diese stückweise Approximation lässt sich nun leicht zu
einer gleichmäßigen Approximation auf I zusammen setzen.

8.2 Definition und grundlegende Eigenschaften

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, dass alle stückweise stetigen Funktionen (Riemann-
)integrierbar sind (Theorem 8.21). Hierzu sind folgende Schritten zentral:

1. Stückweise stetige Funktionen lassen sich gleichmäßig durch Treppenfunktionen appro-
ximieren (siehe das eben gezeigte Korollar 8.10).

2. Integration von Treppenfunktionen (Korollar 8.17).

3. Gleichmäßige Konvergenz von Funktionen liefert die Konvergenz der Integrale (Theo-
rem 8.19).

Anschaulich betrachtet soll
∫ b
a f(x)dx für eine Funktion f : I → R+ der Flächeninhalt von

{(x, y) : 0 ≤ y ≤ f(x)} darstellen. (Hier bezeichnet das Symbol
∫

das Riemann-Integral.)
Diesen Flächeninhalt müssen wir jedoch zunächst geeignet approximieren.

Definition 8.11 (Riemann’sche Summe und Integral). Sei f : I = [a, b] → R be-
schränkt.

1. Sei Z = {x0, ..., xn} eine Zerlegung von I und ξi ∈ [xi−1, xi], i = 1, ..., n. Dann heißt
mit ξ = (ξ1, ..., ξn)

sZ,ξ(f) :=

n∑
i=1

f(ξi)∆i

Riemann’sche Summe von f zur Zerlegung Z mit Stützstellen ξ.

2. Die Funktion f heißt Riemann-integrierbar, wenn es ein s ∈ R gibt, so dass gilt: Für
jedes ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass |sZ,ξ(f) − s| < ε für jede Zerlegung Z von I mit
∆(Z) < δ und beliebigen Stützstellen ξi ∈ [xi−1, xi]. Dann heißt s das Integral von f
über I und schreiben auch

s :=

∫ b

a
f(x)dx

oder

sZ,ξ(f)
∆(Z)→0−−−−−→ s.

Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen f : I → R bezeichnen wir mit R(I).
(Dies ist per Definition eine Teilmenge der Menge der beschränkten Funktionen f : I →
R.)
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Lemma 8.12 (Integrierbare Funktionen sind ein Vektorraum). Sei I = [a, b]. Die

Menge R(I) ist ein Vektorraum und
∫ b
a : f 7→

∫ b
a f(x)dx ist ein lineares Funktional, d.h. es

gilt für λ, µ ∈ R, f, g ∈ R(I)∫ b

a
λf(x) + µg(x)dx = λ

∫ b

a
f(x)dx+ µ

∫ b

a
g(x)dx.

Beweis. Klar ist, dass f 7→ sZ,ξ(f) (für eine feste Zerlegung Z und ξ) linear ist. Deshalb
schreiben wir∫ b

a
λf(x) + µg(x)dx = lim

∆(Z)→0
sZ,ξ(λf + µg) = lim

∆(Z)→0
λsZ,ξ(f) + µsZ,ξ(g)

= λ

∫ b

a
f(x)dx+ µ

∫ b

a
g(x)dx.

Beispiel 8.13. 1. Sei c ∈ R und f = c konstant. Dann ist
∫ b
a f(x)dx = c(b− a).

Denn: Sei Z eine beliebige Zerlegung von [a, b] und ξ eine beliebige Wahl von Stützstel-
len. Dann gilt

sZ,ξ(f) =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi = c
n∑
i=1

xi − xi−1 = c(xn − x0) = c(b− a).

2. Sei f = 1Q die Indikatorfunktion von Q und I = [a, b]. Dann ist f nicht über I Riemann-
integrierbar.
Denn: Sei Z = {x0, ..., xn} eine beliebige Zerlegung von I. Dann gibt es ξi ∈ [xi−1, xi]∩Q
sowie ζi ∈ [xi−1, xi] ∩ (R \Q). Also gilt

sZ,ξ(f) =
n∑
i=1

f(ξi)∆xi = b− a,

sZ,ζ(f) =
n∑
i=1

f(ζi)∆xi = 0,

da f(ξi) = 1 aber f(ζi) = 0 ist. Insbesondere existiert das Riemann-Integral nicht.

Lemma 8.14 (Monotonie des Integrals). Sei I = [a, b] und f, g ∈ R(I) mit f ≤ g. Dann

gilt
∫ b
a f(x)dx ≤

∫ b
a g(x)dx. Insbesondere gilt: ist |f | ∈ R(I), so gilt |

∫ b
a f(x)dx| ≤

∫ b
a |f(x)|dx.

Beweis. Für jede Zerlegung Z = {x0, ..., xn} und Stützstellen ξ gilt

sZ,ξ(f) =
n∑
i=1

f(ξi)(xi − xi−1) ≤
n∑
i=1

g(ξi)(xi − xi−1) = sZ,ξ(g).

Nun folgt die Behauptung, indem man auf beiden Seite ∆(Z)→ 0 betrachtet.

Lemma 8.15. Sei I = [a, b] und f, g : I → R, f ∈ R(I), sowie f(x) = g(x) für x /∈
{y1, ..., yk}. Dann ist g ∈ R(I) und

∫ b
a f(x)dx =

∫ b
a g(x)dx.
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Beweis. Sei Z = {x0, ..., xn} eine Zerlegung von I, sowie ξi ∈ [xi−1, xi] und ∆i := xi − xi−1.
Wir schreiben∣∣∣sZ,ξ(g)−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ n∑
i=1

(g(ξi)− f(ξi))∆i

∣∣∣+
∣∣∣sZ,ξ(f)−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣
=
∣∣∣ ∑
i:∃j:ξi=yj

(g(ξi)− f(ξi))∆i

∣∣∣+
∣∣∣sZ,ξ(f)−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣ ∆(Z)→0−−−−−→ 0,

woraus alle Behauptungen folgen.

Lemma 8.16. Sei I = [a, b] und a = a0 < · · · < an = b eine Zerlegung von I. Für Ik :=
[ak−1, ak] sei f |Ik ∈ R(Ik). Dann ist f in R(I) und es gilt∫ b

a
f(x)dx =

n∑
k=1

∫ ak

ak−1

f |Ik(x)dx.

Beweis. Zunächst beweisen wir, dass f1Ik ∈ R(I) und∫ ak

ak−1

f |Ik(x)dx =

∫ b

a
f(x)1Ik(x)dx. (8.2)

Sei hierzu Z eine Zerlegung von I und Z ′ := Z∪{xk−1, xk} die Zerlegung von I, die zusätzlich
die Punkte xk−1 und xk beinhaltet sowie Z|Ik := Z ′ ∩ Ik die Zerlegung von Ik, die genau aus
den Punkten in Z ′ besteht, die in Ik enthalten sind. Dann gilt∣∣sZ,ξ(f1Ik)− sZ|Ik ,ξ(f |Ik)

∣∣ ≤ ∣∣sZ,ξ(f1Ik)− sZ′,ξ(f1Ik)
∣∣+
∣∣sZ′,ξ(f1Ik)− sZ|Ik ,ξ(f |Ik)

∣∣
≤ 2||f ||∞∆(Z)

∆(Z)→0−−−−−→ 0,

woraus (8.2) folgt. Es bleibt nun noch zu bemerken, dass f und
∑n

k=1 f1Ik bis auf endlich
viele Stellen (nämlich x1, ..., xn−1) übereinstimmen und das Integral nach Lemma 8.12 linear
ist. Nun folgt die Aussage aus Lemma 8.15.

Korollar 8.17 (Integration von Treppenfunktionen). Sei I = [a, b] und f : I → R eine
Treppenfunktion, die auf Intervallen Ik := (ak−1, ak) den wert ck annimmt, k = 1, ..., n. Dann
gilt ∫ b

a
f(x)dx =

n∑
k=1

ck(ak − ak−1).

Beweis. Da f |Ik bis auf höchstens die beiden Randpunkte mit ck|Ik übereinstimmt, und wir
das Integral konstanter Funktionen bereits in Beispiel 8.13 berechnet haben, folgt die Aussage
aus Lemma 8.15 und 8.16.

Lemma 8.18. Sei I = [a, b] und f ∈ R(I). Dann gilt∣∣∣ ∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣ ≤ ||f ||∞(b− a).
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Beweis. Sei Z = {x1, ..., xn} eine Zerlegung von I und ξ Stützstellen. Dann gilt

∣∣sZ,ξ(f)
∣∣ =

∣∣∣ n∑
k=1

f(ξk)∆xk

∣∣∣ ≤ n∑
k=1

||f ||∞∆xk

∣∣∣ = ||f ||∞(b− a). (8.3)

Mit ∆(Z)→ 0 folgt die Aussage.

Theorem 8.19 (Gleichmäßige Konvergenz und Integration). Sei I = [a, b], f : I → R
und (fn)n=1,2,... eine R(I)-wertige Folge von Funktionen. Falls fn

n→∞−−−→glm f , so ist f ∈ R(I)
und es gilt ∫ b

a
fn(x)dx

n→∞−−−→
∫ b

a
f(x)dx.

Beweis. Zunächst ist f wegen ||f ||∞ ≤ ||f − fk||∞ + ||fk||∞ <∞ beschränkt. Nun gilt

∣∣∣ ∫ b

a
fk(x)dx−

∫ b

a
fl(x)dx|| ≤ ||fk − fl||∞ · (b− a).

Insbesondere ist wegen der gleichmäßigen Konvergenz die Folge
( ∫ b

a fn(x)dx
)
n=1,2,...

eine

Cauchy-Folge. Wir setzen s := limn→∞
∫ b
a fn(x)dx. Für eine Zerlegung Z von I und Stütz-

stellen ξ schreiben wir

∣∣sZ,ξ(f)− s
∣∣ ≤ ∣∣sZ,ξ(f − fk)∣∣︸ ︷︷ ︸

≤||f−fk||∞(b−a)

wegen (8.3)

+
∣∣∣sZ,ξ(fk)− ∫ b

a
fk(x)dx

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
∆(Z)→0−−−−−→0

+
∣∣∣ ∫ b

a
fk(x)dx− s

∣∣∣︸ ︷︷ ︸
k→∞−−−→0

Da die linke Seite unabhängig von k ist, gilt also

∣∣sZ,ξ(f)− s
∣∣ ∆(Z)→0−−−−−→ 0.

Damit sind alle Behauptungen bewiesen.

Bemerkung 8.20. Wir haben in Lemma 8.4 gesehen, dass gleichmäßig konvergente Fol-
gen von Funktionen auch punktweise konvergieren. Man kann sich also fragen, ob man in
Theorem 8.19 die gleichmäßige Stetigkeit durch die schwächere Bedingung der punktweisen
Stetigkeit ersetzen kann. Mit anderen Worten:
Gilt

∫ b
a fn(x)dx

n→∞−−−→
∫ b
a f(x)dx schon dann, falls (fn)n=1,2,... eine R(I)-wertige Folge ist und

fn
n→∞−−−→pktw f?

Wir geben zwei Antworten:

1. Ist (fn)n=1,2,... eine R(I)-wertige Folge und fn
n→∞−−−→pktw f , so gilt nicht notwendiger-

weise f ∈ R(I).
Denn: Sei (xn)n=1,2,... eine Abzählung von Q ∩ [0, 1] und Qn := {x1, ..., xn}. Dann ist

1Qn ∈ R(I) nach Lemma 8.15 mit
∫ 1

0 1Qn(x)dx = 0. Außerdem gilt 1Qn
n→∞−−−→pktw

1Q∩[0,1], aber 1Q∩[0,1] /∈ R(I) nach Beispiel 8.13.2.
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2. Ist (fn)n=1,2,... eine R(I)-wertige Folge und fn
n→∞−−−→pktw f mit ∈ R(I), so gilt nicht

notwendigerweise
∫ b
a fn(x)dx

n→∞−−−→
∫ b
a f(x)dx.

Denn: Sei I = [0, 1] und fn = n · 1(0,1/n). Dann gilt fn
n→∞−−−→pktw 0 =: f , aber

∫ 1

0
fn(x)dx =

∫ 1/n

0
ndx = 1 6= 0 =

∫ 1

0
f(x)dx.

Theorem 8.21. Sei I = [a, b] und f : I → R stückweise stetig, siehe Definition 8.9. Dann
ist f ∈ R(I).

Beweis. Der Beweis ist dank unserer Vorarbeit einfach: nach Proposition 8.8 ist f gleichmäßig
durch Treppenfunktionen ϕn approximierbar. Also folgt die Aussage aus Theorem 8.19.

Bemerkung 8.22 (Unter- und Obersummen). Es gibt eine alternative Möglichkeit, das
Riemann- Integral zu konstruieren, nämlich über Ober- und Untersummen. Sei I = [a, b] und
f : I → R beschränkt. Für eine Zerlegung Z = {x0, ..., xn} von I, Ik := [xk−1, xk] setzen wir

sZ(f) :=

n∑
i=1

sup
x∈Ik

f(x)(xi − xi−1),

sZ(f) :=

n∑
i=1

inf
x∈Ik

f(x)(xi − xi−1).

Nun definieren wir das Ober- und Unterintegral durch∫ ∗,b
a

f(x)dx := inf{sZ(f) : Z Zerlegung von [a, b]},∫ b

∗,a
f(x)dx := sup{sZ(f) : Z Zerlegung von [a, b]}.

(Da f beschränkt ist, sind die Mengen auf der rechten Seite nach unten bzw. oben beschränkte
Mengen reeller Zahlen, womit das Infimum bzw. Supremum existiert.)

Nun folgt: Es gilt immer ∫ ∗,b
a

f(x)dx ≤
∫ b

∗,a
f(x)dx.

Es ist f ∈ R(I) genau dann, wenn Gleichheit des Ober- und Unterintegrals gilt. In diesem

Fall ist
∫ b
a f(x)dx gerade dem Wert des Ober- oder Unterintegrals.

Denn: Um die Ungleichung zu zeigen seien Z,Z ′ zwei Zerlegungen von [a, b] und Z∪Z ′. Dann
gilt

sZ(f) ≤ sZ∪Z′(f) ≤ sZ∪Z′(f) ≤ sZ′(f).
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Hieraus folgt auch supZ sZ(f) ≤ infZ′ sZ(f). Ist nun f ∈ R(I) und ε > 0. Dann gibt es eine
Zerlegung Z so dass∫ b

a
f(x)dx− ε ≤ inf

ξ
sZ,ξ = sZ(f) ≤

∫ b

∗,a
f(x)dx ≤

∫ ∗,b
a

f(x)dx ≤ sZ(f) = sup
ξ
sZ,ξ(f)

≤
∫ b

a
f(x)dx+ ε.

Mit ε→ 0 folgt die Behauptung.
Gilt andersherum die Gleichheit von Ober- und Unterintegral, so gibt es für ε > 0 eine
Zerlegung Z mit

sZ,ξ(f)− ε ≤ sZ(f)− ε ≤
∫ ∗,b
a

f(x)dx =

∫ b

∗,a
f(x)dx ≤ sZ,ξ(f) + ε

und die Behauptung folgt mit ε→ 0.

8.3 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

In diesem Kapitel lernen wir Stammfunktionen kennen, mit denen wir Integrale berechnen
können. Insbesondere geht es um die Funktion

x 7→
∫ x

x0

f(y)dy

für eine Riemann-integrierbare Funktion f .

Bemerkung 8.23 (Notation). Sei I = [a, b] und f ∈ R(I). Für x0, x ∈ [a, b] mit x0 ≤ x ist
dann f1[x0,x] ∈ R(I) und f |[x0,x] ∈ R([x0, x]). Außerdem gilt (ähnlich wie in Lemma 8.16)∫ x

x0

f(y)dy :=

∫ x

x0

f |[x0,x](y)dy =

∫ b

a
(f1[x0,x])(y)dy.

Ist x0 > x, so schreiben wir ∫ x

x0

f(y)dy := −
∫ x0

x
f(y)dy.

Definition 8.24 (Stammfunktion). Sei I = (a, b) und f : I → R. Eine Funktion F :
(a, b)→ R heißt Stammfunktion von f , wenn F ′ = f gilt.

Bemerkung 8.25 (Aufleitung). Ist F eine Stammfunktion von f , also F ′ = f , so sagt man
auch, dass F die Aufleitung von f ist. (Im Englischen ist dies ähnlich: Ableitung heißt hier
derivative, und Aufleitung heißt anti-derivative).

Lemma 8.26. Sei I = (a, b), f : I → R und F,G Stammfunktionen von f . Dann ist F −G
konstant.

Beweis. Es gilt F ′ −G′ = f − f = 0. Mit Korollar 7.18 folgt die Behauptung.

Nun kommen wir bereits zum Hauptsatz.
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Theorem 8.27 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Sei I = [a, b]
und f : I → R stetig. Dann ist für jedes x0 ∈ I die Funktion

F :

{
I → R
x 7→

∫ x
x0
f(y)dy

eine Stammfunktion von f .

Bemerkung 8.28. In der Situation des Theorems schreiben wir auch∫
f(x)dx = F (x)

und sagen, dass
∫
f(x)dx ein unbestimmtes Integral ist, d.h. ein Integral mit unbestimmten

Grenzen.

Beweis. Wir müssen F ′ = f zeigen. Wir schreiben, weil R(I) ein Vektorraum ist, für h > 0,∣∣∣F (x+ h)− F (x)

h
− f(x)

∣∣∣ =
∣∣∣1
h

∫ x−h

x
f(y)dy − f(x)

∣∣∣
≤ 1

h

∫ x+h

x
sup

x≤z≤x+h
|f(z)− f(x)|dy = sup

x≤z≤x+h
|f(z)− f(x)| h↓0−−→ 0

wegen der Stetigkeit von f . Analog folgt derselbe Grenzwert für h ↑ 0, woraus dann die
Behauptung folgt.

Korollar 8.29 (Berechnung von Integralen). Sei I = [a, b] und f ∈ C(I), sowie F eine
Stammfunktion von f . Dann gilt∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a) =: F (x)|x=b

x=a.

Beweis. Nach Theorem 8.27 ist die Abbildung G : x 7→
∫ x
a f(y)dy eine Stammfunktion von

f . Außerdem gilt G(a) = 0, also gilt nach Lemma 8.26 F (b) − G(b) = F (a) oder auch
G(b) = F (b)− F (a), also die Behauptung.

Theorem 8.30 (Partielle Integration). Sei I = [a, b] und f, g ∈ C1(I). Dann gilt∫ b

a
f ′(x)g(x)dx = f(x)g(x)|x=b

x=a −
∫ b

a
f(x)g′(x)dx.

Beweis. Es gilt nach der Produktregel (fg)′ = f ′g + fg′. Mit anderen Worten ist nach Ko-
rollar 8.29

f(b)g(b)− f(a)g(a) =

∫ b

a
f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)dx,

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel 8.31. 1. Es gilt ∫
log xdx = −x+ x log x.

Denn: ∫
log(x)dx =

∫
1 · log(x)dx = x log x−

∫
x · 1

x
dx = x log x− x.
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2. Es gilt ∫ √
1− x2dx =

1

2

(
x
√

1− x2 + arcsin(x)
)
.

Denn: ∫ √
1− x2dx =

∫
1 ·
√

1− x2dx = x
√

1− x2 +

∫
2x2

2
√

1− x2
dx

= x
√

1− x2 +

∫
1√

1− x2
− 1− x2

√
1− x2

dx

= x
√

1− x2 + arcsin(x)−
∫

1− x2

√
1− x2

dx.

3. Es gilt ∫
cos2(x)dx = 1

2

(
x+ 1

2 sin(2x)
)
.

Denn: ∫
cos2(x)dx = sin(x) cos(x) +

∫
sin2(x)dx = 1

2 sin(2x) +

∫
1− cos2(x)dx

= 1
2 sin(2x) + x−

∫
cos2(x)dx.

Theorem 8.32 (Substitutionsregel). Sei I = [a, b] und J = [α, β], f ∈ C(I) und ϕ : I → J
mit ϕ ∈ C1(I). Ist F eine Stammfunktion von f , dann ist F ◦ ϕ eine Stammfunktion von
(f ◦ ϕ) · ϕ′ und es gilt ∫ b

a
f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x)dx.

Beweis. Zuerst ist (F ◦ ϕ)′ = (f ◦ ϕ) · ϕ′, woraus sich die erste Behauptung ergibt. Nach
Korollar 8.29 sind nun beide Seiten der zu zeigenden Gleichung gerade F (ϕ(b))−F (ϕ(a)).

Beispiel 8.33. 1. Es gilt

2

∫ b

a

log(x)

x
dx = ((log(b))2 − (log(a))2).

Denn: Wir verwenden Theorem 8.32 mit ϕ(x) = log(x) und f(x) = x. Dann gilt nämlich∫ b

a

log(x)

x
dx =

∫ b

a
f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x)dx =

∫ log(b)

log(a)
xdx

= 1
2((log(b))2 − (log(a))2).

2. Es gilt

2

∫ b

a
x · exp(x2)dx = exp(b2)− exp(a2).

Denn: Wir verwenden Theorem 8.32 mit ϕ(x) = x2 und f(x) = exp(x). Dann gilt
nämlich∫ b

a
2x · exp(x2)dx =

∫ b

a
f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x)dx =

∫ b2

a2

exp(x)dx

= exp(b2)− exp(a2).
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3. Sei I = [a, b] und g ∈ C1(I). Dann gilt∫ b

a

g′(x)

g(x)
dx = log(g(b))− log(g(a)).

Denn: Wir verwenden Theorem 8.32 mit ϕ(x) = g(x) und f(x) = 1/x. Dann gilt nämlich∫ b

a

g′(x)

g(x)
dx =

∫ b

a
f(ϕ(x)) · ϕ′(x)dx =

∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(x)dx =

∫ g(b)

g(a)

1

x
dx

= log(g(b))− log(g(a)).

Bemerkung 8.34 (Anwendung von Theorem 8.32). Um Theorem 8.32 anwenden zu
können, ist die dx-Schreibweise nützlich. Betrachten wir hierzu Beispiel 8.33.2. Wir setzen
y = x2 und damit dy

dx = 2x oder auch dx = dy/(2x). Schreibt man formal∫ b

a
2x exp(x2)dx =

∫ b2

a2

2x exp(y)dy2x =

∫ b2

a2

exp(y)dy = eb
2 − ea2

,

so erhält man genau das richtige Resultat.

Wir beenden diesen Abschnitt mit einer mit Theorem 7.14 verwandten Aussage,

Proposition 8.35 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). Sei I = [a, b] und f, ϕ ∈ C(I)
mit ϕ ≥ 0. Dann gibt es ein z ∈ I mit∫ b

a
f(x)ϕ(x)dx = f(z)

∫ b

a
ϕ(x)dx. (8.4)

Beweis. Zunächst ist nach Lemma 8.14

inf
y∈I

f(y)

∫ b

a
ϕ(x)dx ≤

∫ b

a
f(x)ϕ(x)dx ≤ sup

y∈I
f(y)

∫ b

a
ϕ(x)dx.

Die auf (infy∈I f(y), supy∈I f(y)) definierte Abbildung m 7→ m
∫ b
a ϕ(x)dx ist stetig, also

gibt es nach dem Zwischenwertsatz ein m ∈ (infy∈I f(y), supy∈I f(y)) mit m
∫ b
a ϕ(x)dx =∫ b

a f(x)ϕ(x)dx. Da f stetig ist, nimmt f jeden Wert in (infy∈I f(y), supy∈I f(y)) an, also gibt
es ein z ∈ I für das (8.4) gilt.

8.4 Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir nur Integrale über kompakte Mengen I = [a, b] betrachtet. Dies werden wir
nun erweitern.

Definition 8.36 (Uneigentliches Integral). Sei −∞ ≤ a < b ≤ ∞. Ist I = [a, b) und
f : I → R, so definieren wir im Falle der Konvergenz∫ b

a
f(x)dx = lim

β↑b

∫ β

a
f(x)dx.

(Eine analoge Definition verwenden wir im Falle I = (a, b] und auch für I = (a, b).) Wir

nennen dieses Integral auch uneigentliches Integral. Existiert
∫ b
a |f(x)|dx, so sagen wir, dass

f absolut über I integrierbar ist.



8.4 Uneigentliche Integrale 97

Beispiel 8.37. 1. Es gilt für c > 0 ∫ ∞
0

e−cxdx =
1

c
.

Denn: Wir schreiben∫ β

0
e−cxdx = −1

c
e−cx|x=β

x=0 =
1

c
(1− e−cβ)

β→∞−−−→ 1

c
.

2. Es gilt ∫ ∞
0

1

1 + x2
dx =

π

2
.

Denn: ∫ β

0

1

1 + x2
dx = arctanxx=β

x=0 = arctanβ
β→∞−−−→ π

2
.

3. Es gilt ∫ ∞
1

x−sdx =

{
1
s−1 , für s > 1,

∞, sonst.

Denn: Wir berechnen für s 6= 1∫ β

1
x−sdx =

1

1− s
x−s+1|x=β

x=1 =
1

1− s
(
x−β+1 − 1

)
,

woraus die Behauptung mit β →∞ folgt. Für s = 1 ist∫ β

1
x−1dx = log(x)|x=β

x=1 = log(β)
β→∞−−−→∞.

4. Es gilt ∫ 1

0
x−sdx =

{
1

1−s , für s < 1,

∞, sonst.

Denn: Wir berechnen für s 6= 1∫ 1

α
x−sdx =

1

1− s
x−s+1|x=1

x=α =
1

1− s
(
1− x−α+1 − 1

)
,

woraus die Behauptung mit α→ 0 folgt. Für s = 1 ist∫ 1

α
x−1dx = log(x)|x=1

x=α = − log(α)
α→0−−−→∞.

Beispiel 8.38. Wir zeigen noch, dass die Funktion f : x 7→ sin(x)
x über [0,∞) zwar inte-

grierbar, aber nicht absolut integrierbar ist. Um die Integrierbarkeit zu zeigen, schreiben wir
mittels partieller Integration∫ β

1

sin(x)

x
dx =

cos(x)

x

x=β

x=1
−
∫ β

1

cos(x)

x2
dx.
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Das letzte Integral konvergiert, weil∣∣∣ ∫ β

1

cos(x)

x2
dx
∣∣∣ ≤ ∫ β

1

∣∣∣cos(x)

x2

∣∣∣dx ≤ ∫ β

1

∣∣∣ 1

x2

∣∣∣dx β→∞−−−→ 1.

Da f auf [0,∞) stetig ist folgt ihre Integrierbarkeit.
Nun zeigen wir, dass f nicht absolut integrierbar ist. Hierzu bemerken wir, dass∫ (k+1)π

kπ

∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣dx ≥ 1

(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ
sin(x)dx =

2

(k + 1)π
.

Deswegen gilt ∫ ∞
0

∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣dx =

∞∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

∣∣∣sin(x)

x

∣∣∣dx ≥ ∞∑
k=0

2

(k + 1)π
=∞.

9 Verschiedenes

In diesem Abschnitt sammeln wir noch ein paar Anwendungen von bisher Gelerntem. Insbe-
sondere mag es als Wiederholung einiger Techniken dienen.

9.1 Die Gamma- und Beta-Funktion

Die Gamma- und Beta-Funktion tauchen an vielen Stellen in der Mathematik auf. Beispiels-
weise werden wir in Lemma 9.2 sehen, dass Γ(n+ 1) = n! für n = 1, 2, ....

Definition 9.1 (Gamma- und Beta-Funktion). Wir definieren die Gamma-Funktion Γ :
(0,∞)→ R mittels

Γ(x) =

∫ ∞
0

tx−1e−tdt,

sowie die Beta-Funktion B : (0,∞)2 → R mittels

B(x, y) :=

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt.

Wir zeigen nun ein paar Aussagen über die Gamma- und Beta-Funktion.

Lemma 9.2 (Eigenschaften der Gamma- und Beta-Funktion). 1. Für x > 0 ist

Γ(x+ 1) = xΓ(x).

2. Für x, y > 0 gilt
Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
= B(x, y).

3. Es gilt
Γ(1) = 1, Γ(1/2) =

√
π.

Aus 1. und 3. folgt insbesondere Γ(n+ 1) = n!.
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Beweis. Mittels partieller Integration folgt 1. aus

Γ(x+ 1) =

∫ ∞
0

txe−tdt = −txe−t|∞0 +

∫ ∞
0

xtx−1e−tdt = xΓ(x).

Für 2. berechnen wir16 mit Hilfe der Substitutionsregel aus Theorem 8.32

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

sx−1ty−1e−(s+t)dsdt

r=t+s
=

∫ ∞
0

∫ r

0
sx−1(r − s)y−1e−rdsdr

u=s/r
=

∫ ∞
0

∫ 1

0
rux−1rx−1ry−1(1− u)y−1e−rdudr

= Γ(x+ y) ·
∫ 1

0
ux−1(1− u)y−1du.

und die Aussage folgt. Für 3. gilt erst einmal durch einfache Integration

Γ(1) =

∫ ∞
0

e−tdt = 1.

Für die zweite Aussage verwenden wir 2. und schreiben

Γ(1/2)2 = B(1/2, 1/2) =

∫ 1

0

dt√
t(1− t)

s=2t−1
=

∫ 1

−1

ds√
1− s2

= arcsin(s)|1−1 = π

und das Lemma ist bewiesen.

Nun berechnen wir noch das Gauss’sche Integral.

Proposition 9.3 (Gauss’sches Integral). Es gilt∫ ∞
−∞

e−
1
2x

2

dx =
√

2π.

Beweis. Wir verwenden wieder den Transformationssatz mit y = 1
2x

2, d.h. dy
dx = x =

√
2y

und schreiben∫ ∞
−∞

e−
1
2x

2

dx = 2

∫ ∞
0

e−
1
2x

2

dx =
√

2

∫ ∞
0

e−yy−
1
2dy =

√
2Γ(1/2) =

√
2π.

16In dieser Rechnung kommt ein Doppelintegral vor. Rechenregeln für solche Mehrfachintegrale werden wir
eigentlich erst in Analysis III kennen lernen. In dieser Rechnung benötigen wir jedoch nur, dass∫ b

a

f(x)dx ·
∫ d

c

g(y)dy =

∫ b

a

(∫ d

c

f(x)g(y)dx
)
dy =:

∫ b

a

∫ d

c

f(x)g(y)dxdy

für geeignete Funktionen f und g gilt.
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9.2 Die Laplace-Methode

Angenommen, man will abschätzen, wie groß in etwa
∫ b
a gn(x)dx für große n ist, dann liefert

die Laplace-Methode in manchen Fällen ein sinnvolles Werkzeug, nämlich genau dann, wenn
gn(x) = enf(x) gilt und f ein eindeutiges Maximum auf [a, b] hat. Dies hat nämlich zur Folge,
dass gn(x) um dieses Maximum herum viel größer ist als an anderen Stellen.

Theorem 9.4 (Laplace-Methode). Sei I = [a, b], f ∈ C2(I) mit f(x0) = maxx∈I f(x) für
genau ein x0 mit f ′′(x0) < 0 (d.h. f hat in x0 das einzige Maximum auf I). Dann gilt

lim
n→∞

∫ b

a
enf(x)dx

enf(x0)

√
2π

−nf ′′(x0)

= 1. (9.1)

Bemerkung 9.5 (Interpretation). Obwohl obiges Theorem als Grenzwertresultat formu-

liert ist, besteht die Anwendung darin,
∫ b
a e

nf(x)dx für große n approximativ zu berechnen.
Angenommen, f(x) = −x2 und [a, b] = [−1, 1]. Dann besagt Theorem 9.4, dass∫ 1

−1
e−nx

2
dx ≈

√
π

n

gilt.

Beweis. Zunächst ist

f(x) = f(x0) + 1
2f
′′(y)(x− x0)2 (9.2)

für ein y zwischen x0 und x.
Um dies zu beweisen schreiben wir mittels partieller Integration∫ x

x0

(x− z)f ′′(z)dz = (x− z)f ′(z)z=xz=x0
+

∫ x

x0

f ′(z)dz = f(x)− f(x0).

Nach Proposition 8.35 gibt es nun ein y zwischen x0 und x mit

f(x)− f(x0) = f ′′(y)

∫ x

x0

(x− z)dz = 1
2f
′′(z)(x− x0)2,

und damit ist (9.2) gezeigt.
Wir zeigen zunächst, dass für jedes δ > 0 (mit (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ (a, b))∫ b

a
enf(x)dx

n→∞
≈

∫ x0+δ

x0−δ
enf(x)dx.

Hierzu sei ε > 0 und δ′ > 0 so klein, dass f(x) + ε < infy∈(x0−δ′,x0+δ′) f(y) für x /∈ (x0 −
δ, x0 + δ). Damit gilt nämlich∫ x0−δ

a +
∫ b
x0+δ e

nf(x)dx∫ x0+δ
x0−δ e

nf(x)dx
≤

∫ x0−δ
a +

∫ b
x0+δ e

nf(x)dx∫ x0+δ′

x0−δ′ e
n infy∈(x0−δ′,x0+δ′) f(y)dx

≤ 1

2δ′

∫ x0−δ

a
+

∫ b

x0+δ
en(f(x)−infy∈(x0−δ′,x0+δ′) f(y))dx

≤ b− a
2δ′

e−nε
n→∞−−−→ 0.
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Sei nun ε > 0. Dann gibt es wegen der Stetigkeit von f ′′ ein δ > 0 so dass f(x) ≤ f(x0) +
1
2(f ′′(x0)− ε)(x− x2

0) für x mit |x− x0| < δ. Daraus folgt∫ b

a
enf(x)dx

n→∞
≈ enf(x0)

∫ x0+δ

x0−δ
enf(x)dx ≤

∫ x0+δ

x0−δ
e
n
2 (f ′′(x0)−ε)(x−x0)2

dx

= enf(x0) 1√
−n(f ′′(x0) + ε)

∫ δ
√
−n(f ′′(x0)+ε)

−δ
√
−n(f ′′(x0)+ε)

e−
1
2y

2

dy

n→∞
≈ enf(x0)

√
2π

−n(f ′′(x0) + ε)

wobei das letzte ≈ aus Proposition 9.3 folgt. Da ε > 0 beliebig war, folgt damit ’≤’ in (9.1).
Ersetzt man in der letzten Rechnung ’−ε’ und ’≤’ durch ’+ε’ und ’≥’, folgt auch ’≥’, insgesamt
also ’=’.

Proposition 9.6 (Stirling’s Formel). Es gilt

lim
n→∞

n!

(n/e)n
√

2πn
= 1.

Beweis. Zunächst betrachten wir f : x 7→ log(x)−x. Diese Funktion erfüllt die Voraussetzung
von Theorem 9.4 und es gilt

f ′(x) =
1

x
− 1, f ′′(x) = − 1

x2
.

Damit hat f genau ein Maximum, nämlich bei x = 1 mit f(1) = −1. Nun verwenden wir die
Laplace-Methode und schreiben

n! =

∫ ∞
0

e−xxndx
z:=x/n

= nn+1

∫ ∞
0

e−nzzndz = nn+1

∫ ∞
0

e−n(z−log(z))dz

n→∞
≈ nn+1e−n

√
2π

n
= (n/e)n

√
2πn.

9.3 Die Partialbruchzerlegung

Rationale Funktionen kamen in der Vorlesung schon häufig vor. Die Partialbruchzerlegung
stellt eine vereinheitlichte Darstellung solcher Funktionen das, die vor allem für die Integration
von rationalen Funktionen sehr nützlich ist.

Definition 9.7 (Rationale Funktion). Seien p, q : C → C normierte Polynome, d.h. von
der Gestalt

p(z) =
m∑
i=0

aiz
i, q(z) =

n∑
i=0

biz
i (9.3)

mit Koeffizienten ai, bj ∈ C, i = 1, ...,m, j = 1, ..., n und am, bn 6= 0, also ist m der Grad
von p und n der Grad von q. (Gilt am = 1, so heißt p normiertes Polynom.) Dann heißt
die Funktion z 7→ q(z)/p(z) (gebrochen) rationale Funktion. Ist n < m, so heißt q/p echt
(gebrochen) rationale Funktion.
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Bemerkung 9.8 (Hauptsatz der Algebra). Nach dem Hauptsatz der Algebra ist der
Körper C algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes normierte Polynom p wie in (9.3) hat die
Darstellung

p(z) =
k∏
i=1

(z − zi)ci , (9.4)

mit
∑
ci = m und zi 6= zj , i, j = 1, ..., k. Man sagt auch, das Polynom zerfällt in Linearfakto-

ren. In dieser Darstellung sind z1, ..., zk genau die Nullstellen von p und ci ist die Vielfachheit
der Nullstelle zi. (Dies ist die größte Zahl c, für die z 7→ p(x)/(z − zi)c in zi stetig ist.)

Angenommen, die Koeffizienten in (9.3) sind alle reell. Gilt dann p(z) = 0, so gilt auch
p(z̄) = p(z) = 0̄ = 0. Insbesondere kann man daraus folgern, dass in der Darstellung 9.4
jede Nullstelle z = x + iy von p der Vielfachheit c eine Nullstelle z̄ = x − iy von p dersel-
ben Vielfachheit nach sich zieht. Multipliziert man die entsprechenden Terme, so erhält man
(z−zi)(z− z̄i) = (z−xi− iyi)(z−xi+ iyi) = (z−xi)2 +y2

i , also ein Polynom zweiten Grades.
Daraus sieht man sofort:
Ist p ein normiertes Polynom mit reellwertigen Koeffizienten, so gibt es ci, fj ∈ N und
zi, dj , ej ∈ R mit

p(z) =
k∏
i=1

(z − zi)ci
l∏

j=1

(z2 + djz + ej)
fj . (9.5)

Bemerkung 9.9 (Rationale und echt rationale Funktionen). Sei p/q eine rationale
Funktion. Durch Polynomdivision mit Rest kann man diese Funktion als p/q = r + p′/q
schreiben, wobei p′/q echt rational ist.

Theorem 9.10 (Partialbruchzerlegung im Komplexen). Sei p ein Polynom der Form 9.4
(mit komplexen Koeffizienten) und q/p eine echt rationale Funktion. Dann gibt es αij ∈ C, i =
1, ..., k; j = 1, ..., ci so dass

q(z)

p(z)
=

k∑
i=1

ci∑
j=1

αij
(z − zi)j

.

Beweis. Der Beweis läuft nach Induktion über m = c1 + · · ·+ ck, dem Grad von p. Für m = 1
ist nichts zu zeigen, weil nach Voraussetzung n < m, also n = 0 oder n = 1 gilt. Angenommen,
die Behauptung gilt nun schon für alle p mit Grad höchstens m. Ist nun p ein Polynom vom
Grad m, so ist p(z) = (z − z1)c1p′(z) für ein Polynom p1 mit p′(z1) 6= 0. Dann gilt für alle
α ∈ C

q(z)

p(z)
− α

(z − z1)c1
=
q(z)− αp′(z)

p(z)
.

Ist nun α := q(z1)/p′(z1), so ist der Zähler ein Polynom das in z1 eine Nullstelle besitzt, also
gilt q(z)− αp′(z) = (z − z1)r(z) für ein Polynom z. Nun gilt also

q(z)

p(z)
=

α

(z − z1)c1
+

(z − z1)r(z)

(z − z1)c1p′(z)
=

α

(z − z1)c1
+

r(z)

(z − z1)c1−1p′(z)
.

Der letzte Term ist nun eine rationale Funktion, dessen Nenner ein Polynom vom Grad m−1
ist, auf die man also die Induktionsvoraussetzung anwenden kann.
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Korollar 9.11 (Partialbruchzerlegung im Reellen). Sei p ein Polynom der Form 9.5
mit reellen Koeffizienten und q/p eine echt rationale Funktion. Dann gibt es αij ∈ R, i =
1, ..., k; j = 1, ..., ci, βij , γij ∈ R, i = 1, ..., l; j = 1, ..., fi so dass

q(z)

p(z)
=

k∑
i=1

ci∑
j=1

αij
(z − zi)j

+
l∑

i=1

fi∑
j=1

βijz + γij
(z2 + diz + ei)j

.

Beweis. Die Aussage folgt direkt aus Theorem 9.10 und Bemerkung 9.8.

Wir haben nun gezeigt, dass sich rationale Funktionen immer als Summe von zwei verschie-
denen Typen von Funktionen, nämlich solchen der Bauart x 7→ 1

(z−e)j und x 7→ βz+γ
(z2+dz+e)j

darstellen lassen. Um rationale Funktionen integrieren zu können, benötigt man also nur noch
Stammfunktionen solcher Funktionen. Diese sind nun zusammen gefasst.

Proposition 9.12 (Integration rationaler Funktionen). Es gilt∫
1

z − e
dz = log |z − e|,∫

1

(z − e)j
dz = − 1

j − 1
· 1

z − e)j−1
,∫

1

z2 + cz + e
dz =

2√
4e− c2

· arctan
2z + c

4e− c2
,∫

1

(z2 + cz + e)j
dz =

2z + c

(j − 1)(4e− c2)(z2 + cz + e)j−1

+
2(2j − 3)

(j − 1)(4e− c2)

∫
1

(z2 + cz + e)j−1
dz,∫

βz + γ

z2 + cz + e
=
β

2
log(z2 + cz + e) +

(
γ − βc

2

)∫ 1

(z2 + cz + e)j
dz,∫

βz + γ

(z2 + cz + e)j
dz = − β

2(j − 1)(z2 + cz + e)j−1
+
(
γ − βc

2

)∫ 1

(z2 + cz + e)j
dz

Beweis. Alle Behauptungen zeigt man am besten durch Ableiten der rechten Seiten.

9.4 Unendliche Produkte und der Wert von ζ(2)

In Bemerkung 4.9 haben wir bereits bemerkt, dass

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.

Hier wollen wir dies nun beweisen. Entscheidend ist hierbei eine verblüffende Darstellung
der sinus-Funktion, siehe Lemma 9.17. Hierbei tritt eine unendliches Produkt auf. Dies ist
ähnlich wie eine unendliche Reihe. Wir klären zunächst, was die Konvergenz von unendlichen
Produkten bedeutet.

Definition 9.13 (Konvergenz unendlicher Produkte). Sei (xn)n=1,2,... eine Folge reeller
Zahlen. Gilt

lim
N→∞

N∏
n=1

xn = x

mit x 6= 0, so sagen wir, dass
∏∞
n=1 xn konvergiert.
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Bemerkung 9.14. Sei
∏∞
n=1 xn ein konvergentes unendliches Produkt. Dann ist klar, dass

xn
n→∞−−−→ 1.

Konvergenzkriterien unendlicher Produkte lassen sich oft auf Konvergenzkriterien für unend-
liche Summen übersetzen. Etwa gilt folgendes Resultat.

Theorem 9.15 (Konvergenz unendlicher Produkte). Sei (xn)n=1,2,... ein Folge nicht-
neagtiver reeller Zahlen. Dann sind äquivalent:

1.
∑∞

n=1 xn konvergiert,

2.
∏∞
n=1(1 + xn) konvergiert,

3.
∏∞
n=1(1− xn) konvergiert.

Beweis. Klar ist, dass in jedem der drei Fälle xn ↓ 0 gelten muss. Weiter ist (wegen der
Stetigkeit von log) klar, dass 2. genau dann gilt, wenn log

∏∞
n=1(1 + xn) =

∑∞
n=1 log(1 + xn)

existiert (und analog für 3.).
1.⇒2.: Das folgt aus log(1 + x) ≤ x.

2.⇒3.: Da log(1+xn)
| log(1−xn)|

n→∞−−−→ 1 nach Lemma 6.10.3, gilt | log(1 − xn)| ≤ 2 log(1 + xn) für fast
alle n. Damit folgt die Behauptung aus dem Majorantenkriterium, Theorem 22.26.
3.⇒1.: Das folgt aus x ≤ | log(1− x)|.

Das nächste Resultat wird in der Vorlesung Analysis III wesentlich erweitert werden.

Proposition 9.16 (Majorisierte Konvergenz). Sei (yn)n=1,2,..., (zn)n=1,2,... reellwertige

Folgen und (xnk)n,k=1,2,... eine unendliche Matrix reeller Zahlen mit xnk
k→∞−−−→ yn, sowie

|xnk| ≤ zn (und damit |yn| ≤ zn) und
∑∞

n=1 zn <∞. Dann gilt

lim
k→∞

∞∑
n=1

xnk =

∞∑
n=1

yn,

lim
k→∞

∞∏
n=1

(1 + xnk) =

∞∏
n=1

(1 + yn),

wobei alle Limiten existieren.

Beweis. 1. Klar ist nach Theorem 22.26, dass
∑∞

n=1 yn existiert. Sei ε > 0 und N groß genug,
so dass

∑∞
n=N zn < ε. Weiter sei K groß genug, so dass |xnk−yn| ≤ ε2−n für k = 1, ...,K, n =

1, ..., N . Dann gilt für k > K

∣∣∣ ∞∑
n=1

xnk −
∞∑
n=1

yn

∣∣∣ ≤ ∣∣∣ N∑
n=1

xnk −
N∑
n=1

yn

∣∣∣+
∞∑
n=N

|xnk|+
∞∑
n=N

|yn|

≤
N∑
n=1

ε2−n + 2
∞∑
n=N

zn < 3ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
2. Sei zunächst N groß genug, so dass zn < 1/2 für n > N . Dann gilt | log(1 + xnk)| ≤ 2zn
wegen xnk ≤ zn < 1/2 für n > N . Nun folgt die Behauptung, wenn man 1. auf (log(1 +
xnk))n,k=N,N+1,... anwendet.
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Lemma 9.17 (Produktdarstellung des sinus). Es gilt

sin(πx)

πx
=
∞∏
n=1

(
1− x2

n2

)
.

Beweis. Wir setzen

pn(x) :=
1

2i

((
1 +

πix

n

)n
−
(

1− πix

n

)n) n→∞−−−→ 1

2i
(eπix − e−πix) = sin(πx).

Weiter ist pn(x) = 0 genau dann, wenn für ein j ∈ Z(n+ πix

n− πix

)n
= 1 = e(2πi)j .

Da

tan(x) =
sin(x)

cos(x)
=

1

i

eix − e−ix

eix + e−ix
=

1

i

e2ix − 1

e2ix + 1

ist dies genau dann der Fall, wenn

x =
n

πi

e2jπi/n − 1

e2jπi/n + 1
=
n

π
tan

jπ

n
.

Sei nun n gerade. Dann ist pn ein Polynom vom Grad n − 1 und, da tan auf (−π/2, π/2)
bijektiv ist, hat pn genau die Nullstellen

xj =
n

π
tan

jπ

n
, j = −n

2 + 1, ..., n2 − 1.

Damit schreiben wir für gerade n, da der Koeffizient von x in pn gerade π ist,

pn(x) = πx

n
2−1∏
j=1

(
1− z

n
π tan jπ

n

)(
1 +

z
n
π tan jπ

n

)
=

n
2−1∏
j=1

(
1− z2π2

n2 tan2 jπ
n

)
Da tan(x) ≥ x im Bereich (0, π/2) monoton ist, gilt für festes j = 1, 2, ...

n2

π2
tan2 jπ

n
≥ j2

sowie
n2

π2
tan2 jπ

n

n→∞
≈ n2

π2
sin2 jπ

n
≈n→∞ j2,

folgt aus Proposition 9.16, dass

sin(πx) = lim
n→∞

pn(x) = lim
n→∞

n
2−1∏
j=1

(
1− z2π2

n2 tan2 jπ
n

)
= πx

∞∏
j=1

(
1− x2

j2

)
und damit die Behauptung.

Proposition 9.18 (Der Wert von ζ(2)). Es gilt

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.



106 9 Verschiedenes

Beweis. Wir zeigen nun
1

x2

(sin(πx)

πx
− 1
)

x→0−−−→ −π
2

6

sowie
1

x2

(sin(πx)

πx
− 1
)

x→0−−−→ −
∞∑
n=1

1

n2

woraus die Behauptung aus der Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt. Der erste Grenzwert ist
einfach, es gilt nämlich

1

x2

(sin(πx)

πx
− 1
)

=
∞∑
k=1

(−1)k
π2kx2(k−1)

(2k + 1)!

x→0−−−→ −π
2

6
.

Aus Lemma 9.17 folgtfür x→ 0

1

x2

(sin(πx)

πx
− 1
)

= −
∞∑
n=1

1

n2
+O(x2)

x→0−−−→ −
∞∑
n=1

1

n2
.
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Teil III

Approximation von Funktionen

Gegeben sei eine Funktion f : I → R. Wir sagen, dass die Folge (fn)n=1,2,... die Funktion

f approximiert, falls fn
n→∞−−−→ f . Die Konvergenzart die wir betrachten wollen ist die lokal

gleichmäßige (was dasselbe ist wie die gleichmäßige Konvergenz auf Kompakta; siehe Lem-
ma 10.2). Wir werden in diesem Teil für die auf einer Menge K ⊆ I gleichmäßige Konvergenz
kurz ||fn − f ||K

n→∞−−−→ 0 schreiben.

10 Lokal gleichmäßige Konvergenz von Funktionen

In Definition 8.3 haben wir bereits von der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta gehört.
Wir werden die hier eingeführte lokal gleichmäßige Konvergenz als dazu äquivalent zeigen. Ziel
des Abschnittes ist es einzusehen, durch welche Funktionsklassen (etwa Polynome) beliebige
stetige Funktionen approximiert werden können. Beispielsweise haben wir ja bereits gesehen,
dass die Exponentialfunktion x 7→ exp(x) (zumindest im Bereich |x| < 1) durch Polynome
approximierbar ist, und zwar gleichmäßig auf Kompakta. Es gilt nämlich nach (6.2), dass

sup
|x|≤1

∣∣∣∣∣∣ n∑
k=0

xk

k!
− exp(x)

∣∣∣∣∣∣ n→∞−−−→ 0.

Wir werden in Abschnitt 10.2 durch den Satz von Weierstrass sehen, dass eine solche Kon-
vergenz auf Kompakta für jede stetige Funktion durch Polynome erreicht werden kann. Eine
Verallgemeinerung stellt der Satz von Stone in Abschnitt 10.3 dar, in dem die Menge der
Polynome durch eine punktetrennende Algebra ersetzt wird.

10.1 Grundlegendes

In Definition 8.3 haben wir bereits von der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta gehört.
Die lokal gleichmäßige Konvergenz der nächsten Definition sieht zunächst etwas anders aus. Es
stellt sich jedoch heraus, dass eine Funktionenfolge genau dann lokal gleichmäßig konvergiert
wenn sie gleichmäßig auf Kompakta konvergiert.

Definition 10.1 (Lokal gleichmäßige Konvergenz). Sei (E, r) ein metrischer Raum und
f, f1, f2, ... : E → R. Gibt es für jedes x ∈ E eine Umgebung Ux so dass ||fn − f ||Ux

n→∞−−−→ 0,
so konvergiert (fn)n=1,2,... lokal gleichmäßig gegen f .

Lemma 10.2 (Lokal gleichmäßige und gleichmäßige Konvergenz auf Kompakta).
Sei I ⊆ R ein Intervall und f, f1, f2, ... : I → R. Dann sind äquivalent:

1. (fn)n=1,2,... konvergiert lokal gleichmäßig gegen f .

2. fn
n→∞−−−→glmK f .

Beweis. 1.⇒2.: Sei ε > 0 und K ⊆ I kompakt. Für x ∈ K sei Ux eine Umgebung von x
mit ||fn − f ||Ux

n→∞−−−→ 0 und δx > 0, so dass Ax := Bδx(x) ⊆ Ux. Damit ist auch ||fn −
f ||Bδx (x)

n→∞−−−→ 0 und K ⊆
⋃
x∈K Ax. Wegen der Heine-Borel’schen Überdeckungseigenschaft
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(siehe Theorem 5.24) gibt es x1, ..., xn ∈ K mit K ⊆
⋃n
i=1Axi . Setzt man δ := mini=1,...,n δxi >

0, so folgt, dass

sup
x∈K
|fn(x)− f(x)| ≤ sup

i=1,...,n
sup
y∈Axi

|fn(y)− f(y)| n→∞−−−→ 0.

Das ist aber gerade die gleichmäßige Konvergenz auf Kompakta.
2.⇒1.: Sei x ∈ I. Dann ist der abgeschlossene Ball Bε(x) kompakt und eine Umgebung
von x. Wegen der gleichmäßigen Konvergenz auf Kompakta folgt also die lokal gleichmäßige
Konvergenz.

Ziel ist es, eine Funktion f (die beliebig, jedoch stetig sein kann) durch einfachere Funktionen
zu approximieren. Eine Mindestvoraussetzung an die Menge der Funktionen, die wir zur
Approximation heranziehen, ist, dass sie eine Algebra bilden.

Definition 10.3 (Funktionenalgebra). Sei (E, r) ein metrischer Raum und M ⊆ C(E)
eine Teilmenge der stetigen Funktionen.

1. Dann heißt M Algebra (von Funktionen), wenn gilt: (i) f, g ∈ M ⇒ f + g ∈ M, (ii)
f ∈ M, λ ∈ R⇒ λf ∈ M, (iii) f, g ∈ M ⇒ fg ∈ M. (Mit anderen Worten ist M ein
Vektorraum mit der zusätzlichen Eigenschaft (iii).)

2. Eine Algebra M ⊆ C(E) heißt punktetrennend, wenn es für alle x, y ∈ E ein f ∈ M
gibt mit f(x) 6= f(y).

Beispiel 10.4 (Polynome und trigonometrische Funktionen). Es gibt für unsere wei-
tere Anwendungen zwei wichtige Beispiele für punktetrennende Algebren.

1. Sei

M := {x 7→
n∑
k=0

akx
k, n ∈ N, a0, ..., an ∈ R}

die Menge der Polynome. Dies ist eine Algebra, da das Produkt zweier Polynome offen-
bar wieder ein Polynom ist. Weiter ist M punktetrennend.

2. Sei

M := {x 7→
n∑
k=0

ak cos(kx) + bk sin(kx), n ∈ N, a0, ..., an, b0, ..., bn ∈ R}

die Menge der Linearkombinationen von trigonometrischen Funktionen. Dies ist eben-
falls eine Algebra, wie man durch Anwendung von Lemma 6.17 sieht. Außerdem ist M
punktetrennend im Raum der 2π-periodischen Funktionen. (Man beachte, dassM nicht
punktetrennend auf dem Raum C(R) ist, da für jede trigonometrische Funktion Periode
2π besitzt.)

Ziel des später zu zeigenden Satzes von Stone (Theorem 10.12) ist es, beliebige stetige Funk-
tionen durch Funktionen in einer Algebra zu approximieren. Hierzu ist es praktisch, den
Abschluss der Algebra zu definieren.

Definition 10.5 (Abschluss von M⊆ C(E)). Sei M⊆ C(E). Dann setzen wir

M := {f ∈ C(E) : es gibt p1, p2, ... ∈M mit pn
n→∞−−−→glmK f}

und bezeichnen dies mit dem Abschluss von M (unter der gleichmäßigen Konvergenz auf
Kompakta).
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Lemma 10.6 (Abschluss einer Algebra ist eine Algebra). SeiM⊆ C(E) eine Algebra.
Dann gilt:

1. M ist eine Algebra.

2. M =M.

Beweis. 1. Es ist nur zu zeigen, dass f, g ∈ M ⇒ fg ∈ M. Sei K ⊆ E kompakt, 0 < ε < 1
und p, q ∈ M so, dass ||f − p||K < ε/||g||K , ||g − q||K < ε/(||f ||K + 1). Dann gilt ||p||K ≤
||f ||K + ε < ||f ||K + 1 und somit

||fg − pq||K = ||(f − p)g + p(g − q)||K ≤ ||f − p||K · ||g||K + (||f ||K + 1) · ||g − q)||K
≤ 2ε.

Hieraus folgt die Behauptung.

2. Klar ist, dass M ⊆M. Sei f ∈ M und sei ε > 0. Dann gibt es g ∈ M mit ||f − g|| ≤ ε.
Außerdem gibt es p ∈ M mit ||g − p|| ≤ ε. Daraus folgt ||f − p|| ≤ ||f − g|| + ||g − p|| < 2ε
und die Behauptung folgt.

10.2 Der Satz von Weierstrass

Wir beschäftigen uns nun mit der Approximation von stetigen Funktionen durch Polynome.
Dass dies gleichmäßig auf Kompakta immer möglich ist, ist der Inhalt des Satzes von Wei-
erstrass. Die verwendeten Polynome basieren auf den Bernstein-Polynomen, die wir zunächst
einführen.

Definition 10.7 (Bernstein-Polynom). Für k ≤ n heißt

rk,n(x) :=

(
n

k

)
xk(1− x)n−k

Bernstein-Polynom.

Nach der binomischen Formel ist
∑n

k=0 rk,n(x) = 1. Wir benötigen im Beweis des Satzes von
Weierstrass eine weitere Aussage über Bernstein-Polynome, die wir nun formulieren.

Lemma 10.8. Es gilt
n∑
k=0

(k − nx)2rk,n(x) = nx(1− x).

Beweis. Wir schreiben
n∑
k=0

krk,n(x) = n

n∑
k=1

(
n− 1

k − 1

)
xk(1− x)n−k

= nx
n−1∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−1−k = nx,

n∑
k=0

k(k − 1)rk,n(x) = n(n− 1)

n∑
k=2

(
n− 2

k − 2

)
xk(1− x)n−k

= n(n− 1)x2
n−2∑
k=0

(
n− 1

k

)
xk(1− x)n−2−k = n(n− 1)x2.
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Daraus folgt

n∑
k=0

(k − nx)2rk,n(x) =
n∑
k=0

(
k(k − 1)− (2nx− 1)k + n2x2

)
rk,n(x)

= n(n− 1)x2 − (2nx− 1)nx+ n2x2 = −nx2 + nx = nx(1− x).

Theorem 10.9 (Satz von Weierstrass). Sei f ∈ C(R). Für jede kompakte Menge K und
ε > 0 gibt es ein Polynom p mit ||f − p||K < ε.

Bemerkung 10.10 (Alternative Formulierungen). Folgende Aussagen sind offenbar äqui-
valent zur obigen Formulierung:

1. Sei f ∈ C(R). Dann gibt es Polynome p1, p2, ... mit pn
n→∞−−−→glmK f .

2. Sei M⊆ C(R) die Menge der Polynome. Dann gilt M = C(R).

Beweis von Theorem 10.9. Es genügt die Behauptung für K = [0, 1] und ||f ||K = 1 zu zeigen.
Wir betrachten das auf den Bernstein Polynomen zusammengesetzte Polynom

pn(x) =
n∑
k=0

f(k/n)rk,n =
n∑
k=0

f(k/n)

(
n

k

)
xk(1− x)n−k.

Sei ε > 0. Da f auf K gleichmäßig stetig ist, gibt es δ > 0, so dass |f(x) − f(y)| < ε für
|x− y| < δ. Es gilt wegen der binomischen Formel

pn(x)− f(x) =
n∑
k=0

(f(k/n)− f(x))rk,n(x).

Wir setzen Lx := {k : |x− k/n| < δ}. Dann ist mit Lemma 10.8

|pn(x)− f(x)| ≤
∑
k∈Lx

|f(k/n)− f(x)|rk,n(x) +
∑
k∈Lcx

|f(k/n)− f(x)|rk,n(x)

≤ ε
n∑
k=0

rk,n(x) + 2||f ||k
∑
k∈Lcx

rk,n(x)

≤ ε+ 2
∑
k∈Lcx

(x− k/n
δ

)2
rk,n(x)

≤ ε+
2

n2δ2

n∑
k=0

(k − nx)2rk,n(x)

= ε+
2x(1− x)

nδ2
≤ ε+

1

2nδ2
.

Ist also n > 1
2εδ2 , so gilt

|pn(x)− f(x)| ≤ 2ε,

woraus die Behauptung folgt.
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10.3 Der Satz von Stone

Der Satz von Stone verallgemeinert den Satz von Weierstrass, indem er an Stelle von Poly-
nomen eine beliebige punktetrennende Algebra M setzt. Im Beweis des Satzes werden wir
verwenden, dass sich die Funktionen f ∨ g und f ∧ g für f, g ∈ M durch Funktionen in M
approximieren lassen. Der Beweis hierfür verwendet den Satz von Weierstrass.

Lemma 10.11 (Betragsfunktion, Maximum, Minimum in M). Sei M ⊆ C(E) eine
Algebra. Dann gilt f, g ∈M⇒ |f |, f ∨ g, f ∧ g ∈Mg.

Beweis. Sei K ⊆ E kompakt. Nach Theorem 5.25 ist also auch f(K) kompakt. Offenbar
ist x 7→ |x| eine stetige Funktion. Nach dem Satz von Weierstrass gibt es also für ε > 0 ein
Polynom p mit supx∈f(K) |p(x)−|x||f(K) < ε. DaM eine Algebra ist, ist mit f auch f ◦p ∈M.
Also gilt

sup
x∈K
||f(x)| − p(f(x))| ≤ sup

x∈f(K)
|p(x)− |x|| < ε.

Damit ist |f | ∈ M. Weiter gilt f ∨ g + f ∧ g = f + g und f ∨ g − f ∧ g = |f − g|, also
f ∨ g = (f + g + |f − g|)/2 und f ∧ g = (f + g − |f − g|)/2. Da M nach Lemma 10.6 eine
Algebra ist, folgt f ∨ g, f ∧ g ∈M.

Theorem 10.12 (Satz von Stone). Sei M ⊆ C(R) eine punktetrennende Algebra mit
1 ∈ M und f ∈ C(R). Für jede kompakte Menge K und ε > 0 gibt es ein p ∈ M mit
||f − p||K < ε.

Beweis. Sei y, z ∈ K. Da M Punkte trennt gibt es ein g ∈M mit g(y) 6= g(z). Wir setzen

fy,z(x) := f(y) + (f(z)− f(y))
g(x)− g(y)

g(z)− g(y)
.

Da 1 ∈M ist also auch fy,z ∈M mit fy,z(y) = f(y), fy,z(z) = f(z). Wir setzen

Ay,z := {x ∈ K : fy,z(x) < f(x) + ε}.

Dann ist Ay,z als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen und y, z ∈
Ay,z, also auch

⋃
z∈K Ay,z = K. Da K ⊆ R kompakt ist gibt es nach Theorem 5.24 Punkte

z1, ..., zn ∈ K mit
⋃n
i=1Ay,zi = K. Wir setzen jetzt

fy := min
i=1,...,n

fy,zi .

Dann gilt offenbar fy ∈ M nach Lemma 10.11, fy(y) = f(y) und fy < f + ε wegen der
Überdeckungseigenschaft. Nun setzen wir

By := {x ∈ K : fy(x) > f(x)− ε}.

Wieder ist By als Urbild einer offenen Menge unter einer stetigen Abbildung offen und⋃
y∈K By = K wegen y ∈ By. Da K kompakt ist, gibt es wegen der Überdeckungseigen-

schaft wieder y1, ..., ym mit
⋃m
i=1Byi = K. Wir setzen jetzt

g := max
i=1,...,m

Byi .

Dann ist wegen Lemma 10.11 g ∈ M = M und f − ε < g < f + ε. Mit anderen Worten
haben wir ein g ∈M gefunden mit ||f − g||K < ε. Nun genügt es noch h ∈M zu wählen mit
||g − h|| < ε, dann gilt ||f − h|| ≤ ||f − g||+ ||g − h|| < 2ε.
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11 Normale Konvergenz

Während es im letzten Abschnitt um Konvergenz von Funktionenfolgen ging, betrachten wir
nun Reihen von Funktionen. Als Anwendung wird es im nächsten Abschnitt vor allem um
Potenzreihen, also Grenzwerte von Polynomen, gehen. Wir studieren also das Konvergenz-
verhalten von

∑∞
n=0 fn für Funktionen fn. Dies spielen wir zunächst zurück auf Reihen von

reellen Zahlen. Hierzu sei an die Definition der Supremumsnorm ||.||I aus Beispiel 8.2 erinnert,
und die anschließende gleichmäßige Konvergenz.

11.1 Grundlegendes

Definition 11.1 (Normale Konvergenz). Sei I ein Intervall und f0, f1, ... : I → R Funk-
tionen. Konvergiert

∑∞
n=0 ||fn||I , so sagen wir, dass

∑∞
n=0 fn normal konvergiert. Ist f die

Grenzfunktion, so schreiben wir hierfür auch
∑∞

n=0 fn
n→∞−−−→normal f .

Lemma 11.2 (Normale und gleichmäßige Konvergenz, Stetigkeit). Sei I ein Intervall
und f0, f1, ... : I → R, so dass die Reihe f =

∑∞
n=0 fn normal konvergiert.

1. Es gilt
∑N

n=0 fn
N→∞−−−−→glm f .

2. Sind f0, f1, ... stetig in x0 ∈ I, so ist f in x0 ebenfalls stetig.

Beweis. 1. Es gilt nach der Dreiecksungleichung

∣∣∣∣∣∣f − N∑
n=0

fn

∣∣∣∣∣∣
I
≤

∞∑
n=N+1

||fn||I
N→∞−−−−→ 0.

2. Sei ε > 0. Zunächst wählen wir N groß genug, so dass
∑∞

n=N+1 ||fn||I < ε. Weiter sei δ > 0
klein genug, so dass |fn(x)− fn(x0)| < ε/N für |x− x0| < δ und n = 0, ..., N . Dann gilt

|f(x)− f(x0)| ≤
N∑
n=1

|fn(x)− fn(x0)|+
∞∑

n=N+1

|fn(x)|+ |fn(x0)| ≤ 3ε.

Daraus folgt die Behauptung.

11.2 Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit

Besonders wichtig in der Mathematik sind Vertauschungssätze, von denen wir bereits einige
kennen gelernt haben. Nun geht es um die Vertauschbarkeit der Grenzwertbildung sowie von
Differenzier- und Integrierbarkeit unter normaler Konvergenz. Zunächst jedoch benötigen wir
einen Satz, wann Grenzwertbildung und Ableitung vertauschen.

Proposition 11.3 (Differenzierbarkeit von Grenzwerten). Sei I ein Intervall und f1, f2, ... :
I → R stetig differenzierbare Funktionen. Gilt fn

n→∞−−−→pktw f und f ′n
n→∞−−−→glmK g für Funk-

tionen f, g : I → R, so ist f stetig differenzierbar und f ′ = g.

Beweis. Nach Lemma 8.6 ist g stetig. Außerdem gilt für a ∈ I

fn(x) = fn(a) +

∫ x

a
f ′n(t)dt.
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Für n→∞ folgt daraus mit Theorem 8.19

f(x) = f(a) +

∫ x

a
g(t)dt.

Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt hiermit f ′ = g.

Korollar 11.4 (Differenzierbarkeit und normale Konvergenz). Sei I ein Intervall und
f0, f1, ... : I → R differenzierbar. Gilt

1.
∑∞

n=0 fn
n→∞−−−→pktw f ,

2.
∑∞

n=0 f
′
n

n→∞−−−→normal g,

so ist f stetig differenzierbar und f ′ = g.

Beweis. Wir verwenden Proposition 11.3. Die Reihe
∑∞

n=0 fn erfüllt nämlich die Vorausset-
zungen dieser Proposition, weil

∑∞
n=0 f

′
n nach Lemma 11.2.1 gleichmäßig konvergiert.

Proposition 11.5 (Integrierbarkeit und normale Konvergenz). Sei I ein Intervall
und f1, f2, ... ∈ R(I), also Riemann-integrierbar. Ist f =

∑∞
n=0 fn normal konvergent, so ist

f ∈ R(I) und es gilt für a, b ∈ I∫ b

a
f(x)dx =

∞∑
n=0

∫ b

a
fn(x)dx.

Beweis. Wir verwenden die gleichmäßige Konvergenz
∑N

n=0 fn
N→∞−−−−→glm f und Theorem 8.19.

Daraus folgt nämlich

∞∑
n=0

∫ b

a
fn(x)dx = lim

N→∞

N∑
n=0

∫ b

a
fn(x)dx = lim

N→∞

∫ b

a

N∑
n=0

fn(x)dx

=

∫ b

a

∞∑
n=0

fn(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx.

11.3 Beispiele

Wir beenden den Abschnitt über normal konvergente Reihen mit zwei Beispielen.

Beispiel 11.6. Die Reihe
∑∞

n=1
1

n(x−n) für x ∈ [a, b] ⊆ R \ N konvergiert normal.

Denn: Sei N so, dass [a, b] ⊆ (N − 1, N). Dann gilt

∞∑
n=N+1

∣∣∣∣∣∣ 1

n(x− n)

∣∣∣∣∣∣ ≤ ∞∑
n=N+1

1

(n−N)2
=
∞∑
n=1

1

n2
<∞.

Also konvergiert auch
∑∞

n=1

∣∣∣∣ 1
n(x−n)

∣∣∣∣, woraus die normale Konvergenz folgt.
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Beispiel 11.7 (Potenzreihen). Potenzreihen gehören zu den wichtigsten Reihen in der
Analysis und sind Thema des nächsten Abschnittes. Sie sind von der Form

p(x) :=

∞∑
n=0

anx
n

für Koeffizienten an ∈ R. Konvergiert p für |x| ≤ r absolut für ein r ∈ [0,∞], dann ist p auf
Br(0) normal konvergent. Schließlich ist dann

∞∑
n=0

||anxn||∞ =
∞∑
n=0

|an| · rn <∞.

12 Potenzreihen

Wir betrachten nun Potenzreihen17

p(x) :=

∞∑
n=0

anx
n (12.1)

für Koeffizienten an ∈ R, n = 0, 1, ... Wir haben bereits einige Konvergenzreihen kennen
gelernt, etwa

exp(x) =
∞∑
n=0

1

n!
xn, cos(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
, sin(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
.

Außerdem ist auch die geometrische Reihe

1

1− x
=
∞∑
n=0

xn

für |x| < 1 eine konvergente Potenzreihe.

12.1 Konvergenz von Potenzreihen

Potenzreihen besitzen einfach nachzuprüfende Konvergenzkriterien, mit denen wir uns nun
beschäftigen.

Lemma 12.1 (Absolute Konvergenz von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) und x ∈ R so, dass p(x) konvergiert. Dann konvergiert p(y) absolut für jedes
y ∈ R mit |y| < |x|.

Beweis. Da p(x) konvergiert, gibt es ein c ∈ R mit |anxn| < c für alle n. Dann ist |anyn| =
|anxn| · |(y/x)n| ≤ cqn für q := y/x < 1. Also besitzt die Reihe p(y) die Majorante

∑∞
n=0 cq

n

und ist damit absolut konvergent nach dem Majorantenkriterium.

17Analog bezeichnet man auch
∞∑
n=0

an(x− x0)n

für ein x0 ∈ R als Potenzreihe. Eine solche Reihe lässt sich jedoch schnell in eine der Form (12.1) mittels
y := x− x0 überführen.
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Proposition 12.2 (Konvergenzradius). Sei p eine Potenzreihe der Form (12.1) und

R := R(p) := sup{|x| : p(x) konvergiert}.

Dann ist p(x) für alle x mit |x| < R absolut konvergent, und für alle x mit |x| > R divergent.
Die Größe R heißt auch Konvergenzradius von p.

Beweis. Sei zunächst y ∈ R mit |y| < R. Dann gibt es x mit |y| < |x| < R, so dass p(x)
konvergiert. Damit konvergiert p(y) absolut nach Lemma 12.1. Sei weiter y ∈ R mit |y| > R.
Angenommen, p(y) wäre konvergent. Dann wäre p(x) für |R| < |x| < |y| absolut konvergent
im Widerspruch zur Definition des Konvergenzradius.

Proposition 12.3 (Berechnung des Konvergenzradius). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) und R ihr Konvergenzradius. Dann gilt die Formel von Cauchy-Hadamard

R−1 = lim sup
n→∞

|an|1/n,

und die Formel von Euler

R−1 = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣,
falls der (zumindest uneigentliche) Grenzwert existiert. Wir setzen hierbei generell 1/0 :=∞
und 1/∞ := 0.

Beweis. Zunächst setzen wir ` := 1/ lim supn→∞ |an|1/n. Für x ∈ R mit |x| < ` ist

lim sup
n→∞

|anxn|1/n = |x| · lim sup
n→∞

|an|1/n = |x|`−1 < 1.

Nach dem Wurzelkriterium konvergiert also p(x) absolut. Analog folgt die Divergenz im Falle
|x| > `.

Für das zweite Kriterium zur Berechnung des Konvergenzradius setzen wir ` :=

1/ limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣, wobei wir annehmen, dass der Grenzwert existiert. Dann gilt für x ∈ R
mit |x| < `

lim
n→∞

∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣ = |x| · lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = |x| · `−1 < 1,

und die Behauptung folgt aus dem Quotientenkriterium.

Beispiel 12.4 (Konvergenzradius bekannter Reihen). 1. Betrachten wir die Potenz-
reihe exp(x) =

∑∞
n=0

xn

n! . Ihr Konvergenzradius ist R =∞, es gilt nämlich

1/(n+ 1)!

1/n!
=

1

n+ 1

n→∞−−−→ 0.

Nach dem zweiten Kriterium in Proposition 12.3 folgt R =∞.

2. Der Konvergenzradius von
∑∞

n=0 x
n ist R = 1. Es gilt nämlich

lim sup
n→∞

11/n = 1.
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Beispiel 12.5 (Konvergenz auf dem Konvergenzradius). Im allgemeinen kann man
keine Aussage über die Konvergenz der Potenzreihe p mit Potenzradius R und x = R oder
x = −R machen. Betrachte hierzu etwa die Potenzreihen

p(x) :=

∞∑
n=0

xn, q(x) :=

∞∑
n=1

xn

n
, r(x) :=

∞∑
n=1

xn

n2
.

Dann ist nach dem Wurzelkriterium und wegen

lim sup
n→∞

11/n = 1, lim sup
n→∞

1

n1/n
= 1, lim sup

n→∞

1

n2/n
= 1

der Konvergenzradius aller drei Potenzreihen gleich 1. Außerdem divergiert p(1) und p(−1)
und q(1). Allerdings konvergieren q(−1) (nach dem Leibniz-Kriterium), sowie r(1) und r(−1)
(nach dem Majorantenkriterium mit der Majorante

∑∞
n=1 n

−2).

Lemma 12.6 (Restabschätzung). Die Potenzreihe p der Form (12.1) habe Konvergenzra-
dius R > 0. Dann gibt es zu jedem 0 < r < R und n ∈ N ein cn > 0 mit∣∣∣ ∞∑

k=n

akx
k
∣∣∣ ≤ cn · |x|n

für |x| ≤ r.

Beweis. Setze cn :=
∑∞

k=n akr
k−n <∞. Dann gilt

∣∣∣ ∞∑
k=n

akx
k
∣∣∣ = |x|n ·

∣∣∣ ∞∑
k=n

akx
k−n
∣∣∣ ≤ cn · |x|n.

Lemma 12.7 (Nullstellen von Potenzreihen). Sei p 6= 0 eine Potenzreihe p der
Form (12.1) mit Konvergenzradius R > 0 und N := {x : p(x) = 0}. Dann gib es ein ε > 0
mit N ∩Bε(0) ⊆ {0}.

Beweis. Sei 0 < r < R und N minimal mit aN 6= 0. Angenommen, es gibt eine Nullfolge
(xk)k=1,2,... mit xk ∈ Br/k(0) und p(xk) = 0. Nach Lemma 12.6 gibt es ein c mit |p(x) −
aNx

N | ≤ cxN+1 für |x| ≤ r. Insbesondere gilt also |p(xk) − aNxNk | ≤ c|xk|N+1, also |aN | ≤
c|xk|. Da (xk)k=1,2,... eine Nullfolge ist, folgt aN = 0 im Widerspruch zur Annahme.

Korollar 12.8 (Gleichheit von Potenzreihen). Seien p, q Potenzreihen mit Konvergenz-
radien R(p), R(q) > 0, so dass

p(x) =
∞∑
n=0

anx
n, q(x) =

∞∑
n=0

bnx
n.

Gilt p(x) = q(x) in einem Bereich Br(0) mit 0 < r < R(p)∧R(q), so gilt an = bn, n = 0, 1, ...

Beweis. Man wende Lemma 12.7 auf die Potenzreihe p− q an.
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12.2 Differentiation und Integrierbarkeit von Potenzreihen

Ableitungen und Integration von Polynomen ist einfach: aufgrund der Linearität gilt

d

dx

( N∑
n=1

anx
n
)

=
N∑
n=1

d

dx
anx

n,

∫ N∑
n=1

anx
n =

N∑
n=1

∫
anx

n.

Bei Potenzreihen ist dieses gliedweise differenzieren bzw. integrieren nicht sofort klar, weil
es sich bei den Summen ja um unendliche handelt. Wir sehen jedoch in Proposition 12.11
feststellen, dass auch für Potenzreihen gliedweises Differenzieren das richtige Ergebnis lie-
fert. Hierzu müssen wir allerdings zunächst feststellen, dass konvergente Potenzreihen stetige
Funktionen darstellen.

Lemma 12.9 (Normale Konvergenz von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p normal (und damit nach Lemma 11.2
auch gleichmäßig) konvergent in jedem Ball Br(0) mit 0 < r < R, d.h.

∑∞
n=0 |an| · rn konver-

giert.

Beweis. Die Aussage ist klar, da wir in Proposition 12.2 bereits gezeigt haben dass Potenz-
reihen innerhalb ihres Konvergenzradius absolut konvergieren.

Korollar 12.10 (Stetigkeit von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der Form (12.1)
mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p auf dem offenen Ball BR(0) stetig.

Beweis. Sei x ∈ BR(0). Dann ist auch x ∈ Br(0) für ein 0 < r < R. Deshalb konvergiert p auf
Br(0) nach Lemma 12.9 normal, also nach Lemma 11.2 auch gleichmäßig. Da der gleichmäßige
Grenzwert stetiger Funktionen nach Lemma 8.6 stetig ist, folgt die Aussage.

Proposition 12.11 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen). Sei p eine Potenzreihe der
Form (12.1) mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist p im Punkt x für |x| < R differenzierbar
mit

p′(x) :=

∞∑
n=0

(n+ 1)an+1x
n. (12.2)

Beweis. Wir verwenden Proposition 11.3. Für den Konvergenzradius R von p gilt R−1 =
lim supn→∞ |an|1/n. Entscheidend ist es zu bemerken, dass dann auch

lim sup
n→∞

(n+ 1)1/n|an+1|1/n = lim sup
n→∞

(n+ 1)1/n · lim sup
n→∞

|an+1|1/(n+1) = R−1

nach Theorem 3.6, der Konvergenzradius der rechten Seite von (12.2) also ebenfalls R ist.

12.3 Beispiele

Beispiel 12.12 (Die Logarithmus-Reihe). Wir verwenden die Eigenschaften der Diffe-
renzierbarkeit und Integrierbarkeit von Potenzreihen, um nun die Potenzreihe der Funkti-
on x 7→ log(1 + x) herauszufinden. Die Berechnung basiert auf der geometrischen Reihe
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∑∞
n=0 x

n = 1
1−x . Dies ist eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R = 1. Deshalb gilt für

|x| < 1 nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

log(1 + x) =

∫ x

0

d

dy
log(1 + y)dy =

∫ x

0

1

1 + y
dy =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−y)ndy

=

∞∑
n=0

∫ x

0
(−y)ndy = −

∞∑
n=0

(−x)n+1

n+ 1
= −

∞∑
n=1

(−x)n

n
.

Bemerkung 12.13 (Vorbemerkung zur Binomialreihe). Im nächsten Beispiel behan-
deln wir die Binomialreihe. Hierzu benötigen wir eine Definition und eine Aussage, die wir
hier beweisen wollen. Zunächst verallgemeinern wir die Definition des Binomialkoeffizienten
und setzen für r ∈ R und n ∈ N0(

r

n

)
:=

r(r − 1) · · · (r − n+ 1)

n!
. (12.3)

Für r, s ∈ R gilt dann

m∑
n=0

(
r

n

)(
s

m− n

)
=

(
r + s

m

)
. (12.4)

Denn: Wir zeigen die Aussage erst für r ∈ R, s ∈ N0. Für s = 0 ist die Aussage klar. Gilt sie
für ein s, so folgt aus Proposition 1.34 (das ganz einfach auf r ∈ R erweitert werden kann),
dass (

r + 1 + s

m

)
=

(
r + s

m

)
+

(
r + s

m− 1

)
=

m∑
n=0

(
r

n

)((
s

m− n

)
+

(
s

m− 1− n

))

=
m∑
n=0

(
r

n

)(
s+ 1

m− n

)
.

Damit ist die Aussage für s ∈ N0 gezeigt. Um sie auf s ∈ R zu erweitern, stellt man fest, dass
beide Seiten der Gleichung (12.4) ein Polynom in s vom Grad m darstellen, die auf unendlich
vielen Punkten s ∈ N0 übereinstimmen. Da ein Polynom ungleich 0 vom Grad m höchstens
m Nullstellen hat, muss die Differenz der beiden Seiten gleich 0 sein.

Beispiel 12.14 (Die Binomialreihe). Wir werden nun zeigen, dass für x ∈ (−1, 1)

(1 + x)r =

∞∑
n=0

(
r

n

)
xn. (12.5)

Diese Formel erweitert die in Proposition 1.40 formulierte binomische Formel.

Wir bezeichnen mit βr(x) die rechte Seite von (12.5). Der Konvergenzradius R von βr berech-
nen wir mittels ∣∣∣( r

n+1

)(
r
n

) ∣∣∣ =
∣∣∣r − n
n+ 1

∣∣∣ n→∞−−−→ 1



12.4 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen 119

als R = 1. Weiter verwenden wir (12.4) und die absolute Konvergenz von Potenzreihen für
r, s ∈ R für

βr(x)βs(x) =
∞∑
n=0

(
r

n

)
xn

∞∑
m=0

(
s

n

)
xn =

∞∑
n=0

∞∑
m=n

(
r

n

)(
s

m− n

)
xm

=

∞∑
m=0

(
m∑
n=0

(
r

n

)(
s

m− n

))
xm =

∞∑
m=0

(
r + s

m

)
xm = βr+s(x)

wobei wir Proposition (4.23) benutzt haben. Außerdem gilt mit Proposition (9.16)

βr(x)− 1

r
=
∞∑
n=1

r · · · (r − n+ 1)

r · n!
xn =

∞∑
n=1

(−1)n−1

n

(1− r) · · · ((n− 1)− r)
(n− 1)!︸ ︷︷ ︸
r→0−−−→1

xn

r→0−−−→ −
∞∑
n=1

(−x)n

n
= log(1 + x).

Die Funktion x 7→ βr(x) erfüllt also (1) und (2log(1+x)) aus Abschnitt 6.1. Mit anderen Worten
ist nach Lemma 6.6 βr(x) = exp(r log(1 + x)) = (1 + x)r.

12.4 Taylor-Polynome und Taylor-Reihen

Sei f eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. Wir suchen ein Polynom Tnf , dessen erste
n Ableitungen in einem Punkt x0 mit denen von f übereinstimmen. Die Hoffnung hierbei ist,
dass Tnf die Funktion f approximiert. Dies führt zu den Taylor-Polynomen.

Lemma 12.15 (Taylor-Polynom). Sei I = [a, b] und f : I → R eine n-mal in einem Punkt
x0 ∈ I stetig differenzierbare Funktion. Dann ist

(Tnf)(x;x0) := (Tnf)(x) :=

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

mit f (0) := f und f (k) der k-ten Ableitung von f das einzige Polynom vom Grad n, dessen
ersten n Ableitungen in x0 mit denen von f übereinstimmt. Wir nennen es Taylor-Polynom
von Grad n im Entwicklungspunkt x0. Ist x0 = 0, so heißt Tnf auch Maclaurin-Reihe.

Beweis. OBdA ist x0 = 0. Zunächst gilt für 0 ≤ j ≤ n

(Tnf)(j)(x0) =

n∑
k=j

f (k)(x0)

(k − j)!
xk−j

∣∣∣
x=x0

= f (j)(x0),

also stimmen die ersten n Ableitungen von f und Tnf in x0 überein. Es bleibt also noch die
Eindeutigkeit des Polynoms zu zeigen. Hierfür sei p(x) = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0)n

ein Polynom vom Grad n. Dann ist p(j)(x0) = j!aj . Ist also p(j)(x0) = f (j)(x0), so muss

aj = f (j)(x0)
j! , woraus die Eindeutigkeit folgt.
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f(x)

T1f(x;1)

T2f(x;2)

1 2

Abbildung 12.1: Eine Funktion f und ihre Taylor-Approximationen T1f und T2f in den
Entwicklungspunkten 2 und 1.

Bemerkung 12.16. Sei f mindestens n-mal in x0 differenzierbar. Ziel eines Taylor Polynoms
Tnf ist es, die Funktion f (zumindest in der Nähe von x0) möglichst gut zu approximieren.
Um einzusehen, dass dies Sinn macht, betrachten wir das Taylor-Polynome (T1f)(x;x0) =
f(x0) + f ′(x0)(x − x0). Mit anderen Worten stelle (siehe Abbildung 12.1) das Polynom T1f
eine Tangente an f im Punkt x0 dar. Weiter ist T2f eine Parabel, die sich im Punkt x0 an f
anschmiegt. Für höhere n sollte sich damit Tnf immer näher an f annähern.

Um festzustellen, ob Tnf ≈ f für große n gilt, betrachten wir nun die Abweichung f − Tnf ,
die auch Restglied genannt wird.

Theorem 12.17 (Restgliedformeln). Sei I ein Intervall und f : I → R eine n + 1-mal
stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt die Integraldarstellung des Restgliedes

Rn+1(x;x0) := Rn+1(x) := f(x)− Tnf(x;x0) =
1

n!

∫ x

x0

(x− y)nf (n+1)(y)dy.

Weiter gibt es ein ξ zwischen x0 und x mit

Rn+1(x;x0) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Dies ist die Lagrange-Form des Restgliedes.

Beweis. Die erste Formel für Rn+1 beweisen wir durch vollständige Induktion. Für n = 0 ist
die Formel klar, da

f(x)− (T0f)(x) = f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

f ′(y)dy

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Gilt die Formel für ein n, gilt
also

f(x)− (Tnf)(x;x0) =
1

n!

∫ x

x0

(x− y)nf (n+1)(y)dy,

so folgt mittels partieller Integration

f(x)− (Tnf)(x;x0) =
1

n!

( 1

n+ 1
(x− y)n+1f (n+1)(y)

∣∣∣x
x0

+

∫ x

x0

1

n+ 1
(x− y)n+1f (n+2)(y)dy

)
=

1

(n+ 1)!
f (n+1)(x)(x− x0)n+1 +

1

(n+ 1)!

∫ x

x0

(x− y)n+1f (n+2)(y)dy.
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Dies ist aber gerade die Behauptung für n+ 1.
Um die zweite Formel zu zeigen, verwenden wir den Mittelwertsatz der Integralrechnung,
Proposition 8.35. Es hat nämlich (x−y)n im Bereich zwischen x0 und x konstantes Vorzeichen,
und damit gibt es ein ξ zwischen x0 und x mit∫ x

x0

(x− y)nf (n+1)(y)dy = f (n+1)(ξ)

∫ x

x0

(x− y)ndy =
1

n+ 1
f (n+1)(ξ)(x− x0)n+1,

woraus die zweite Restgliedformel folgt.

Korollar 12.18 (Hinreichende Bedingung für lokales Extremum). Sei I ein Intervall,
f ∈ C(n+1)(I) und x0 ∈ I so, dass f (1)(x0) = · · · = f (n)(x0) = 0 und f (n+1)(x0) 6= 0. Dann
gilt:

• Ist n ungerade und ist f (n+1)(x0) > 0, so hat f in x0 ein lokales Minimum.

• Ist n ungerade und ist f (n+1)(x0) < 0, so hat f in x0 ein lokales Maximum.

• Ist n gerade, so hat f in x0 kein lokales Extremum.

Beweis. Offensichtlich ist (Tnf)(x;x0) = f(x0), also f(x) = f(a) +Rn+1(x;x0). Wir verklei-
nern I so, dass f (n+1) > 0 (bzw. f (n+1) < 0) auf ganz I gilt. Nun gilt nach der Lagrange-Form
von Rn+1, dass f(x) − f(x0) = f (n+1)(ξ)(x − x0)n+1 auf I. Im ersten Fall hat damit f ein
Minimum, im zweiten Fall ein Maximum in x0. Im dritten Fall ist – etwa falls f (n+1)(x0) > 0
– gerade f(x)− f(x0) < 0 für x < x0 und f(x)− f(x0) > 0 für x > x0. Daraus folgt auch die
dritte Aussage.

Bemerkung 12.19 (Ein falsches Resultat). Folgendes Resultat über Taylor-Polynome
wäre wünschenswert, ist aber leider falsch, wie das nächste Beispiel zeigt:

(Falsche) Proposition Sei f ∈ C∞(I) (d.h. unendlich oft auf I differenzierbar).
Dann gilt für alle x0 ∈ I, dass Tnf(.;x0)

n→∞−−−→glmK f .

Diese Proposition gilt auch dann nicht, wenn man die Konvergenz zur punktweisen Konver-
genz abschwächt.

Beispiel 12.20 (Taylor-Reihen müssen nicht konvergieren). Wir betrachten die Funk-
tion

f : x 7→

{
exp(−1/x), x ≥ 0,

0, x < 0.

Dann gilt in x0 = 0, dass f (n) = 0, n = 1, 2, ... Um dies einzusehen, zeigt man, dass f (n)(x) =
pn(1/x) · exp(−1/x) für x ≥ 0 für ein Polynom 2n-ten Grades pn. Für n = 0 ist diese
Behauptung klar. Gilt sie für ein n, so gilt

f (n+1)(x) = −
(
p′n(1/x)

1

x2
+ pn(x)

1

x2

)
exp(−1/x).

Mit pn+1(x) = p′n(x) · x2 + pn(x) · x2 folgt die Behauptung.

Aus f (n)(x) = pn(1/x) · exp(−1/x) folgt, dass f (n)(x)
x↓0−−→ 0 und damit ist die Taylor-

Reihe im Entwicklungspunkt 0 gerade 0. Insbesondere konvergiert also die Taylor-Reihe Tnf
nicht gegen f .
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13 Approximation periodischer Funktionen

Wie wir in Beispiel 10.4 gesehen haben, ist die Menge der Linearkombinationen von trigono-
metrischen Funktionen punktetrennend im Raum der stetigen, 2π-periodischen Funktionen.
Ähnlich wie bei Potenzreihen kann man also solche Funktionen durch Reihen trigonometri-
schen Funktionen approximieren. Dies ist Ziel dieses Abschnitts.

13.1 Grundlegendes

Da wir uns mit periodischen Funktionen beschäftigen werden, definieren wir zunächst weitere
wichtige Funktionenklassen.

Definition 13.1 (Periodische Funktionen). Sei f : R→ R. Gilt f(x+ T ) = f(x) für alle
x ∈ R, so sagen wir, dass die Funktion f die Periode T hat. Wir erinnern an die Menge R(I)
der Riemann-integrierbaren Funktionen und definieren weiter die Funktionenräume

P := P([−π, π]) := {f : R→ R : f hat Periode 2π},
Cp(R) := C(R) ∩ P,
Rp := Rp([−π, π]) := R([−π, π]) ∩ P.

Da wir durch trigonometrische Polynome approximieren wollen, setzen wir

M :=
{
x 7→

n∑
k=0

ak cos(kx) + bk sin(kx), n ∈ N, a0, ..., an, b0, ..., bn ∈ R
}
.

Mit dem Satz von Stone und Beispiel 10.4 können wir sofort eine wichtige Eigenschaft schlie-
ßen.

Theorem 13.2 (Approximationssatz für trigonometrische Polynome). Sei f ∈ Cp
und ε > 0. Dann gibt es ein p ∈M mit ||f − p|| < ε.

Beweis. Nach Beispiel 10.4 ist M eine punktetrennende Algebra in Cp. Damit folgt die Aus-
sage aus dem Satz von Stone, Theorem 10.12.

Wir erinnern an die wichtige Formel eix = cos(x) + i sin(x). Mit ihrer Hilfe kann man Funk-
tionen f ∈M umschreiben, was im Folgenden sehr nützlich ist.

Lemma 13.3 (Umrechnung trigonometrischen Funktionen in Exponentiale). Sei

f : x 7→
n∑
k=0

ak cos(kx) + bk sin(kx) =

n∑
k=−n

cke
ikx

mit n ∈ N, a0, ..., an, b0, ..., bn, c0, ..., cn ∈ C. Dann gilt

a0 = c0, ak = ck + c−k, bk = i(ck − c−k),
c0 = a0, ck = 1

2(ak − ibk), c−k = 1
2(ak + ibk).

Insbesondere ist

M =
{ n∑
k=−n

cke
ikx, n ∈ N, c−n, ..., cn ∈ C, c−k = ck, k = 0, ..., n

}
.
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Beweis. Wir schreiben einfach, weil cos eine gerade und sin eine ungerade Funktion ist,

n∑
k=−n

cke
ikx =

n∑
k=−n

ck(cos(kx) + i sin(kx)) =
n∑
k=0

(ck + c−k) cos(kx) + i(ck − c−k) sin(kx).

(13.1)

Hieraus folgen bereits alle Aussagen.

Wir werden im Folgenden überwiegend mit der Darstellung von Funktionen f ∈M aus (13.1)
arbeiten. Wir benötigen hierfür zwei Schreibweisen, die wir gesondert einführen wollen.

Bemerkung 13.4 (Notation). 1. Sei f : R→ C. Dann definieren wir∫ b

a
f(x)dx :=

∫ b

a
Ref(x)dx+ i

∫ b

a
Imf(x)dx (13.2)

2. Seien (ck)k∈Z eine (zweifach unendliche) C-wertige Folge. Dann definieren wir,

∞∑
k=−∞

ck := lim
n→∞

n∑
k=−n

ck.

Es muss für die Existenz der Reihe
∑∞

k=−∞ also nur die letzte Summe konvergieren,
aber nicht notwendigerweise

∑n
k=0 ck und

∑n
k=0 c−k.

13.2 Gleichmäßige Approximation stetiger Funktionen

Ziel dieses Abschnittes ist es, periodische Funktionen durch trigonometrische Polynome zu
approximieren. Die trigonometrischen Funktionen haben eine Orthogonalitätseigenschaft, die
wir mittels des komplexen Integrals formulieren. Dies werden wir im nächsten Abschnitt für
unstetige, periodische Funktionen erweitern.

Lemma 13.5 (Orthogonalität von trigonometrischen Polynomen). Es gilt18

1

2π

∫ 2π

0
eikxe−i`xdx = δk`.

Beweis. Für k = ` ist die Behauptung klar, da der Integrand 1 ist. Wir berechnen direkt
mittels der komplexen Integrale für k 6= `∫ 2π

0
ei(k−`)xxdx =

1

i(k − `)
(
ei(k−`)2π − 1

)
= 0,

weil e2πi = 1.

Geht man von einer Darstellung wie in (13.3) aus, kann man sich fragen, wie man denn die
Koeffizienten ck mittels der Funktion f berechnen kann.

18Das Kronecker-Symbol δxy definieren wir durch

δxy :=

{
1, x = y,

0, sonst.
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Korollar 13.6 (Eindeutigkeit von Koeffizienten). Sei f ∈ Cp mit

f(x) =
∞∑

k=−∞
cke

ikx, (13.3)

wobei die rechte Seite gleichmäßig konvergiert. Dann gilt

ck =
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikxdx

für alle k ∈ Z.

Beweis. Wir schreiben wegen der gleichmäßigen Konvergenz

ck =
∞∑

`=−∞
c`δk` =

∞∑
`=−∞

c`
1

2π

∫ 2π

0
e−ikxei`xdx =

1

2π

∫ 2π

0
e−ikx

∞∑
`=−∞

c`e
i`xdx

=
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikxdx.

Das letzte Korollar führt uns direkt zur Definition von Fourier-Polynomen und der Fourier-
Reihe einer periodischen Funktion. Wir erinnern uns, dass die Idee von Taylor-Polynomen die
Gleichheit der ersten n Ableitungen einer zu approximierenden Funktion f in einem Punkt
x0 mit dem Taylor-Polynom Tnf war. Bei Fourier-Reihen ist die grundlegende Idee das letzte
Korollar. Selbst ohne die gleichmäßige Konvergenz der rechten Seite in (13.3) zu fordern, kann
man durch die rechte Seite eine Folge von Funktionen definieren, die wir Fourier-Polynom
nennen.

Definition 13.7 (Fourier-Polynom). Sei f ∈ Rp, also eine periodische, Riemann-
integrierbare Funktion. Dann definieren wir für n ∈ N0 das n-te Fourier-Polynom Snf mittels

(Snf)(x) :=

n∑
k=−n

f̂(k)eikx

mit

f̂(k) :=
1

2π

∫ 2π

0
f(x)e−ikxdx.

Dabei heißt f̂(k) der k-te Fourier-Koeffizient und S∞f heißt Fourier-Reihe von f .

Bemerkung 13.8 (Alternative Schreibweise). Kombiniert man die letzten beiden Glei-
chungen, so erhält man

(Snf)(x) =
1

2π

n∑
k=−n

∫ 2π

0
f(t)eik(x−t)dt. (13.4)
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Proposition 13.9 (Parseval’sches Theorem). Seien f, g ∈ Rp, so dass für x ∈ R

f(x) =
∞∑

k=−∞
cke

ikx, g(x) =
∞∑

k=−∞
dke

ikx

mit ck, dk ∈ C, k ∈ Z und beide Reihen gleichmäßig konvergieren. Dann gilt

1

2π

∫ 2π

0
f(x)g(x)dx =

∞∑
k=−∞

ckdk,

insbesondere also

1

2π

∫ 2π

0
f(x)2dx =

∞∑
k=−∞

|ck|2.

Beweis. Wir schreiben

1

2π

∫ 2π

0
f(x)g(x)dx =

1

2π

∞∑
k=−∞

∞∑
`=−∞

ckd`

∫ 2π

0
eikxe−i`xdx =

∞∑
k=−∞

ckdk.

Korollar 13.10 (Identitätssatz). Seien f, g ∈ Cp mit f̂(k) = ĝ(k), k ∈ Z. Dann ist f = g.

Beweis. Wir betrachten die Funktion h := f − g. Dann gilt offenbar ĥ(k) = 0, k ∈ Z. Insbe-
sondere gilt also

ĥ(k) =
1

2π

∫ 2π

0
h(x)e−ikxdx = 0. (13.5)

Sei nun (pn)n=1,2,... eineM-wertige Folge (die nach Theorem 13.2 existiert) mit pn
n→∞−−−→glm h.

Nun gilt ∫ 2π

0
|h(x)|2 = lim

n→∞

∫ 2π

0
h(x)pn(x)dx = 0

wegen (13.5). Daraus folgt aber h = 0.

Korollar 13.11 (Darstellungssatz). Sei f ∈ Cp, so dass Snf gleichmäßig konvergiert.

Dann gilt Snf
n→∞−−−→glm f .

Beweis. Nach Voraussetzung, d.h. wegen der gleichmäßigen Konvergenz, definiert g := S∞f =
limn→∞ Snf eine stetige Funktion. Für diese gilt

ĝ(k) =
1

2π

∫ 2π

0
eikx

∞∑
`=−∞

f̂(`)e−i`xdx =
1

2π

∞∑
`=−∞

f̂(`)

∫ 2π

0
eikxe−i`xdx

=

∞∑
`=−∞

f̂(`)δk` = f̂(k).

Insbesondere sind f und g Funktionen mit denselben Fourier-Koeffizienten. Nach Korol-
lar 13.10 folgt die Behauptung.



126 13 Approximation periodischer Funktionen

f(x)
S1f(x)

S7f(x)

π−π

Abbildung 13.1: Die f : x 7→ |x| aus Beispiel 13.12 und zwei Aprpximationen von ihr.

Aus (13.6) folgt Snf
n→∞−−−−→glm f .

Beispiel 13.12 (Berechnung von ζ(2)). Wie berechnen nun erneut (siehe Theorem 9.18)
den numerischen Wert von ζ(2) =

∑∞
n=1

1
n2 . Hierzu betrachten wir die 2π-periodische Funkti-

on f : R→ R mit f(x) = |x| im Bereich [−π, π]; siehe auch Abbildung 13.1. Ihre Fourier-Reihe
ist gegeben durch die Fourier-Koeffizienten

f̂(0) =
1

2π

∫ π

−π
|x|dx =

1

π

∫ π

0
xdx =

π

2
,

f̂(k) =
1

2π

∫ π

−π
|x|
(

cos(kx)− i sin(kx)
)
dx =

1

π

∫ π

0
x cos(kx)dx

=
1

π

(
x

sin(kx)

k
|π0 −

∫ π

0

sin(kx)

k
dx
)

=
1

k2π
cos(kx)|π0 =

{
− 2
k2π

, k ungerade,

0, k gerade,

wobei wir partielle Integration verwendet haben. Damit gilt

S∞f(x) =
π

2
− 4

π

(
cos(x) +

cos(3x)

32
+

cos(5x)

52
+ · · ·

)
. (13.6)

Diese Reihe konvergiert wegen majorisierter Konvergenz absolut und gleichmäßig auf [0, 2π].
Aus Korollar 13.11 folgt deswegen S∞f(x) = f(x). Ausgewertet an der Stelle x = π sehen
wir

π2

8
= 1 +

1

32
+

1

52
+ · · · =

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
.

Nun berechnen wir wegen der unbedingten Konvergenz der Reihe

∞∑
k=1

1

k2
=

∞∑
k=1

1

(2k)2
+

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
=

1

4

∞∑
k=1

1

k2
+
π2

8
.
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Auflösen ergibt

∞∑
k=1

1

k2
=
π2

6
.

13.3 Punktweise Approximation unstetiger Funktionen

Solange die Funktion f ∈ P Riemann-integrierbar ist, lässt sich ihre Fourier-Reihe S∞f
bestimmen. Insbesondere kann man sich fragen, inwiefern S∞f die Funktion f approximiert,
wenn f nicht stetig ist. Hierzu betrachten wir zunächst ein Beispiel.

Beispiel 13.13. Gegeben sei die 2π-periodische Funktion g : R → R mit g(x) = 1 für x ∈
[0, π) und g(x) = −1 für x ∈ [−π, 0). Da g(x) = f ′(x) für jedes x /∈ πZ für f aus Beispiel 13.12,
liegt folgende Vermutung nahe, die man durch gliedweises Differenzieren aus (13.6) abliest:
Vermutung: Für x /∈ πZ gilt

g(x) =
4

π

(
sin(x) +

sin(3x)

3
+

sin(5x)

5
+ · · ·

)
.

Insbesondere gilt S∞g = g an allen Stetigkeitsstellen von g und für x ∈ πZ ist

S∞g(kπ) = 0 = 1
2(g(x−) + g(x+)).

Ein allgemeines Resultat, das diese Vermutung unterstützt, lernen wir in Theorem 13.18
kennen.

Lemma 13.14 (Riemann’sches Lemma). Sei f ∈ R(I) stückweise stetig. Dann gilt für
a, b ∈ I

lim
k→∞

∫ b

a
f(x) sin(kx)dx = 0.

Beweis. Sei zunächst f = c konstant. Dann gilt∫ b

a
f(x) sin(kx)dx = − c

k
cos(x)|ba

k→∞−−−→ 0.

Diese Rechnung überträgt sich nun ganz leicht auf Treppenfunktionen f (siehe Definition 8.7).
Sei also nun f stückweise stetig und ε > 0. Wegen Korollar 8.10 wissen wir, dass es eine
Treppenfunktion ϕ gibt mit ||f − ϕ|| < ε. Deshalb und wegen Theorem 8.19 gilt

lim
k→∞

∣∣∣ ∫ b

a
f(x) sin(kx)dx

∣∣∣ = lim
k→∞

∣∣∣ ∫ b

a
(f(x)− ϕ(x)) sin(kx)dx

∣∣∣
≤ ε lim

k→∞

∫ b

a
| sin(kx)|dx ≤ ε(b− a).

Mit ε→ 0 folgt die Behauptung.

Um die punktweise Approximation von unstetigen Funktionen durch die Fourier-Transformierte
zeigen zu können, benötigen wir nun noch den Dirichlet-Kern. Entscheidend wird hier das
Lemma 13.17, das im Fall der Stetigkeit der zu approximiernden Funktion bereits eine punkt-
weise Konvergenz liefert.
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Definition 13.15 (Dirichlet-Kern). Wir definieren den Dirichlet-Kern n-ten Grades

Dn(x) :=
1

2π

n∑
k=−n

eikx.

Lemma 13.16. 1. Es gilt

2π ·Dn(x) =


sin((n+

1
2 )x)

sin(
1
2x)

, x ∈ R \ 2πZ,

2n+ 1, x ∈ 2πZ.

2. Weiter ist ∫ π

−π
Dn(x)dx = 1.

Beweis. 1. Für x ∈ 2πZ ist die Behauptung klar. Andernfalls erinnern wir uns an die endliche
geometrische Reihe aus Proposition 1.38 und schreiben

2πDn(x) = e−inx
2n∑
k=0

eikx = e−inx
ei(2n+1)x − 1

eix − 1
= e−inx

ei(2n+1/2)x − e−ix/2

eix/2 − e−ix/2

=
ei(n+1/2)x − e−i(n+1/2)x

eix/2 − e−ix/2
=

sin((n+ 1
2)x)

sin(1
2x)

.

2. Wir erhalten

n∑
k=−n

∫ π

−π
eikxdx = 2π +

n∑
k=1

∫ π

−π
eikx + e−ikxdx = 2π +

1

ik

(
eikx − e−ikx

)
|π−π = 2π.

Lemma 13.17 (Dirichlet’sches Lemma). Sei f ∈ P stückweise stetig und in 0 linksseitig
und rechtsseitig differenzierbar. Dann gilt∫ π

−π
f(x)Dn(x)dx

n→∞−−−→ 1

2

(
f(0−) + f(0+)

)
.

Beweis. Wir definieren auf (0, π]

ϕ(x) :=
f(x)− f(0+)

sin(x2 )

und setzen diese Funktion stetig nach 0 fort. Nun ist wegen Lemma 13.16∫ π

0
f(x)Dn(x)dx− 1

2
f(0+) =

∫ π

0
(f(x)− f(0+))Dn(x)dx

=

∫ π

0
ϕ(x) sin((n+ 1

2)x)dx
n→∞−−−→ 0

mit Lemma 13.14. Analog zeigt man
∫ 0
−π f(x)Dn(x)dx

n→∞−−−→ 1
2f(0−), woraus die Behauptung

folgt.
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g(x)

S1g(x)

S7g(x)

π−π

Abbildung 13.2: Die unstetige Funktion g aus Beispiel 13.19 und zwei Approximationen
von ihr. Es gilt Sng(x)

n→∞−−−−→ S(x) für alle x ∈ R \ 2πZ.

Wir können nun unser Hauptresultat dieses Abschnittes formulieren und beweisen.

Theorem 13.18 (Punktweise Konvergenz von Fourier-Reihen). Sei f ∈ P stückweise
stetig und ist in x linksseitig und rechtsseitig differenzierbar. Dann gilt

1. Ist f in x stetig, so gilt S∞f(x) = f(x).

2. Ist f in x unstetig, so gilt Sf∞(x) = 1
2

(
f(x+) + f(x−)

)
.

Beweis. Wir schreiben unter Verwendung von (13.4), Lemma 13.17 und der Periodizität von
f , und da Dn eine gerade Funktion ist,

Snf(x) =
1

2π

∫ π

−π
f(t)

n∑
k=−n

eik(x−t)dt =
1

2π

∫ π

−π
f(t)Dn(t− x)dt

=
1

2π

∫ π−x

−π−x
f(t+ x)Dn(t)dt =

1

2π

∫ π

−π
f(x+ t)Dn(t)dt

n→∞−−−→ 1

2

(
f(x+) + f(x−)

)
.

Daraus folgen alle Behauptungen.

Beispiel 13.19. Wir kommen noch einmal auf die Funktion g aus Beispiel 13.13 zu sprechen.
Wir hatten bereits eingesehen, dass

(S∞g)(x) =
4

π

(
sin(x) +

sin(3x)

3
+

sin(5x)

5
+ · · ·

)
.

Mit Theorem 13.18 folgt zumindest die Konvergenz S∞g = g punktweise für alle x ∈ R\2πZ.
Siehe auch Abbildung 13.2.
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Teil IV

Mehrdimensionale Differentiation

Wir betrachten im Folgenden Abbildungen f : E → Rn für E ⊆ Rm. Dabei sind Rm,Rn
mit der euklidischen Metrik bzw. Norm (siehe Beispiel 5.2 und 8.2) ausgestattet und wir
schreiben |x| := ||x||2. Insbesondere verwenden wir den Konvergenzbegriff aus Definition 5.3.
Die Begriffe der offenen Menge, Umgebung oder kompakten Menge übernehmen wir aus
Definitionen 5.7 und 19.8. Wir bezeichnen mit e1, ..., en die kanonische Basis des Rn, also
etwa ej = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0). Weiter schreiben wir 0 = (0, ..., 0) für den Nullvektor.

14 Mehrdimensionale Ableitungen

Zentraler Punkt auf den kommenden Seiten sind Funktionen19 f : E ⊆ Rm → Rn. Eine
Funktion f : E → Rn ist hierbei eindeutig gegeben durch f1, ..., fn : E → R mittels f(x) :=
(f1(x), ..., fn(x)). Andersherum sei

πi :

{
Rn → R
(x1, ..., xn) 7→ xi

(14.1)

die i-te Projektionsabbildung. Dann definiert die Funktion f die Funktionen fi := πi ◦ f :
E → R.

14.1 Grundbegriffe

Aus der Theorie der Differentiation von Funktionen f : I ⊆ R → R haben wir bereits einige
Erkenntnisse gewonnen, etwa:

• Es gibt einige äquivalente Formulierungen für Differenzierbarkeit (siehe Proposition 7.2),
etwa ist f in x ∈ R genau dann differenzierbar mit f ′(x) = y, wenn es eine lineare

Abbildung L : R → R gibt mit f(x+h)−f(x)−L(h)
h

h→0−−−→ 0, wobei L durch L(h) = yh
gegeben ist.

• Ist f : I ⊆ R→ R differenzierbar, dann ist f auch stetig; siehe Korollar 7.3.

Diese Eigenschaften benötigen im mehrdimensionalen zunächst die richtige Definition von
Ableitung. Wir stellen nun einige mögliche Begriffe vor.

Definition 14.1 (Ableitungsbegriffe). Sei E ⊆ Rm offen und f : E → Rn.

1. Die i-te partielle Ableitung von f in x ∈ E ist definiert als

∂f(x)

∂xi
:=

∂

∂xi
f(x) := lim

h→0

f(x+ hei)− f(x)

h
,

falls der Grenzwert existiert, i = 1, ...,m. Weiter definieren wir zweite partiellen Ablei-
tungen durch

∂2f(x)

∂xi∂xj
:=

∂

∂xi

∂f(x)

∂xj
, i, j = 1, ...,m.

19Wir werden konsequent x für Vektoren und L für Matrizen schreiben.
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Analog werden höhere partiellen Ableitungen
∂kf(x)

∂xi1 ···∂xik
definiert.

2. Die Richtungsableitung von f in Richtung v ∈ Rm ist definiert als

∂f(x)

∂xv
:=

∂

∂xv
f(x) := lim

h→0

f(x+ hv)

h
,

falls der Grenzwert existiert. Insbesondere ist also

∂f(x)

∂xi
=
∂f(x)

∂xei
.

3. Die lineare Abbildung Df(x) : Rm → Rn heißt Ableitung von f in x, falls

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)− (Df(x))(h)

|h|
= 0 (14.2)

gilt. In diesem Fall heißt f in x differenzierbar.

Bemerkung 14.2 (Berechnung partieller Ableitungen). Sei E ⊆ Rm offen und f =
(f1, ..., fn) : E → Rn sowie x = (x1, ..., xm). Definiere g : x 7→ f(x1, ..., xi−1, x, xi+1, ..., xm).
Dann gilt

∂f(x)

∂xi
=
dg(xi)

dx
,

falls eine der beiden Seiten existiert. Das bedeutet: Die i-te partielle Ableitung von f in x
erhält man durch Festhalten aller Koordinaten bis auf die i-te. Durch diese Erkenntnis übert-
ragen sich alle Eigenschaften von Ableitungen in einer Dimension auf partielle Ableitungen.
Als Beispiel betrachte man die einfache Funktion f : (x, y) 7→ xy. Hier gilt offensichtlich

∂f(x, y)

∂x
= y,

∂f(x, y)

∂y
= x.

Beispiel 14.3 (Ableitung der euklidischen Norm, harmonische Funktion). Wir be-
trachten die euklidische Norm

||.|| :

{
Rm → R
x = (x1, ..., xm) 7→ |x| :=

√
x2

1 + · · ·+ x2
m.

Wir berechnen für x 6= 0

∂|x|
∂xi

=
2xi

2
√
x2

1 + · · ·+ x2
m

=
xi
|x|
.

Hieraus ergibt sich für j 6= i

∂2|x|
∂xi∂xj

= −xixj
|x|3

,

sowie

∂2|x|
∂x2

i

:=
∂2|x|
∂xi∂xi

=
|x| − x2

i /|x|
|x|2

=
1

|x|

(
1− x2

i

|x|2
)
,
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also insgesamt für alle i, j

∂2|x|
∂xi∂xj

=
1

|x|

(
δij −

xixj
|x|2

)
.

Für die Analysis ist die Lösung der Gleichung

∆f(x) :=
m∑
i=1

∂2f(x)

∂x2
i

= 0

von zentraler Bedeutung. Der Operator ∆ :=
∑m

i=1
∂2

∂x2
i

heißt auch Laplace-Operator und

Lösungen der Gleichung heißen auch harmonische Funktionen. Mit dem soeben berechneten
und einer glatten Funktion ϕ : R+ → R wollen wir eine harmonische Funktion der Form
f := ϕ ◦ |.| finden. Wir schreiben für ein solches f

∆f(x) =

m∑
i=1

∂2

∂x2
i

ϕ(|x|) =

m∑
i=1

∂

∂xi
ϕ′(|x|) xi

|x|
=

m∑
i=1

ϕ′′(|x|) x
2
i

|x|2
+ ϕ′(|x|) 1

|x|

(
1− x2

i

|x|2
)

= ϕ′′(|x|) + ϕ′(|x|)m− 1

|x|
= |x|1−m d

dr

(
rm−1ϕ′(r)

)∣∣∣
r=|x|

.

Nun gilt also ∆f(x) = 0 genau dann, wenn

d

dr

(
rm−1ϕ′(r)

)
= 0,

also muss für ein c ∈ R

ϕ′(r) =
c

rm−1
,

d.h. für ein d ∈ R

ϕ(r) =

∫ r c

sm−1
ds+ d =


c log(r) + d, m = 2,

c

(2−m)rm−2
+ d, m = 3, 4, ...

Damit haben wir also alle harmonischen Funktionen f der Form f(x) = ϕ(|x|) bestimmt.

Beispiel 14.4 (Lineare Ableitungen sind differenzierbar). Sei L : Rm → Rn linear.
Dann gilt DL(x) = L für alle x ∈ Rm.
Denn: Es ist offensichtlich

L(x+ h)− L(x)− L(h)

|h|
= 0.

Also ist h 7→ L(h) eine lineare Abbildung die (14.2) erfüllt, und ist damit die Ableitung von
L.

Proposition 14.5 (Differenzierbare Abbildungen sind stetig). Sei E ⊆ Rm und f :
E → Rn. Ist f in x ∈ E differenzierbar, so ist f in x auch stetig.
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Beweis. Klar ist, dass lineare Funktionen in mehrdimensionalen Räumen stetig sind20. Also
genügt es die Stetigkeit der Funktion h 7→ ϕ(h) := f(x+ h)− f(x)− (Df(x))(h) in h = 0 zu

zeigen. Es gilt aber ϕ(0) = 0 und ϕ(h)
h→0−−−→ 0 wegen der Differenzierbarkeit von f in 0.

Klar ist, dass partielle Ableitungen nur eine bestimmte Form der Richtungsableitung sind. Wir
werden nun zeigen, dass die Differenzierbarkeit einer Funktion der stärkste Ableitungsbegriff
ist, da aus ihm die Richtungsdifferenzierbarkeit (und damit auch die partielle Differenzier-
barkeit) folgt. Andersherum werden wir in Theorem 14.13 zeigen, dass aus der Stetigkeit der
partiellen Ableitungen die Differenzierbarkeit folgt.

Theorem 14.6 (Differenzierbar⇒Richtungsdifferenzierbar). Sei E ⊆ Rm und f =
(f1, ..., fn) : E → Rn in x ∈ E differenzierbar mit Ableitung Df(x). Dann existieren alle
Richtungsableitungen von f in x und es gilt für v ∈ Rm

∂f(x)

∂xv
= (Df(x))(v).

Bezüglich der Standardbasis von Rm und Rn hat Df(x) die darstellende Matrix
∂f1(x)
∂x1

· · · · · · ∂f1(x)
∂xm

...
...

...
...

∂fn(x)
∂x1

· · · · · · ∂fn(x)
∂xm

 ∈ Rn×m. (14.3)

Diese wird auch Jacobi-Matrix genannt. Insbesondere ist die Ableitung eindeutig bestimmt
und es gilt für v = (v1, ..., vm) (die Darstellung von v in der Standardbasis)

∂f(x)

∂xv
=


∂f1(x)
∂x1

· · · · · · ∂f1(x)
∂xm

...
...

...
...

∂fn(x)
∂x1

· · · · · · ∂fn(x)
∂xm


 v1

...
vm


Beweis. Sei 0 6= v ∈ Rm. Dann gilt wegen der Definition der Ableitung

f(h+ hv)− f(x)

h
− (Df(x))(v) =

f(h+ hv)− f(x)− (Df(x))(hv)

h
= 0.

Insbesondere ist also mit h→ 0

∂f(x)

∂xv
= (Df(x))(v).

Für 1 ≤ i ≤ n und 1 ≤ j ≤ m folgt daraus mittels der Darstellung in der Standardbasis

∂fi(x)

∂xj
=
(
(Df(x))(ej)

)
i

= (Df(x))ij .

20Man beachte, dass die hier betrachteten Vektorräume endlichdimensional sind. Im allgemeinen sind lineare
Abbildungen in unendlich-dimensionalen Vektorräumen nicht stetig.
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Definition 14.7 (Gradient). Sei E ⊆ Rm offen und f : E → R differenzierbar. Wir schrei-
ben

gradf(x) := ∇f(x) :=
(∂f(x)

∂x1
, ...,

∂f(x)

∂xm

)
.

Etwas informell bezeichnen wir (∇ heißt Nabla)

∇ =
( ∂

∂x1
, ...,

∂

∂xm

)
.

Bemerkung 14.8 (Eigenschaften des Gradienten). Sei E ⊆ Rm offen und f : E → R
differenzierbar sowie x ∈ E.

1. Es ist ∇f(x) der eindeutig bestimmte Vektor mit

〈∇f(x), v〉 = (Df(x))(v)

für alle v ∈ Rm. Hierbei bezeichnet 〈., .〉 das Standard-Skalarprodukt im Rm.

2. ∇f(x) ∈ Rm ist die Richtung des des größten Anstieges der Funktion x 7→ f(x), also
der größten Richtungsableitung für eine Richtung v mit |v| = 1.
Denn: Es gilt wegen der Cauchy-Schwartz-Ungleichung für jedes v ∈ Rm mit |v| = 1

∂f(x)

∂xv
= 〈∇f(x), v〉 ≤ ||∇f(x)||

mit Gleichheit genau dann, wenn v und ∇f(x) linear abhängig, also parallel, sind, d.h.

wenn v = ∇f(x)
|∇f(x)| .

Wie wir in Proposition 14.5 gesehen haben, folgt die Stetigkeit einer differenzierbaren Funk-
tion genau wie im ein-dimensionalen Fall (siehe Korollar 7.3). Da wir im mehrdimensionalen
mehrere Ableitungsbegriffe eingeführt haben, können wir uns fragen, ob diese Ableitungsbe-
griffe nicht zusammenfallen, d.h. ob etwa jede partiell differenzierbare Funktion schon diffe-
renzierbar ist. Dass dies nicht der Fall ist zeigt das nächste Beispiel.

Beispiel 14.9 (Eine partiell differenzierbare, aber nicht differenzierbare Funktion).
Wir betrachten die Funktion (siehe auch Abbildung 14.1)

f : (x, y) 7→


xy

x2 + y2
, (x, y) 6= 0,

0, sonst

Dann ist für x, y ∈ R

f(x, 0) = 0, f(0, y) = 0, f(x, x) =
x2

x2 + x2
=

1

2
.

Insbesondere ist f in x = 0 nicht stetig, also (nach Proposition 14.5) auch nicht differenzier-
bar. Allerdings lassen sich die partiellen Ableitungen berechnen, nämlich durch

∂f(x, y)

∂x
=

(x2 + y2)y − 2x2y

(x2 + y2)2
=
y(x2 − y2)

(x2 + y2)2
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X

Y

f(x,y)

Abbildung 14.1: Die Funktion aus Beispiel 14.9.

und analog

∂f(x, y)

∂y
=
x(y2 − x2)

(x2 + y2)2

sowie

∂f(0, 0)

∂x
=
∂f(0, 0)

∂y
= 0.

Wir sehen damit, dass die Existenz der partiellen Ableitungen nicht einmal die Stetigkeit von
f impliziert. Es ist nicht erstaunlich, dass auch die partiellen Ableitungen von f in 0 nicht
stetig sind. Es ist nämlich

∂f(0, y)

∂x
= −1

y
,

∂f(y, y)

∂x
= 0.

Betrachten wir nun die Richtungsableitungen von f . Sei hierzu v := (v, w) ∈ R2. Wir berech-
nen

f(hv, hw)− f(0, 0)

h
=

h2vw

h(h2v2 + h2w2)
=

1

h

vw

v2 + w2

und damit existiert die Richtungsableitung in x = 0 nur im Fall v = 0 oder w = 0.

Im letzten Beispiel haben wir gesehen, dass die Begriffe der partiellen Differenzierbarkeit
und der Differenzierbarkeit nicht zusammenfallen. Da der Begriff der Richtungsdifferenzierbar-
keit (in alle möglichen Richtungen) mehr von einer Funktion fordert, wäre es kein Widerspruch
zum letzten Beispiel, wenn jede richtungsdifferenzierbare Funktion auch differenzierbare wäre.
Dass dies jedoch nicht gilt, zeigt folgendes Beispiel.
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Beispiel 14.10 (Eine richtungsdifferenzierbare, nicht differenzierbare Funktion).
Wir betrachten die Funktion

f : (x, y) 7→


2xy2

x2 + y4
, (x, y) 6= 0,

0, sonst

Dann ist für x, y ∈ R

f(x, 0) = 0, f(0, y) = 0, f(x2, x) =
2x4

x4 + x4
= 1,

also ist f ebenfalls in 0 unstetig, insbesondere also nach Proposition 14.5 nicht differenzierbar.
Diesmal jedoch existieren sogar alle Richtungsableitungen von f in 0. Für Richtungen v =
(0, w) ist dies klar. Für (v, w) ∈ R2 mit v 6= 0 gilt außerdem

f(hv, hw)− f(0, 0)

h
=

2vhw2h2

h(v2h2 + w4h4)
=

2vw2h3

v2h3 + w4h5

h→0−−−→ 2w2

v
.

Das bedeutet, dass selbst die Existenz aller Richtungsableitungen die Stetigkeit der Funktion
f nicht impliziert.

Wie die letzten Beispiele zeigen, gibt es keine Äquivalenz der drei eingeführten Ableitun-
gebegriffe. Dies ändert sich, wenn man sich auf stetig (partiell) differenzierbare Funktionen
einschränkt. Insbesondere sind solche Funktionen differenzierbar, wie Theorem 14.13 zeigen
wird.

Definition 14.11 (Ck-Räume). Sei E ⊆ Rm offen. Wir definieren für k = 0, ...,∞

Ck(E,Rn) :=
{
f : E → Rn : x 7→

∂jf(x)

∂xi1 · · · ∂xij
existiert und ist stetig

für alle j = 0, ..., k, i1, ..., ij = 1, ...,m
}
.

Ist n = 1, so setzen wir Ck(E) := Ck(E;R).

Proposition 14.12 (Differenzierbarkeit der Komponenten). Sei E ⊆ Rm offen, x ∈ E
und f = (f1, ..., fn) : E → Rn. Dann ist f in x genau dann differenzierbar, wenn f1, ..., fn in
x differenzierbar sind.

Beweis. Zunächst sei f in x differenzierbar. Dann gilt nach Definition

f(x+ h)− f(x)− (Df(x))(h)

|h|
h→0−−−→ 0. (14.4)

Die linke Seite ist hier also vektorwertig, und die Konvergenz gegen 0 ist gerade die Konvergenz
aller Komponenten. Die i-te Komponente ist aber gerade

fi(x+ h)− fi(x)−
(
(Df(x))(h)

)
i

|h|
h→0−−−→ 0.
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Nun ist die i-te Komponente der linearen Abbildung (Df(x)) aber gerade Dfi(x), also

fi(x+ h)− fi(x)− (Dfi(x))(h)

|h|
h→0−−−→ 0, (14.5)

woraus folgt, dass fi differenzierbar ist.
Andersherum seien alle f1, ..., fn in x differenzierbar, es gilt also (14.5) für i = 1, ..., n. Dies

bedeutet, dass alle Komponenten in (14.4) konvergieren, was dasselbe ist wie die Konvergenz
in (14.4).

Theorem 14.13 (Stetig differenzierbar und differenzierbar). Sei E ⊆ Rm und f ∈
C1(E;Rm). Dann ist f in jedem x ∈ E differenzierbar.

Beweis. Wegen Proposition 14.12 genügt es den Fall n = 1 zu betrachten. Als Kandidat für
die Ableitung Df(x) steht (14.3) zur Verfügung, die wir mit A bezeichnen.

Für x ∈ E und h = (h1, ..., hm) ∈ Rm setzen wir x0 := x und xk := x+ h1e1 + · · ·+ hkek,
k = 1, ..., n.

Nach dem Mittelwertsatz, Theorem 7.14 (angewandt auf die Funktion h 7→ f(xk−1 +hek))
gilt für ein s ∈ [0, 1]

f(xk)− f(xk−1) = f(xk−1 + hkek)− f(xk−1) =
∂f(xk + shek)

∂xk
hk,

also gibt es s1, ..., sn ∈ [0, 1] mit

|f(x+ h)− f(x)−Ah
|h|

=
1

|h|

∣∣∣ m∑
k=1

f(xk)− f(xk−1)− ∂f(x)

∂xk
hk

∣∣∣
≤

m∑
k=1

hk
|h|

∣∣∣∂f(xk−1 + skhkek)

∂xk
− ∂f(x)

∂xk

∣∣∣
Wegen den Stetigkeit der partiellen Ableitungen und xk−1 + skhkek

h→0−−−→ x folgt die Behaup-
tung, wenn man h→ 0 betrachtet.

14.2 Rechenregeln

Im ein-dimensionalen haben wir in Proposition 7.5 die Produkt- Quotienten- und Kettenregel
der Differentiation kennen gelernt. Da partielle Ableitungen genauso funktionieren wir ein-
dimensionale Ableitungen mit festgehaltenen Koordinaten, gelten diese Rechenregeln sofort
auch für partielle Ableitungen. Jedoch ist die Frage, inwiefern sich diese Regeln auch auf die
Ableitung von Funktionen übertragen lassen. Dies werden wir nun beantworten.

Theorem 14.14 (Ableitungsregeln). Sei E ⊆ Rm und E′ ⊆ Rn offen.

1. Linearität: Für f, g : E → Rn und α, β ∈ R gilt, falls Df(x) und Dg(x) existieren

D (αf + βg)(x) = αD f(x) + βD g(x).

2. Produktregel: Für f, g : E → R gilt, falls Df(x), Dg(x) existieren

D (fg)(x) = g(x) ·
(
Df(x)

)
+ f(x) ·

(
Dg(x)

)
.
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3. Quotientenregel: Für f, g : E → R gilt, falls Df(x), Dg(x) existieren und g(x) 6= 0

D
f

g
(x) =

(
Df(x)

)
Dg(x)− f(x)

g(x)2
.

4. Kettenregel: Für f : E → Rn, g : E′ → Rp und f(E) ⊆ E′ gilt, falls Df(x) und
Dg(f(x)) existieren

D (g ◦ f)(x) = Dg(f(x)) ·Df(x).

Bemerkung 14.15 (Partielle Ableitungen bei der Kettenregel). Seien f, g wie bei der
Kettenregel. Dann gilt offenbar

∂(g ◦ f)i(x)

∂xj
=

n∑
k=1

∂gi(f(x))

∂xk

∂fk(x)

∂xj
.

Beweis von Theorem 14.14. Bei der Linearität ist nichts zu zeigen. Wir zeigen zunächst die
Kettenregel und schreiben B := Dg(f(x)), A := Df(x). Definiere

εf (h) :=
f(x+ h)− f(x)−Ah

|h|
, εg(h) :=

g(f(x) + h)− g(f(x))−B h
|h|

,

und stellen fest dass εf (h)
h→0−−−→ 0 sowie εg(h)

h→0−−−→ 0 aufgrund der Voraussetzungen. Nun

gilt mit h′ = Ah+ |h|εf (h)

g(f(x+ h))− g(f(x))−BAh
|h|

=
g(f(x) +Ah+ |h|εf (h))− g(f(x))−BAh

|h|

=
g(f(x) + h′)− g(f(x))−BAh

|h|

=
g(f(x)) +B h′ + |h′|εg(h′)− g(f(x))−BAh

|h|

= B εf (h) +
|h′|
|h|

εg(h
′).

Da
|Ah|
|h| beschränkt ist, konvergiert die rechte Seite gegen 0, was die Behauptung zeigt.

Wir kommen nun zur Produktregel. Wir definieren h : E → R2 mittels h(x) := (f(x), g(x))
und ϕ : (x, y) 7→ xy. Dann ist f(x)g(x) = ϕ(h(x)). Damit gilt also nach der Kettenregel

D(fg)(x) = D(ϕ ◦ h)(x) = Dϕ(h(x)) ·Dh(x).

Nun ist

Dϕ(x, y) =
(
y, x
)
, d.h. Dϕ(h(x)) =

(
g(x), f(x)),

D h(x) =

(
∂f(x)
∂x1

· · · ∂f(x)
∂xm

∂g(x)
∂x1

· · · ∂g(x)
∂xm

)
.



14.2 Rechenregeln 139

Damit gilt

D(fg)(x) =
(
g(x)

∂f(x)

∂xi
+ f(x)

∂g(x)

∂xi

)
i=1,...,m

= g(x) ·
(
Df(x)

)
+ f(x) ·

(
Dg(x)

)
.

Wegen der eben bewiesenen Produktregel genügt es für die Quotientenregel

D
1

g(x)
= −Dg(x)

g(x)2

zu zeigen. Hierfür setzen wir ψ(y) = 1/y und verwenden die Kettenregel mit

D
1

g(x)
= D(ψ ◦ g(x)) = Dψ(g(x)) ·Dg(x) = −Dg(x)

g(x)2
.

Für zweite (partielle) Ableitungen gibt es eine schöne Rechenregel, die zumindest bei stetig
partiell differenzierbaren Funktionen besagt, dass die Reihenfolge der Differentiation keine
Rolle spielt.

Theorem 14.16 (Satz von Schwartz). Sei E ⊆ Rm offen und f ∈ C2(E). Dann gilt

∂2f

∂xi∂xj
=

∂2f

∂xj∂xi
.

Beweis. Zunächst bemerken wir

∂2f(x)

∂xi∂xj
= lim

h→0
lim
`→0

f(x+ hei + `ej)− f(x+ hei)− f(x+ `ej) + f(x))

h`
.

Die Behauptung des Theorems ist nun offensichtlich, dass wir auf der rechten Seite die Grenz-
werte vertauschen dürfen. Wir schreiben mit dem Mittelwertsatz, Theorem 7.14, für geeignete
α, β, γ ∈ [0, 1], die jeweils von h und ` abhängen dürfen,

f(x+ hei + `ej)− f(x+ hei)− f(x+ `ej) + f(x))

h`

=
1

h

(∂f(x+ hei + α`ej)

∂xj
−
∂f(x+ β`ej)

∂xj

)
=

∂

∂xj

1

h

(
f(x+ α`ej + hei)− f(x+ α`ej)

)
+

1

h

(∂f(x+ α`ej)

∂xj
−
∂f(x+ β`ej)

∂xj

)
=
( ∂

∂xj

∂

∂xi
f(x+ α`ei + γhej)

)
+

1

h

(∂f(x+ α`ej)

∂xj
−
∂f(x+ β`ej)

∂xj

)
.

Die Behauptung folgt nun, indem wir zunächst `→ 0 und dann h→ 0 betrachten.

Korollar 14.17. Sei E ⊆ Rm offen und f ∈ Ck(E) für ein k ≥ 2. Dann gilt für j = 2, ..., k
und jede Permutation σ von {1, ..., j}

∂jf

∂xi1 · ∂xij
=

∂jf

∂xiσ(1)
· ∂xiσ(j)

.

Beweis. Klar durch iteriertes Anwenden von Theorem 14.16. Schließlich wird jede Permu-
tation σ durch hintereinander ausgeführtes Anwenden von paarweisen Vertauschungen er-
zeugt.
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14.3 Extrema

Im Ein-dimensionalen (d.h. für Funktionen f : I → R für ein Intervall I) ist wohlbekannt: Hat
eine (glatte) Funktion f : I → R für ein x ∈ I die Eigenschaften f ′(x) = 0, f ′′(x) > 0, so hat f
in x ein Minimum (und ein Maximum, falls f ′′(x) < 0). Die Aufgabe dieses Abschnittes ist es,
die Aussage für glatte Funktionen f : E ⊆ Rm → R zu verallgemeinern. Wir erinnern daran,
dass wir bereits in Definition 7.11 definiert hatten, was ein lokales Minimum/Maximum ist.
Zunächst zeigen wir die zu Lemma 7.12 äquivalente Aussage.

Lemma 14.18 (Gradient und Extrema). Sei E ⊆ Rm offen und f : E → R differenzierbar
in x ∈ E. Falls f in x ein lokales Extremum hat, so ist Df(x) = 0.

Beweis. Hat f in x ein Extremum, so hat jede der Abbildungen g : t 7→ f(x+ tv) in t = 0 ein
Extremum, v ∈ Rm. Weiter gilt mit Lemma 7.12

0 =
dg(t)

dt

∣∣∣
t=0

=
∂f(x)

∂xv
= Df(x) · v.

Da dies für alle v erfüllt sein muss, ist notwendigerweise Df(x) = 0.

Wir benötigen noch die zur zweiten Ableitung äquivalente Abbildung im mehrdimensionalen.

Definition 14.19 (Hesse-Matrix). Sei E ⊆ Rm offen und f ∈ C2(E). Die zweite Ableitung
von f in x ∈ E bezeichnen wir mit

D2f(x) :


Rm × Rm → R

(v, w) 7→
m∑

i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
viwj .

Die Matrix
(∂2f(x)

∂xi∂xj

)
i,j=1,...,m

heißt Hesse-Matrix von f in x und die quadratische Form

v 7→
(
D2f(x)

)
(v, v) heißt Hesse-Form von f in x.

Bemerkung 14.20 (Symmetrie der Hesse-Matrix). Die Hesse-Matrix von f in x ist
wegen Theorem 14.16 symmetrisch. Es gilt nämlich

D2f(x)(v, w) =

m∑
i,j=1

∂2f(x)

∂xi∂xj
viwj =

m∑
i,j=1

∂2f(x)

∂xj∂xi
viwj = D2f(x)(w, v).

Wir wollen nun formulieren, wann eine Funktion f : E → R im mehrdimensionalen ein
lokales Minimum (bzw. Maximum) besitzt; hierzu benötigen wir noch die Begriffe der positiv
(semi-)definiten quadratischen Form und des Kurvenintegrals.

Definition 14.21 (Positiv (semi-)definite quadratische Form). Sei

b :

{
Rm × Rm → R
(v, w) 7→ b(v, w)

eine symmetrische Bilinearform. (Das bedeutet b(v, w) = b(w, v) und b(αv+βv′, w) = αb(v, w)+
βb(v′, w).) Dann heißt b

positiv semi-definit, falls b(v, v) ≥ 0 für alle 0 6= v ∈ Rm,
positiv definit, falls b(v, v) > 0 für alle 0 6= v ∈ Rm.
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Bemerkung 14.22 (Hurwitz-Kriterium). Sei Am×m eine symmetrische Matrix. Dann
definiert

b : (v, w) 7→ vAw>

eine symmetrische Bilinearform. Folgende Aussagen sind nach dem Hurwitz-Kriterium (das
wir hier nicht zeigen werden) äquivalent:

1. b ist positiv definit.

2. Alle Eigenwerte von A sind positiv.

3. Es gilt det((aij)i,j=1,...,k) > 0 für alle k = 1, ...,m.

Lemma 14.23 (Ableitungen von Kurvenintegralen). Sei E ⊆ Rm offen, f ∈ C2(E),
I = [a, b] ein Intervall und γ ∈ C2(I;E). Dann gilt

(f ◦ γ)′(t) = Df(γ(t))Dγ(t),

(f ◦ γ)′′(t) = D2f(γ(t))(Dγ(t), Dγ(t)) +Df(γ(t))D2γ(t).

Beweis. Nach der Kettenregel ist

(f ◦ γ)′(t) = Df(γ(t))Dγ(t) =
m∑
j=1

∂f(γ(t))

∂xj
γ′j(t).

Daraus folgt, wieder mit der Kettenregel

(f ◦ γ)′′(t) =
m∑

i,j=1

∂2f(γ(t))

∂xi∂xj
γ′i(t)γ

′
j(t) +

m∑
j=1

∂f(γ(t))

∂xj
γ′′j (t).

Lemma 14.24 (Mehr-dimensionales Taylor-Polynom zweiter Ordnung). Sei E ⊆
Rm offen und f ∈ C2(E). Dann gilt

f(x+ h)− f(x)−Df(x)h− 1
2D

2f(x)(h, h)

|h|2
h→0−−−→ 0.

Bemerkung 14.25. Für eine Funktion f ∈ C2(I) für ein Intervall I folgt die Behauptung
aus Theorem 12.17. Es gilt nämlich für n = 1

f(x+ h)− f(x)− f ′(x)h− 1
2f
′′(x)h2 = h2

∫ 1

0
(1− t)(f ′′(x+ th)− f ′′(x))dt

h→0−−−→ 0,

weil supt∈[0,1] |f ′′(x+ th)− f ′′(x)| h→0−−−→ 0.

Beweis. Wir verwenden die Funktion γ : [0, 1] → Rm, γ(t) = x + th und ϕ = f ◦ γ : t 7→
f(x + th). Dann gilt mit partieller Integration, angewendet mit u(t) = ϕ′(t) − ϕ′(0) und
v(t) = 1

ϕ(1)− ϕ(0)− ϕ′(0) =

∫ 1

0
(ϕ′(t)− ϕ′(0))dt = ϕ′(1)− ϕ′(0)−

∫ 1

0
tϕ′′(t)dt =

∫ 1

0
(1− t)ϕ′′(t)dt.
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Mit Lemma 14.23 folgt daraus

f(x+ h)− f(x)−Df(x)h− 1
2D

2f(x)(h, h)

=

∫ 1

0
(1− t)

(
D2f(x+ th)(h, h)−D2f(x)(h, h)

)
dt.

Wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von t 7→ D2f(x + th)(h, h) gibt es für jedes ε > 0 ein

δ > 0, so dass |D2f(x+ y)−D2f(x)| < ε für y| < δ. Daraus folgt für |h| < δ, dass

|D2f(x+ th)(h, h)−D2f(x)(h, h)| < ε|h|2.

Da ε > 0 beliebig war folgt die Behauptung.

Theorem 14.26 (Lokale Extrema und die Hesse-Matrix). Sei E ⊆ Rm offen und
f ∈ C2(E). Dann gilt:

1. Hat f in x ∈ E ein lokales Minimum, so ist Df(x) = 0 und D2f(x) positiv semidefinit.

2. Ist Df(x) = 0 und D2f(x) positiv definit für ein x ∈ E, so hat f in x ein lokales
Minimum.

Beweis. 1. Die erste Behauptung hatten wir schon in Lemma 14.18 formuliert. Weiter hat
die Abbildung t 7→ f(x + tv) für jedes v ∈ Rm in t = 0 ein lokales Minimum. Also folgt aus
Lemma 14.23

0 ≤ d2

dt2
f(x+ tv) = D2f(x+ tv)(v, v).

Insbesondere folgt daraus, dass die Hesse-Matrix in x positiv semidefinit ist.
2. Die Menge A = {v : |v| = 1} ist kompakt und die Abbildung v 7→ D2f(v, v) ist stetig.

Nach Korollar 5.26 existiert also ein w ∈ A mit λ := infv∈AD
2f(v, v) = D2f(w,w) > 0. Nach

Lemma 14.24 gibt es dann wegen Df(x) = 0 für jedes ε > 0 ein δ > 0, so dass für |h| ≤ δ

f(x+ h)− f(x)

|h|2
≥ 1

2|h|2D
2f(x)(h, h)− ε ≥ 1

2 inf
v∈A

D2f(x)(v, v)− ε =
λ

2
− ε.

Wählt man nun etwa ε = λ/4 folgt die Behauptung.

Beispiel 14.27 (Euklidischer Abstand). Wir betrachten die Funktion f := |.|2 : x =
(x1, ..., xn) 7→ 1

2(x2
1 + · · ·+x2

n). Wir wollen nun mittels des Kriteriums aus Theorem 14.26 die
wohlbekannte Tatsache nachweisen, dass diese Funktion in (x, y) = 0 ein Minimum besitzt.
Hierzu berechnen wir wie in Beispiel 14.3

Df(x) = x,

D2f(x) =
(
δij
)
i,j=1,...,m

.

Klar ist, dass Df(0) = 0 und

D2f(0)(v, v) =

m∑
i=1

v2
i .

Damit erfüllen f und x = 0 die Voraussetzungen von Theorem 14.26.2 und f hat in 0 ein
lokales Minimum.
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15 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Will man eine sich mit der Zeit t verändernde Größe (nennen wir sie x(t)) mit ihrer eigenen
Änderung (also x′(t)) in Beziehung setzen, gelangt man zu einer Differentialgleichung. Solche
Gleichungen treten in vielen Anwendungen, etwa in Physik, Biologie, Chemie etc. auf. Wir
formulieren ein einfaches Beispiel aus der Chemie. Betrachten wir die chemische Reaktion

A+B
κ−→ C,

die soviel bedeutet, dass ein Molekül A mit einem Molekül B mit Rate κ (was der Ge-
schwindigkeit der Rekation entspricht) zu einem Molekül C reagiert. Betrachten wir nun etwa
die Konzentrationen der Substanz A,B,C und bezeichnen diese zu einem Zeitpunkt t mit
xA(t), xB(t) und xC(t). Je größer xA(t) und xB(t) sind, desto schneller wächst xC(t). Nach
dem Massenwirkungsgesetz entwickeln sich die Größen xA, xB und xC gemäßx′A(t)

x′B(t)
x′C(t)

 =

−κxA(t)xB(t)
−κxA(t)xB(t)
κxA(t)xB(t)

 oder kürzer
d

dt

xAxB
xC

 =

x′Ax′B
x′C

 =

−κxAxB−κxAxB
κxAxB

 .

Die dritte Gleichung interpretiert man in etwa so: Die Änderung der Konzentration der Sub-
stanz C steigt proportional zur Rekationsrate, sowie den Konzentrationen der Substanzen A
und B.

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit solchen Differentialgleichungen, deren Lösun-
gen also Funktionen sind. Dabei sind wichtige Fragen – wie etwa auch beim Lösen von linearen
Gleichungssystemen – die Existenz und Eindeutigkeit der Lösung, sowie spezielle Lösungsver-
fahren. Nach einer Einführung in Abschnitt 15.1 und ein paar Hilfsmitteln in Abschnitt 15.2
werden wir in Abschnitt 15.3 Eindeutigkeits- und Existenzaussagen beweisen. Spezielle Dif-
ferentialgleichungen sind linear, für die wir in Abschnitt 15.4 auch explizite Lösungsmetho-
den kennen lernen werden. In Abschnitt 15.5 werden wir dann in speziellen Fällen weitere
Lösungsmöglichkeiten kennen lernen.

15.1 Einführung

Ziel des Abschnittes ist es lediglich, einen allgemeinen Rahmen zur Formulierung von (gewöhn-
lichen) Differentialgleichungen zu geben. Für eine Funktion x : J ⊆ R → Rn bezeichnen wir
die n× 1-Matrix Dx(t) im Folgenden auch mit x′(t).21

Definition 15.1 (Gewöhnliche Differentialgleichung, Anfangswertproblem). Sei I ⊆
R ein Intervall, E ⊆ I ×Rm offen und f ∈ C0(E,Rn). (Hier und im Folgenden schreiben wir
für (t, x) mit t ∈ R, x ∈ Rm hierfür f : (t, x) 7→ f(t, x).) Dann heißt x ∈ C1(J,Rn) für ein
Intervall J ⊆ I Lösung der (gewöhnlichen) Differentialgleichung (für f in J), falls

x′ = f(., x), d.h. x′(t) = f(t, x(t)) für alle t ∈ J.

Ist außerdem (t0, x0) ∈ E mit t0 ∈ J , so heißt x ∈ C1(J,Rn) Lösung des (f, J, (t0, x0))-
Anfangswertproblems, falls x Lösung der Differentialgleichung für f in J ist und x(t0) = x0

gilt.

21In der Physik ist es außerdem üblich, Ableitungen nach der Zeit mit einem Punkt statt einem Strich zu
schreiben, also wäre hier ẋ(t) := Dx(t).



144 15 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Bemerkung 15.2 (Notation). Um Schreibarbeit zu sparen, sollen im Folgenden Mengen
J, I ⊆ R immer Intervalle sein.

Beispiel 15.3 (Exponentielles Wachstum). Gegeben sei f : R × R durch f(t, x) := αx
(insbesondere hängt also f nicht von t ab). Dann ist bekanntlich x(t) := eαt Lösung der
Differentialgleichung x′ = f(t, x) = αx. Für dieses x gilt nämlich

x′(t) = αeαt = αx(t).

Sei weiter t0 ∈ R und x0 ∈ R. Dann ist x(t) = x0e
α(t−t0) Lösung des (f,R, (t0, x0))-

Anfangswertproblems. Schließlich gilt mit dieser Wahl von x

x(0) = x0e
α0 = x0 und x′(t) = αx0e

α(t−t0) = αx(t).

Bemerkung 15.4 (Differentialgleichungen höherer Ordnung). Allgemeiner als in De-
finition 15.1 kann man auch Differentialgleichungen höherer Ordnung betrachten. Sei hierzu
n ∈ N, E ⊆ I × Rn offen und f ∈ C0(E). Dann ist x ∈ Cn(J) mit J ⊆ I Lösung der
Differentialgleichung x(n) = f(., x, x(1), ..., x(n−1)) in J , falls

x(n)(t) = f(t, x(t), x′(t), ..., x(n−1)(t)), t ∈ J. (15.1)

(Ein Beispiel ist die Schwingungs-Differentialgleichung x′′ = −x aus der Physik.) Eine solche
Differentialgleichung n-ter Ordnung kann man jedoch auch in eine Differentialgleichung erster
Ordnung im Sinne von Definition 15.1 umschreiben. Hierzu definieren wir die Funktion f :
R× Rn → Rn mittels

f(t, x0, ..., xn−1) =


x1

· · ·
xn−1

f(t, x0, ..., xn−1)

 .

Dann ist x ∈ Cn(J) genau dann Lösung von (15.1) in J , wenn t 7→ x(t) :=
(x(t), x′(t), ..., x(n−1)(t)) Lösung von x′ = f(., x) in J ist.

Für das entsprechende Anfangswertproblem sei (t0, x0, ..., xn−1) ∈ E mit t0 ∈ J . Dann
heißt x ∈ Cn(J) Lösung des (f, J, (t0, x0, ..., xn−1))-Anfangswertproblems in J , falls zusätzlich

(x0(t0) = x0, x
(1)
0 (t0) = x1, ..., x

(n−1)(t) = xn−1. Man sieht also, dass man bei einem Anfangs-
wertproblem n-ter Ordnung neben dem Startwert in t0 die ersten n − 1 Ableitungen in t0
festlegt.

Bemerkung 15.5 (Partielle Differentialgleichung). Differentialgleichungen im Sinne von
Definition 15.1 (oder auch im Sinne von Bemerkung 15.4) heißen gewöhnliche Differential-
gleichungen: Die Lösungsfunktion einer solchen gewöhnlichen Differentialgleichung hängt nur
von einer einzigen Variable (die wir mit t bezeichnen) ab. Anders verhält es sich bei partiellen
Differentialgleichungen, deren Lösung eine Funktion von zwei oder mehr Variablen ist. Sei
hierzu z.B. f : E → R mit E ⊆ R8. Gesucht ist für eine offene Menge E′ ⊆ R2 eine Funktion
u ∈ C2(E′) mit

f
(
x, y, u(x, y),

∂u(x, y)

∂x
,
∂u(x, y)

∂y
,
∂2u(x, y)

∂x2
,
∂2u(x, y)

∂y2
,
∂2u(x, y)

∂x∂y

)
= 0.

Entsprechend ist u Lösung des Randwertproblems für f mit Randwerten g, falls zusätzlich
u(x, y) = g(x, y) für (x, y) ∈ ∂E′ gilt, wobei ∂E′ den Rand von E′ bezeichnet. (Anschaulich
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sollte klar sein was das ist, auch wenn wir hier keine formale Definition liefern.) Wir werden
uns im Folgenden nicht mit partiellen Differentialgleichungen befassen, bemerken jedoch, dass
wir in Beispiel 14.3 Lösungen der partiellen Differentialgleichung

∂u2(x, y)

∂x2
+
∂u2(x, y)

∂y2
= 0

kennen gelernt haben. Diese Gleichung heißt auch Laplace-Gleichung.

Oftmals ist es hilfreich, eine Differentialgleichung in eine Integralgleichung umzuschreiben.
Dies ist mit Hilfe des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung einfach, wie das
nächste Lemma zeigt.

Lemma 15.6 (Differential- und Integralgleichung). Sei I ⊆ R, E ⊆ I × Rm offen,
(t0, x0) ∈ E mit t0 ∈ J ⊆ I und f ∈ C0(E,Rm). Dann sind äquivalent:

1. x ∈ C1(J,Rn) ist Lösung des (f, J, (t0, x0))-Anfangswertproblems in J .

2. x ∈ C0(J,Rn) löst die Integralgleichung

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds (15.2)

für t ∈ J , wobei das Integral komponentenweise interpretiert wird.

Beweis. 1.⇒2.: Da x Lösung des Anfangswertproblems ist, folgt

x(t)− x0 =

∫ t

t0

x′(s)ds =

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

2.⇒1.: Da die rechte Seite von (15.2) differenzierbar ist, ist auch x differenzierbar. Leitet man
beiden Seiten von (15.2) ab, folgt die Behauptung.

15.2 Hilfsmittel

Im nächsten Abschnitt beschäftigen wir uns damit, wann es (eindeutige) Lösungen von Dif-
ferentialgleichungen gibt. Wir haben bereits gesehen, dass die lineare Differentialgleichung
x′ = αx eine Lösung hat (und werden später sehen, dass die in Beispiel 15.3 angegebe-
ne Lösung des entsprechenden Anfangswertproblems eindeutig ist). Um Existenz und Ein-
deutigkeit im nächsten Abschnitt zeigen zu können, benötigen wir drei Hilfsaussagen. Den
Schrankensatz (was eine Erweiterung von Proposition 7.19 ins Mehrdimensionale ist), das
Gronwall-Lemma (Theorem 15.11) und den Banach’schen Fixpunktsatz (Theorem 15.15).

Bemerkung 15.7 (Lokale und globale Lipschitz-Stetigkeit). Wir erinnern an die Defi-
nition der Lipschitz-Stetigkeit aus Beispiel 5.6. Wir unterscheiden außerdem zwischen globaler
und lokaler Lipschitz-Stetigkeit in folgendem Sinne:
Sei E ⊆ Rm und f : E → Rn.

1. Die Funktion f heißt global Lipschitz-stetig mit Liptschitz-Konstante L, falls

|f(y)− f(x)| ≤ L · |y − x|

für alle x, y ∈ E gilt.
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2. Die Funktion f heißt lokal Lipschitz-stetig, falls es für jedes x ∈ E ein ε > 0 und ein
Lx ∈ R+ gibt mit

|f(z)− f(y)| ≤ Lx · |z − y|
für alle y, z ∈ Bε(x).

Theorem 15.8 (Schrankensatz). Sei E ⊆ Rm offen und f ∈ C1(E,Rn). Dann ist f lokal
Lipschitz-stetig.

Bemerkung 15.9 (Eine etwas genauere Aussage). Bezeichnet man mit |.| die Supre-
mumsnorm, also |x| := max(|x1|, ..., |xm|) für x = (x1, ..., xm) ∈ Rm. Dann sieht man aus dem
Beweis des Schrankensatzes, dass

|f(x)− f(y)| ≤ |Df(x)| · |x− y|, (15.3)

falls x+ t(y − x) ∈ E für t ∈ [0, 1]. Also sehen wir nicht nur, dass f lokal Lipschitz-stetig ist,
sondern erhalten auch eine Abschätzung für die Lipschitz-Konstante.

Beweis. Sei x ∈ E und ε > 0 klein genug, so dass Bε(x) ⊆ E. Da stetige Funktionen auf
kompakten Mengen ihr Maximum annehmen, gibt es ein L, so dass y 7→ |Df(y)| ≤ L für
y ∈ Bε(x). Seien nun y, z ∈ Bε(x) sowie γ(t) := y + t(z − y). Dann gilt (siehe Lemma 14.23)

|f(z)− f(y)| = |f(γ(1))− f(γ(0))| =
∣∣∣ ∫ 1

0
Df(γ(t))Dγ(t)dt

∣∣∣ =
∣∣∣ ∫ 1

0
Df(γ(t))(z − y)dt

∣∣∣
≤
∫ 1

0
|Df(γ(t))(z − y)|dt ≤ L|z − y|.

Wir benötigen noch eine kleine Verallgemeinerung dieses Schrankensatzes.

Korollar 15.10. Sei E ⊆ R×Rm offen und f ∈ C0(E,Rn). Weiter betrachten wir für festes
t die Abbildung f

t
: x 7→ f(t, x). Ist (t, x) 7→ Df

t
(x) stetig, dann ist f lokal Lipschitz-stetig

bezüglich x, das heißt für alle (s, x) ∈ E gibt es ein ε > 0 und L <∞, so dass

|f(t, z)− f(t, y)| ≤ L|z − y|

für alle (t, y), (t, z) ∈ Bε((s, x)).

Beweis. Sei (s, x) ∈ E und ε > 0 klein genug, so dass Bε((s, x)) ⊆ E. Da (t, x) 7→ Dft(x)
stetig ist, gibt es ein L, so dass y 7→ |D

s
f(y)| ≤ L für (t, y) ∈ Bε((s, x)). Der Rest folgt dann

genau wie im letzten Beweis.

Aus Beispiel 15.3 in Verbindung mit Lemma 15.6 sieht man, dass aus f(t) = a + b
∫ t

0 f(s)ds
folgt, dass f(t) = aebt gelten muss. Das Gronwall-Lemma zeigt nun, dass diese Aussage auch
gilt, wenn man jeweils ’=’ durch ’≤’ ersetzt.

Theorem 15.11 (Gronwall-Lemma). Sei f : [0,∞)→ R eine stetige Funktion und a, b ≥
0. Gilt

f(t) ≤ a+ b

∫ t

0
f(s)ds oder f ′(t) ≤ bf(t) und f(0) = a,

so folgt
f(t) ≤ aebt

für alle t ≥ 0.
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Beweis. Aus der Voraussetzung folgt sofort

d

dt

(
e−bt

∫ t

0
f(s)ds

)
=
(
f(t)− b

∫ t

0
f(s)ds

)
e−bt ≤ ae−bt.

Integration und Einsetzen der Voraussetzung liefert

a

b

(
1
af(t)− 1

)
≤
∫ t

0
f(s)ds ≤ ebta

∫ t

0
e−bsds =

a

b
(ebt − 1).

Auflösen nach f(t) liefert die Abschätzung.

Der Banach’sche Fixpunktsatz ist ein abstraktes Resultat, das in vollständigen metrischen
Räumen gilt.

Definition 15.12 (Vollständiger metrischer Raum). Sei (E, r) ein metrischer Raum.
Dieser heißt vollständig, wenn jede Cauchy-Folge konvergiert. Das bedeutet: Gilt für eine E-
wertige Folge, dass für jedes ε > 0 ein N existiert, so dass für m,n ≥ N gilt, dass r(xn, xm) <
ε. Dann gibt es ein x ∈ E mit xn

n→∞−−−→ x.

Beispiel 15.13. Sei r die euklidische Metrik in R.

1. (R, r) ist vollständig. Schließlich besteht R gerade aus den Äquivalenzklassen aller
Cauchy-Folgen.

2. (Q, r) ist nicht vollständig. Schließlich gibt es eine Q-wertige Cauchy-Folge x1, x2, ... mit
xn

n→∞−−−→
√

2.

Lemma 15.14 (Menge stetiger Funktionen ist vollständig). Sei I ⊆ R. Dann ist
C(I,Rm), versehen mit dem Supremumsabstand (d.h. für f, g ∈ C(I,Rm) ist r(f, g) :=
supt∈I |f(t)− g(t)|), ist vollständig.

Beweis. Wir wissen bereits, dass Rn, versehen mit der euklidischen Metrik vollständig ist.
Sei nun f1, f2, ... ∈ C(I,Rm) eine Cauchy-Folge (bzgl. dem Supremumsabstand). Dann ist für
jedes t ∈ I auch f1(t), f2(t), ... ∈ Rm eine Cauchy-Folge. Deswegen existiert eine Abbildung
f : I → Rn mit fn

n→∞−−−→pktw f . Sei nun ε > 0. Dann gilt nach Konstruktion für ein N ∈ N,
für das r(fm, fn) < ε für n > N(ε)

|fn(t)− f(t)| = lim
m→∞

|fn(t)− fm(t)| < ε,

und damit auch
sup
t∈I
|fn(t)− f(t)| < ε.

Wir haben also gezeigt, dass sogar fn
n→∞−−−→glm f und damit ist f ∈ C(I,Rn) nach Lemma 8.6.

Theorem 15.15 (Banach’scher Fixpunktsatz). Sei (E, r) ein vollständiger metrischer
Raum, E′ ⊆ E abgeschlossen und f : E′ → E′ eine Kontraktion, d.h. es gibt ein c < 1 mit

r(f(x), f(y)) ≤ c · r(x, y)

für alle x, y ∈ E′. Dann gibt es genau einen Fixpunkt von f , d.h. es gibt genau ein x ∈ E′ mit
f(x) = x. Weiter gilt für alle x0 ∈ E′ und xn+1 := f(xn), n = 0, 1, 2, ..., dass xn

n→∞−−−→ x.
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Beweis. Zunächst ist die Abbildung f Lipschitz-stetig und damit auch stetig. Wir zeigen die
Existenz und Eindeutigkeit des Fixpunktes von f . Zunächst zur Eindeutigkeit: Seien x, y ∈ E′
zwei Fixpunkte. Dann gilt

r(x, y) = r(f(x), f(y)) ≤ c · r(x, y),

also r(x, y) = 0 und damit x = y.
Nun zur Existenz und zur behaupteten Konvergenz. Sei hierzu x0 ∈ E′ beliebig und xn+1 =
f(xn), n = 0, 1, 2, ... Dann gilt r(xn+1, xn) ≤ cnr(x1, x0) für alle n. Denn: die Behauptung
ist für n = 0 klar und gilt sie für ein n, so folgt r(xn+2, xn+1) = r(f(xn+1), f(xn)) ≤ c ·
r(xn+1, xn) ≤ cn+1r(x1, x0) nach Induktionsvoraussetzung.

Wir zeigen nun, dass (xn)n=0,1,2,... eine Cauchy-Folge ist. Sei hierzu ε > 0 beliebig. Dann
gilt für N(ε) groß genug für cN(ε) < (1− c)ε/r(x1, x0) und n ≥ m ≥ N(ε)

r(xn, xm) ≤
n−1∑
k=m

r(xk+1, xk) ≤ r(x1, x0)
∞∑
k=m

ck = r(x1, x0)
cm

1− c
≤ r(x1, x0)

cN(ε)

1− c
< ε.

Da nach Voraussetzung (E′, r) vollständig ist, gibt es ein x ∈ E′ mit xn
n→∞−−−→ x. Dieses x

muss ein Fixpunkt von f sein, denn

f(x) = lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

xn+1 = x.

15.3 Existenz und Eindeutigkeit

Wir kommen nun zur Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen von Anfangswertproblemen.
Während die Eindeutigkeit eine Anwendung des Gronwall-Lemmas aus dem letzten Abschnitt
ist (Theorem 15.16), benötigen wir den Banach’schen Fixpunktsatz zum Beweis der lokalen
Existenz durch den Satz von Picard-Lindelöf (Theorem 15.19). Außerdem können wir die
globale Existenz einer Lösung im Falle von höchstens linear wachsendes Koeffizienten zeigen
(Theorem 15.22).

Theorem 15.16 (Eindeutigkeit von Anfangswertproblemen). Sei E ⊆ R × Rm of-
fen, f ∈ C0(E,Rn), so dass für f

t
: x 7→ f(t, x) die Abbildung (t, x) 7→ Df

t
(x) stetig ist

und (t0, x0) ∈ E. Dann gibt es für t0 ∈ J ⊆ I höchstens eine Lösung des (f, J, (t0, x0))-
Anfangswertproblems.

Beweis. Seien x, y zwei Lösungen des (f, J, (t0, x0))-Anfangswertproblems. Wir zeigen zunächst,
dass x(s) = y(s) für s ∈ (t0 − δ, t0 + δ) für ein geeignetes δ > 0. Wähle ε > 0 und L < ∞
nach Korollar 15.10. Weiter sei δ > 0 so klein, dass f(t, x(t)), f(t, y(t)) ∈ Bε((t0, x0)) für
t ∈ (t0 − δ, t0 + δ). Dann gilt für u(t) := |x(t)− y(t)| mit der Cauchy-Schwartz’schen Unglei-
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chung

d

dt
u2(t) =

d

dt

n∑
k=1

(xk(t)− yk(t))2

=
n∑
k=1

2(xk(t)− yk(t))(x′k(t)− y′k(t))

=
n∑
k=1

2(xk(t)− yk(t))(fk(t, x(t))− fk(t, y(t))

≤ 2

√√√√ n∑
k=1

(xk(t)− yk(t))2

√√√√ n∑
k=1

(fk(t, x(t))− fk(t, y(t)))2

= 2|x(t)− y(t)| · |f(t, x(t))− f(t, y(t))|
≤ 2L · |x(t)− y(t)|2 = 2Lu2(t).

Nun ist u(0) = 0 und nach dem Gronwall-Lemma folgt mit dem soeben Gezeigten u2(t) ≤
u2(0)e2Lt = 0, also u(t) = 0 für t ∈ (t0 − δ, t0 + δ). Damit ist also x(t) = y(t) für t ∈
(t0 − δ, t0 + δ).

Nun kommen wir Beweis von x(t) = y(t) für t ∈ J . Wir setzen t∗ := sup{t ∈ J :
x(t) = y(t)}. Wäre t∗ < sup J , so wären sowohl x als auch y Lösung des (f, J, (t∗, x(t∗)))-
Anfangswertproblems. Nach oben gezeigtem gibt es ein δ > 0 mit x(t) = y(t) für t ∈ (t∗ −
δ, t∗ + δ) im Widerspruch zur Maximalität von t∗. Analog zeigt man t∗ := inf{t ∈ J : x(t) =
y(t)} = inf J .

Das letzte Resultat ist nur dann anwendbar, wenn f ′ stetig ist. Ist dies nicht der Fall, kann es
mehrere Lösungen des entsprechenden Anfangswertproblems geben, wie das nächste Beispiel
zeigt.

Beispiel 15.17 (Ein nicht eindeutig lösbares Anfangswertproblem). Wir betrachten
f : (t, x) 7→ 2

√
|x| und stellen fest, dass f ′(x) = 1√

|x|
in 0 nicht definiert und damit nicht

stetig ist; insbesondere ist Theorem 15.16 nicht anwendbar. Weiter sei (t0, x0) = (0, 0). Dann
sind alle Funktionen

x : t 7→

{
0, t ≤ t′

(t− t′)2, t > t′

Lösungen des (f,R, (0, 0))-Anfangswertproblems. Es ist nämlich sowohl d
dt0 = 0 = 2

√
|0| als

auch d
dt(t− t

′)2 = 2(t− t′) = 2
√

(t− t′)2 für t > t′, also immer x′(t) = 2
√
x(t) und x(0) = 0.

Die nächste Herausforderung wird nun der Beweis der Existenz einer Lösung des Anfangs-
wertproblems. Wir werden zwei wichtige Aussagen hierzu treffen. Einerseits werden wir mit
dem Satz von Picard-Lindelöf die zeitlich lokale Existenz in einem allgemeinen Fall zeigen
(Theorem 15.19), andererseits können wir diese Aussage zu einer globalen Existenz erwei-
tern, wenn die Funktion f höchstens linear wächst (Theorem 15.22). Wir beginnen mit einem
Beispiel, warum bei superlinearem Wachstum von f nur eine lokale Lösung (d.h. für eine
begrenzte Zeitmenge) zu erwarten ist.
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Beispiel 15.18 (Explosion eines Anfangswertproblems). Sei f : (t, x) 7→ x2 und
(0, x0) ∈ R2 (und bemerken, dass f schneller als linear wächst). Wir suchen eine Lösung
des (f, J, (0, x0))-Anfangswertproblems für ein J ⊆ R mit 0 ∈ J . Diese ist gegeben durch

x(t) =
x0

1− tx0
,

es ist nämlich

x(0) = x0 und x′(t) =
x2

0

(1− tx0)2
= x2(t).

Allerdings ist diese Lösung nur auf dem Intervall J := (−∞, 1/x0) definiert, da x in t = 1/x0

eine Polstelle besitzt. Das bedeutet, dass man die (nach Theorem 15.16 eindeutige) Lösung
des Anfangswertproblems nur für J = (−∞, 1/x0) bekommt. Man sagt auch, dass die Lösung
des (f, J, (0, x0))-Anfangswertproblems bei t = 1/x0 explodiert.

Theorem 15.19 (Kurzzeitexistenzsatz von Picard-Lindelöf). Sei E ⊆ R × Rm offen,
f ∈ C0(E,Rn), so dass für f

t
: x 7→ f(t, x) die Abbildung (t, x) 7→ Df

t
(x) stetig ist und

(t0, x0) ∈ E. Dann gibt es ein δ > 0, so dass das (f, (t0−δ, t0+δ), (t0, x0))-Anfangswertporblem
eine Lösung besitzt.

Beweis. Der Trick des Beweises besteht darin, eine Funktion F auf einem Funktionenraum zu
definieren und die Aussage des Satzes als Fixpunktgleichung bzgl. F in einem vollständigen
metrischen Raum zu schreiben. Zeigt man, dass F eine Kontraktion ist, folgt dann die Aussage
unmittelbar aus dem Banach’schen Fixpunktsatz, Theorem 15.15.

Wir setzen zunächst

AI :=
{
x ∈ C0(I,Rn) : sup

t∈I
|x(t)− x0| < ε

}
und F I : AI → C0(I,Rn) mittels

(F I(x))(t) := x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds.

Dann ist nach Lemma 15.6 die Funktion x genau dann eine Lösung des (f, I, (t0, x0))-
Anfangswertproblems, wenn x(t) = (F I(x))(t) für t ∈ I gilt. Dies ist genau dann der Fall,
wenn x ein Fixpunkt von F I ist. Wir müssen also nun noch I so bestimmen, dass wir den Ba-
nach’schen Fixpunktsatz anwenden können. Sei hierzu ε > 0 und L <∞ wie in Korollar 15.10.
Außerdem ist M := sup |f(Bε(t0, x0))|. Dann gilt für δ′ := ε∧ 1

M (also ist insbesondere δ′ ≤ ε)

|(F (t0−δ′,t0+δ′)(x))(t)− x0| =
∣∣∣ ∫ t

t0

f(s, x(s))ds
∣∣∣ ≤M |t− t0| ≤ ε.

Mit I = (t0 − δ, t0 + δ) gilt damit F I(AI) ⊆ AI falls δ ≤ δ′. Außerdem gilt für x, y ∈ AI

|(F I(x))(t)− (F I(y))(t)| =
∣∣∣ ∫ t

t0

(f(s, x(s))− f(s, y(s))ds
∣∣∣ ≤ δ sup

s∈I
|f(s, x(s))− f(s, y(s)|

≤ Lδ sup
s∈I
|x(s)− y(s)|.

Wir setzen nun δ := δ′∧ 1/(2L), so gilt F I(AI) ⊆ AI sowie supt∈I |(F I(x))(t)− (F I(y))(t)| ≤
1
2 supt∈I |x(t) − y(t)|. Mit anderen Worten ist F I eine Kontraktion auf dem vollständigen
metrischen Raum AI und die Existenz eines Fixpunktes folgt direkt aus dem Banach’schen
Fixpunktsatz.
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Beispiel 15.20 (Picard-Iteration). Sei f wie in Theorem 15.19. Im gerade durchgeführten
Beweis haben wir gesehen, dass die Existenz der Lösung auf den Banach’schen Fixpunktsatz
zurückgeführt werden kann. In seiner Formulierung in Theorem 15.15 haben wir außerdem
gesehen, dass eine Fixpunktgleichung durch Iteration gelöst werden kann. Dies wollen wir
nun an einem Beispiel veranschaulichen. Sei hierzu f : (t, x) 7→ αx. Wir wissen bereits, dass
x(t) = x0e

αt einzige Lösung des (f,R, (0, x0))-Anfangswertproblems ist.

Wir setzen x0(t) := x0 und betrachten die Iterationsvorschrift

xn+1 := F (xn) : t 7→ x0 +

∫ t

0
αxn(s)ds.

Dann berechnen wir sukzessive

x1(t) = x0 +

∫ t

0
αx0ds = x0(1 + αt),

x2(t) = x0 +

∫ t

0
αx0(1 + αs)ds = x0

(
1 + αt+

α2s2

2

)
,

x3(t) = x0 +

∫ t

0
αx0

(
1 + αs+

α2s2

2

)
ds = x0

(
1 + αt+

α2s2

2
+
α3t3

6

)
,

· · ·

Hieraus sieht man leicht, dass

xn(t)
n→∞−−−→ x0

∞∑
k=0

αktk

k!
= x0e

αt.

Insbesondere konvergiert die Iteration global auf R gegen die bereits gefundene Lösung.

Theorem 15.19 liefert eine Lösung des Anfangswertproblems, aber nur in einem kleinen Zeit-
raum. In Beispiel 15.18 haben wir außerdem gesehen, dass es sein kann, dass die Lösung eines
Anfangswertproblems explodiert. Wir zeigen nun, dass eine solche Explosion im Normalfall
die einzige Möglichkeit ist, warum eine Lösung des Anfangswertproblems nur lokal existiert.

Lemma 15.21 (Explosion eines Anfangswertproblems). Sei f ∈ C0(I×Rm,Rn), so dass
für f

t
: x 7→ f(t, x) die Abbildung (t, x) 7→ Df

t
(x) stetig ist und (t0, x0) ∈ I × Rm. Weiter

sei J ⊆ I maximal, so dass das (f, J, (t0, x0))-Anfangswertproblem eine (nach Theorem 15.16
eindeutige) Lösung x hat. Dann gilt

1. Ist t∗ := supJ < sup I, so gilt |x(t)| t↑t
∗

−−→∞.

2. Ist t∗ := inf J > inf I, so gilt |x(t)| t↓t∗−−→∞.

Beweis. Wir zeigen nur die erste Aussage, die zweite folgt analog. Wir definieren für eine
kompakte Menge K

MK := sup{|f(t, x)| : t ∈ [t0, t
∗], x ∈ K} <∞.

Angenommen, die Aussage wäre falsch. Dann gibt es zwei Möglichkeiten:
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1. Es gibt eine kompakte Menge K ⊆ Rn, so dass x(t) ∈ K für alle t ∈ J .
Dann gilt für t, t′ ∈ [t0, t

∗]

|x(t′)− x(t)| =
∣∣∣ ∫ t′

t
f(s, x(s))ds

∣∣∣ ≤MK |t′ − t|.

Daraus folgt die Konvergenz x(t)
t→t∗−−−→ x∗ für ein x∗ ∈ K. Nun hat allerdings das

(f, (t∗ − δ, t∗ + δ), (t∗, x∗))-Anfangswertproblem für ein δ > 0 nach Theorem 15.19 eine
Lösung im Widerspruch zur Maximalität von t∗.

2. Es gibt eine kompakte Menge K und ein ε > 0, sowie eine Folge tn ↑ t∗ mit x(tn) ∈ K
und t′n := inf{t > tn : r(x(t),K) ≥ ε} ↑ t∗. Das bedeutet, dass x(t) zwischen K und
Bε(K)c oszilliert.
In diesem Fall setzen wir K ′ := Bε(K) = {x : ∃y ∈ K : |x − y| ≤ ε} und stellen fest,
dass K ′ kompakt ist. Damit gilt

ε ≤ |x(tn)− x(t′n)| =
∣∣∣ ∫ t′n

tn

f(s, x(s))ds
∣∣∣ ≤MK′ |tn − t′n|

n→∞−−−→ 0,

ein Widerspruch.

Da sich in beiden Fällen ein Widerspruch ergibt, ist damit die Aussage gezeigt.

Theorem 15.22 (Globale Lösung eines Anfangswertproblems). Sei f ∈ C0(I×Rm,Rn),
so dass für f

t
: x 7→ f(t, x) die Abbildung (t, x) 7→ Df

t
(x) stetig ist und (t0, x0) ∈ I × Rm.

Für a, b ≥ 0 gelte

|f(t, x)| ≤ a+ b|x|.

Dann hat das (f, I, (t0, x0))-Anfangswertproblem eine (nach Theorem 15.16 eindeutige) Lösung
und es gilt

|x(t)| ≤ (|x0|+ at)ebt.

Beweis. Sei J das maximale Intervall, für das das (f, J, (t0, x0))-Anfangswert eine Lösung hat.
Wir werden mit Hilfe von Lemma 15.21 zeigen, dass J = I gilt. Es gilt nach Voraussetzung
die Abschätzung

|x(t)| ≤ |x0|+
∫ t

0
|f(s, x(s))|ds ≤ |x0|+

∫ t

0
a+ b|x(s)|ds = (|x0|+ at) + b

∫ t

0
|x(s)|ds.

Mit dem Gronwall-Lemma folgt daraus

|x(t)| ≤ (|x0|+ at)ebt,

also die gewünschte Abschätzung. Wäre nun supJ <∞, so müsste nach Lemma 15.21 gelten,

dass |x(t)| t↑sup J−−−−→∞ im Widerspruch zur Abschätzung.
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15.4 Lineare Differentialgleichungen

In diesem Abschnitt behandeln wir Differentialgleichungen der speziellen Form

x′(t) = a(t) +B(t)x(t)

für Funktionen t 7→ a(t) und t 7→ B(t). Im Falle eines homogenen Systems (d.h. a = 0) von
konstanten Koeffizienten (d.h. B ist nicht von t abhängig), können wir sogar eine Lösungsme-
thode für diese Differentialgleichung angeben (siehe Theorem 15.27). Wir beginnen zunächst
mit dem einfachen eindimensionalen Fall. Hier kann man Lösungen im allgemeinen Fall ex-
plizit angeben.

Proposition 15.23 (Allgemeine Lösung eines linearen, eindimensionalen Anfangs-
wertproblems). Sei I ⊆ R sowie (t0, x0) ∈ I × R und

f(t, x) = a(t) + b(t)x

für b stückweise stetig. Dann wird das (f, I, (t0, x0))-Anfangswertproblem durch die Funktion

x(t) = e
∫ t
t0
b(s)ds

(∫ t

t0

a(s)e
−

∫ t
t0
b(r)dr

ds+ x0

)
eindeutig gelöst.

Beweis. Die Eindeutigkeit der Lösung folgt aus Theorem 15.16. Weiter gilt für die angegebene
Lösung x(t0) = x0 sowie

d

dt
x(t) = b(t)x(t) + e

∫ t
t0
b(s)ds d

dt

(∫ t

t0

a(s)e
−

∫ t
t0
b(r)dr

ds+ x0

)
= a(t) + b(t)x(t).

Im Folgenden soll es um homogene lineare Gleichungen gehen, d.h. Anfangswertprobleme der
Form

x′(t) = B(t)x(t).

Im Eindimensionalen ist diese Gleichung mit Hilfe des letzten Resultats schnell gelöst.
Nach dem letzten Resultat ist nämlich die Lösung von x′(t) = b(t)x(t) gerade x(t) :=

x0 exp
(∫ t

t0
b(s)ds

)
. Im Mehrdimensionalen ist es allerdings nicht mehr so einfach, Lösungen

anzugeben. Wir behandeln im Folgenden den Spezialfall einer homogenen, linearen Differen-
tialgleichungen. Beginnen werden wir mit einer Beobachtung über den Lösungsraum einer
solchen Differentialgleichung.

Lemma 15.24 (Lösungsraum ist linear). Sei I ⊆ R und B ∈ C0(I,Rm×m). Dann hat für
jedes (t0, x0) ∈ R× Rm und f(t, x) := B(t)x(t) das (f, I, (t0, x0))-Anfangswertproblem genau
eine Lösung x. Weiter ist der Lösungsraum

L :=
{
x ∈ C1(I,Rm) Lösung des (f, I, (t0, x0))-Anfangswertproblems für ein (t0, x0)

}
ein m-dimensionaler Vektorraum und die Abbildung

(t0, x0) 7→ x ∈ C1(I,Rm) Lösung des (f, I, (t0, x0))-Anfangswertproblems für (t0, x0)

ist für jedes t0 ∈ I ein Vektorraum-Isomorphismus.
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Beweis. Die Linearlität des Raumes L sowie die Linearlität der angegebenen Abbildung sind
klar. Zu zeigen ist dann nur die zweite Aussage, woraus die erste sofort folgt. Es genügt zu
zeigen, dass die Abbildung bijektiv ist. Zur Surjektivität bemerken wir, dass jeder Anfangswert
in L vorkommt, und somit das Bild der linearen Abbildung ganz L ist. Die Injektivität folgt
aus der Eindeutigkeit der Lösung des Anfangswertporblems.

Ziel ist es nun, eine effiziente Methode anzugeben, wie ein homogenes, lineares Differenti-
algleichungssystem mit konstanten Koeffizienten gelöst werden kann. Von unserer Kenntnis
des eindimensionalen Falls wissen wir, dass x′(t) = bx(t) durch x(t) = x0 exp(b(t− t0)) gelöst
wird. Analog müssen wir nun im Mehrdimensionalen dem Ausdruck exp

(
B(t−t0)

)
erst einmal

einen Sinn verleihen.

Definition 15.25 (Matrix-Exponential). Für B ∈ Rm×m definieren wir

exp
(
B
)

:=

∞∑
n=0

Bn

n!
.

(Es sei bemerkt, dass die Summe auf der rechten Seite immer konvergiert, weil |Bn| ≤ Cn

für ein C ∈ R gilt.) Weiter ist B0 := E
m

die Einheitsmatrix.

Lemma 15.26 (Eigenschaften des Matrix-Exponentials). Seien A,B ∈ Rm×m und
S ∈ GLm(R). Dann gilt:

1. exp
(
B
)
∈ GLm(R),

2. exp
(
A+B

)
= exp

(
A
)

exp
(
B
)
, falls AB = BA.

3. exp
(
S B S−1

)
= S exp

(
B
)
S−1.

4. Ist D = diag(λ1, ..., λm) eine Diagonalmatrix, so ist exp(D) = diag(eλ1 , ..., eλm).

5. Ist B = (δi,j+1)1≤i,j≤m (diese Matrizen können in der Jordan’schen Normalform einer
Matrix B vorkommen), so ist

(
exp

(
Bt
))

ij
=

{
tj−i

(j−i)! , für j ≥ i,
0, sonst.

.

Beweis. Wir zeigen zunächst 2, indem wir wie im Beweis von Lemma 6.6

exp
(
A+B

)
=
∞∑
n=0

(A+B)n

n!
=
∞∑
n=0

1

n!

n∑
k=0

(
n

k

)
AkBn−k

=
∞∑
k=0

∞∑
n=k

1

k!

1

(n− k)!
AkBn−k =

∞∑
k=0

1

k!
Ak

∞∑
n=0

1

(n− k)!
Bn

= exp
(
A
)

exp
(
B
)

schreiben. Hierbei haben wir im zweiten Gleichheitszeichen die Voraussetzung AB = BA

benötigt. Mit 2. gilt weiter exp
(
A
)

exp
(
− A

)
= exp

(
0
)

= E
m

, da A(−A) = (−A)(A). Also
gilt auch 1.
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Für 3. genügt es zu bemerken, dass

(S AS−1)n = S AS−1 · · ·S AS−1︸ ︷︷ ︸
n−mal

= S An S−1.

Damit können wir sofort

exp
(
S AS−1

)
=

∞∑
n=0

(S AS−1)n

n!
= S

( ∞∑
n=0

An

n!

)
S−1 = S exp

(
A
)
S−1

schreiben.
4. ist klar wegen Dn = diag(λn1 , ..., λ

n
m). Für 5. bemerken wir, dass B eine nilpotnte

Matrix ist. Für n ≤ m ist Bn = (δi,j+m)1≤i,j≤m und für n > m ist Bn = 0. Hieraus folgt die
angegebene Formel.

Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass man jeder Matrix B eine Jordan’sche Normalform

J zuordnen kann. Außerdem gibt es eine Matrix S mit J = S−1BS. Wir behandeln nun den
Fall, dass J nur aus einem einzigen Jordan-Kästchen besteht. Der allgemeine Fall lässt sich
hieraus leicht herleiten.

Theorem 15.27 (Allgemeine Lösung der homogenen linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten). Sei B ∈ Rm×m und S ∈ Rm×m, so dass

J := S−1B S =



λ 1 0 · · · · · · 0
0 λ 1 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 λ 1
0 · · · · · · · · · 0 λ

 .

Für f(t, x) = B x und (t0, x0) ∈ R × Rm ist die Lösung des (f,R, (t0, x0))-
Anfangswertproblems durch

x(t) = exp
(
B(t− t0)

)
x0 = S exp

(
J(t− t0)

)
S−1x0 (15.4)

gegeben. Außerdem ist

exp
(
Jt
)

= eλt



1 t t2

2 · · · · · · tm−1

(m−1)!

0 1 t t2

2 · · · tm−2

(m−2)!

· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · · · · 0 1 t
0 · · · · · · · · · 0 1


.

Beweis. Der Beweis ist eine Anwendung von Lemma 15.26. Zunächst rechnet man direkt
nach, dass x0 exp

(
B(t − t0)

)
das Anfangswertproblem löst. Das zweite ’=’ in (15.4) folgt

aus Lemma 15.26.3. Für die angegebene Formel für exp(Jt) stellen wir fest, dass J Summe
aus einer Diagonalmatrix und einer nilpotenten Matrix ist, die kommutieren. Deshalb ist
Lemma 15.26.2 anwendbar. Die Formel folgt dann aus Lemma 15.26.5.



156 15 Gewöhnliche Differentialgleichungen

Beispiel 15.28. Wir betrachten die Funktion f : x 7→ B x für die Matrix

B =

1 1 0
0 1 0
0 0 1


und das (f,R, (t0, x0))-Anfangswertproblem. Nach Theorem 15.27 wird dies durch

x(t) = exp(B(t− t0))x0

gelöst. Wir berechnen nun das Matrix-Exponential. Da

exp(B(t− t0)) = exp((E
3

+ (B − E
3
))(t− t0)) = exp(E

3
(t− t0)) · exp((B − E

3
))(t− t0))

= et−t0

1 t− t0 0
0 1 0
0 0 1

 ,

ist die Lösung des Anfangswertproblems für x0 = (x, y, z)

x(t) = et−t0

1 t− t0 0
0 1 0
0 0 1

xy
z

 = et−t0

x+ y(t− t0)
y
z


Zur Kontrolle leiten wir nach t ab und erhalten

x′(t) = x(t) + et−t0

y0
0

 = B x(t).

15.5 Trennung der Variablen

Wir lernen nun ein weiteres Verfahren kennen, Differentialgleichungen zu lösen. Diese nennt
man auch Trennung der Variablen und kann bei eindimensionalen Problemen eingesetzt wer-
den.

Bemerkung 15.29 (Getrennte Variablen). Wir betrachten eine ein-dimensionale Diffe-
rentialgleichung der Form

x′(t) = b(t)g(x(t)).

Die rechte Seite ist eine spezielle Funktion der beiden Variablen t und x, da man sie als
Produkt zweier Funktionen schreiben kann, die jeweils nur von einer Variablen abhängen.

Um ein Anfangswertproblem mit x(t0) = x0 zu lösen, formen wir zunächst recht informell
die Gleichnug dx

dt = b(t)g(x) in

1

g(x)
dx = b(t)dt

um. Integration unter Beachtung des Anfangswertes ergibt nun∫ x(t)

x0

1

g(x)
dx =

∫ t

t0

b(s)ds. (15.5)

Kann man beide Seiten berechnen, und anschließend die Gleichung nach x(t) auflösen, erhält
man eine Lösung des Anfangswertproblems. Dies ist Inhalt des nächsten Theorems.
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Theorem 15.30 (Trennung der Variablen). Sei I ⊆ R und f : (t, x) 7→ b(t)g(x) für
b ∈ C0(I) und g ∈ C1(R). Weiter sei (t0, x0) ∈ I × R.

1. Ist b(t0) = 0, so ist x(t) = x0 Lösung des (f, I, (t0, x0))-Anfangswertproblems.

2. Ist b(t0) 6= 0, so hat das (f, (t0 − ε, t0 + ε), (t0, x0))-Anfangswertproblems für ein hin-
reichend kleines ε > 0 eine Lösung. Diese kann durch Auflösen von (15.5) nach x(t)
erhalten weden.

Beweis. In 1. ist die Aussage klar, wie man direkt nachrechnet. Für 2. folgt die Existenz
der Lösung aus Theorem 15.19. Weiter wählen wir zunächst ε > 0 so klein, dass g auf J :=
(t0− ε, t0 + ε) keine Nullstelle hat. Insbesondere ist dann das Vorzeichen von g (also auch von
1/g) auf diesem Intervall einheitlich. Wir definieren die Funktion G : J → R durch

G(x) :=

∫ x

x0

1

g(y)
dy

und

B(t) :=

∫ t

t0

b(s)ds.

Die Abbildung G hat auf J Ableitung 1/g(x), ist damit streng monoton und besitzt eine
differenzierbare Umkehrabbildung G−1. Wir setzen x(t) := G−1(B(t)) und bemerken erst,
dass x(t0) = G−1(B(t0)) = G−1(0) = x0. Weiter ist nach Proposition 7.8

x′(t) =
d

dt
G−1(B(t)) =

d

dx
G−1(B(t))

d

dt
B(t) =

1

G′(G−1(B(t)))
b(t) = g(x(t))b(t).

Damit sind alle Aussagen gezeigt.

Beispiel 15.31 (Exponentielles Wachstum). Das Anfangswertproblem

x′(t) = b(t)x

mit x(0) = x0 haben wir zwar bereits in gelöst (siehe Proposition 15.23), können dies jedoch
nochmal durch Trennung der Variablen tun. Hierzu schreiben wir∫ x

x0

1

y
dy =

∫ t

t0

b(s)ds,

was nach zwei Rechenschritten zur Identität

x = x0 exp
(∫ t

t0

b(s)ds
)

führt.

Beispiel 15.32 (Logistisches Wachstum). Wir betrachten das Anfangswertproblem

x′(t) = bx(K − x)

mit x(t0) = x0. Wieder können wir die Trennung der Variablen ausnutzen und schreiben∫ x

x0

1

y(K − y)
dy =

∫ t

t0

bds.
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Da ∫ x

x0

1

y(K − y)
dx =

1

K

∫ x

x0

1

y
+

1

K − y
dx =

1

K

(
log
( x
x0

)
− log

( K − x
K − x0

))
=

1

K

(
log
( x

K − x

)
− log

( x0

K − x0

))
,

gilt

Kx0

x
=
(K − x

x
+ 1
)
x0 =

(K − x0

x0
e−Kb(t−t0) + 1

)
x0 = Ke−Kb(t−t0) + x0(1− e−Kb(t−t0)),

also

x(t) =
Kx0

Ke−Kb(t−t0) + x0(1− e−Kb(t−t0))
.

16 Anwendungen der mehrdimensionalen Ableitungen

Wir erweitern nun die Anwendungen der mehr-dimensionalen Ableitungen. Einerseits werfen
dabei höher-dimensionale Funktionen neue, bisher nicht bekannte Fragestellungen auf (siehe
Abschnitt 16.1 und Kapitel 17), andererseits erfordern sie Verallgemeinerungen von bereits
aus dem ein-dimensionalen bekannten Resultaten (siehe Abschnitte 16.2, 16.3 und 16.4). In
diesem Abschnitt bezeichnet |.| durchgehend die Supremumsnorm.

16.1 Parameterabhängige Integrale

Sei E ⊆ Rm offen, I ⊆ R ein Intervall und f : E × I → R. Wir beschäftigen uns nun mit
Eigentschaften der Funktion

x 7→
∫
I
f(x, t)dt. (16.1)

Etwa werden wir sehen, dass diese stetig ist, wenn f stetig ist, sowie eine Aussage über die
Möglichkeit, diese Abbildung partiell abzuleiten. Als Mindestvoraussetzung muss gelten, dass
für alle x ∈ E die Abbildung t 7→ f(x, t) Riemann-integrierbar ist, sonst macht nämlich
die (16.1) angegebene Funktion keinen Sinn. Wir fassen das Ergebnis unserer Untersuchung
sofort zusammen.

Theorem 16.1 (Stetigkeit, Differenzierbarkeit parameterabhängiger Integrale). Sei
E ⊆ Rm offen, I ein kompaktes Intervall und f ∈ C0(E × I). Dann ist die Funktion

x 7→
∫
I
f(x, t)dt

wohldefiniert und stetig. Existiert außerdem ∂f
∂xj

für ein j ∈ {1, ...,m} und ist diese partielle

Ableitung stetig, so gilt auch

∂

∂xj

∫
I
f(x, t)dt =

∫
I

∂f(x, t)

∂xj
dt. (16.2)
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Bemerkung 16.2 (Sprechweise). Zu (16.2) sagt man auch, man habe die Funktion f unter
dem Integral abgeleitet.

Beweis von Theorem 16.1. Die Wohdefiniertheit ist klar, da für alle x ∈ E der Integrand
t 7→ f(x, t) stetig und damit Riemann-integrierbar ist. Sei I = [a, b]. Für x ∈ E sei δ′ > 0 klein
genug, so dass Bδ′(x) ⊆ E. Da Bδ′(x) × I kompakt ist, ist f auf dieser Menge gleichmäßig
stetig (siehe Proposition 5.28). Also gibt es für ε > 0 ein δ > 0 (mit δ ≤ δ′), so dass
|f(y, t)− f(x, t)| < ε/(b− a) für y ∈ Bδ(x). Damit gilt auch∣∣∣ ∫

I
f(y, t)dt−

∫
I
f(x, t)dt

∣∣∣ ≤ ∫
I
|f(y, t)− f(x, t)|dt ≤ ε.

Damit haben wir die geforderte Stetigkeit gezeigt.
Wir kommen nun zur Differenzierbarkeit und der Ableitbarkeit unter dem Integral. Da

(genau wie oben) ∂f
∂xj

auf Bδ′(x) × I gleichmäßig stetig ist, gibt es für ε > 0 ein δ > 0 (mit

δ ≤ δ′), so dass ∣∣∣∂f(y, t)

∂xj
− ∂f(x, t)

∂xj

∣∣∣ ≤ ε/(b− a)

für y ∈ Bδ(x). Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung ist nun für h < δ∣∣∣1
h

∫
I
f(x+ hej , t)− f(x, t)dt−

∫
I

∂f(x, t)

∂xj
dt
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫

I

∫ 1

0

∂f(x+ shej , t)

∂xj
− ∂f(x, t)

∂xj
ds dt

∣∣∣
≤
∫
I

∫ 1

0

∣∣∣∂f(x+ shej , t)

∂xj
− ∂f(x, t)

∂xj
ds dt

∣∣∣ ≤ ε.
Dies aber impliziert (16.2).

Beispiel 16.3. Wir berechnen nun mit Hilfe von Theorem 16.1 für x ≥ 0∫ 1

0

tx − 1

log t
dt = log(1 + x). (16.3)

Hierfür schreiben wir

∂

∂x

∫ 1

0

tx − 1

log t
dt =

∫ 1

0

∂

∂x

ex log t − 1

log t
dt =

∫ 1

0
ex log tdt =

∫ 1

0
txdt =

1

x+ 1
.

Das bedeutet, dass auf beiden Seiten von (16.3) Funktionen stehen, die dieselben Ableitungen
haben und an der Stelle x = 0 übereinstimmen. Also sind beide Funktionen gleich.

Als Anwendung bieten wir nun ein erstes Resultat, das die Vertauschbarkeit von Doppelinte-
gralen begründet.

Proposition 16.4 (Fubini). Seien I = [a, b], J = [c, d] und f ∈ C0(I × J). Dann gilt∫ b

a

(∫ d

c
f(x, y)dy

)
dx =

∫ d

c

(∫ b

a
f(x, y)dx

)
dy.
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Beweis. Wir definieren für x ∈ [c, d]

ϕ(x) :=

∫ x

a

(∫ d

c
f(t, y)dy

)
dt, ψ(x) :=

∫ d

c

(∫ x

a
f(t, y)dt

)
dy.

Ziel ist es also, ϕ(d) = ψ(d) zu zeigen. Zunächst ist ϕ(c) = ψ(c) klar. Weiter schreiben wir
mit Hilfe von Theorem 16.1 und dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

ψ′(x) =
d

dx

∫ b

a

(∫ x

c
f(t, y)dy

)
dt =

∫ b

a

d

dx

(∫ x

c
f(t, y)dy

)
dt =

∫ b

a
f(t, x)dt = ϕ′(x).

Beispiel 16.5 (Gamma-Funktion). Im Beweis von Lemma 9.2 haben wir bereits die Ver-
tauschung eines Doppelintegrals benutzt.

Oft hat man es mit uneigentlichen parameterabhängigen Integralen zu tun; siehe etwa die
Beispiele 16.7 und 16.8. Diese können oft genauso unter dem Integral abgeleitet werden wie
in Theorem 16.1.

Korollar 16.6 (Stetigkeit, Differenzierbarkeit parameterabhängiger uneigentlicher
Integrale). Sei E ⊆ Rm offen, I = [a, b) mit −∞ < a ≤ b ≤ ∞ und f ∈ C0(E × I). Die
partielle Ableitung ∂f

xj
existiere für ein j ∈ {1, ...,m} und sei stetig. Für jedes x ∈ E existiere

das uneigentliche Integral
∫
I f(x, t)dt, außerdem konvergiere

lim
β↑b

∫ β

a

∂f(x, t)

∂xi
dt

uniform auf Kompakta gegen
∫ b
a
∂f(x,t)
∂xi

dt (d.h. es gibt eine Funktion g, so dass

supx∈K

∣∣∣ ∫ βa ∂f(x,t)
∂xi

dt− g(x)
∣∣∣ β↑b−−→ 0. Wir setzen dann

∫ b
a
∂f(x,t)
∂xi

dt := g(x).) Dann gilt

∂

∂xj

∫ b

a
f(x, t)dt =

∫ b

a

∂f(x, t)

∂xj
dt. (16.4)

Beweis. Sei (βn)n=1,2,... mit βn ↑ b und

hn(x) :=

∫ βn

a
f(x, t)dt.

Wir verwenden nun Proposition 11.3, da h1, h2, ... stetig differenzierbar sind. Es konvergiert
nämlich hn für n → ∞ punktweise, sowie ∂hn

∂xj
gegen g gleichmäßig auf Kompakta. Deshalb

folgt die Aussage aus Proposition 11.3 durch eine Anwendung von Theorem 16.1, denn∫ b

a

∂f(x, t)

∂xj
dt = g(x) =

∂

∂xj

∫ b

a
f(x, t)dt.
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Beispiel 16.7. Als weiteres Beispiel berechnen wir∫ ∞
0

sin(t)

t
dt =

π

2
.

(Dieses Integral existiert nach Beispiel 8.38.) Hierzu sei für x > 0

f(x) :=

∫ ∞
0

e−xt
sin(t)

t
dt,

d.h. wir wollen den Wert f(0) bestimmen. Wir schreiben∫ b

0

∂

∂x
e−xt

sin(t)

t
dt =

∫ b

0
e−xt sin(t)dt

b→∞−−−→glmK

∫ ∞
0

∂

∂x
e−xt

sin(t)

t
dt,

wobei die gleichmäßige Konvergenz uniform auf Kompakta, also für x ∈ K ⊆ (0,∞) kompakt
gilt. Damit ist Korollar 16.6 anwendbar. Wieder leiten wir f nach x ab und erhalten mittels
partieller Integration für x > 0

df(x)

dx
= −

∫ ∞
0

e−xt sin(t)dt =
1

x
e−xt sin(t)|t=∞t=0 −

1

x

∫ ∞
0

e−xt cos(t)dt

=
1

x2
e−xt cos(t)|t=∞t=0 +

1

x2

∫ ∞
0

e−xt sin(t)dt = − 1

x2

(
1− df(x)

dx

)
,

woraus
df(x)

dx
= − 1

1 + x2
,

also
f(x) = − arctan(x) + c

für ein geeignetes c ∈ R folgt. Wegen f(x)
x→∞−−−→ 0 und arctan(x)

x→∞−−−→ π
2 muss c = π

2 sein.
Insbesondere gilt also ∫ ∞

0

sin(t)

t
dt = lim

x→0
f(x) =

π

2
.

Beispiel 16.8 (Gauss’sches Integral). Wir blicken zurück auf Proposition 9.3 und berech-
nen erneut das Integral ∫ ∞

−∞
e−

1
2x

2

dx =
√

2π.

Mit t = x/y ist

d

dy

(∫ y

0
e−

1
2x

2

dx
)2

= 2

∫ y

0
e−

1
2 (x2+y2)dx =

∫ 1

0
2ye−

1
2y

2(1+t2)dt = −2

∫ 1

0

∂

∂y

e−
1
2y

2(1+t2)

1 + t2
dt

=
∂

∂y

(
− 2

∫ 1

0

e−
1
2y

2(1+t2)

1 + t2
dt
)
.

Die Ableitung beider Seiten nach y ist also gleich. Außerdem gilt∫ y

0
e−

1
2x

2

dx−
(
− 2

∫ 1

0

e−
1
2y

2(1+t2)

1 + t2
dt
)∣∣∣
y=0

= 2

∫ 1

0

1

1 + t2
dt = 2 arctan(1) = π

2 .
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Daraus folgern wir(∫ ∞
−∞

e−
1
2x

2

dx
)2

= lim
y→∞

4
(∫ y

0
e−

1
2x

2

dx
)2

= 2π − 8 lim
y→∞

∫ 1

0

e−
1
2y

2(1+t2)

1 + t2
dt = 2π.

Daraus folgt der behauptete Wert des Gauss’schen Integrals.

16.2 Lokale Umkehrbarkeit von Funktionen

Von Funktionen f : I → R für ein Intervall I ⊆ R weiß man: f ist in x0 ∈ I zumindest
dann lokal umkehrbar (d.h. es gibt eine Umgebung Bδ(x0) von x0, so dass f |Bδ(x0) umkehrbar
ist), wenn f ′(x0) 6= 0. Ziel dieses Abschnittes ist es, diese Aussage auf mehrdimensionale
Funktionen f zu erweitern. Wir werden sehen, dass die Bedingung f ′(x0) 6= 0 dadurch ersetzt
werden muss, dass die Ableitung Df(x0) vollen Rang hat, also invertierbar ist.

Definition 16.9 (Diffeomorphismus). Seien E ⊆ Rm, E′ ⊆ Rn offene Mengen. Eine
Funktion f : E → E′ heißt Diffeomorphismus, wenn f ∈ C1(E,E′) und f umkehrbar ist mit

f−1 ∈ C1(E′, E).

Beispiel 16.10 (m = n = 1). 1. Die Abbildung f : R → (−π
2 ,

π
2 ), gegeben durch f : t 7→

arctan(t) ist ein Diffeomorphismus. (Die Umkehrabbildung tan ist genau wie arctan
differenzierbar.)

2. Die Abbildung f : R → R, gegeben durch f : t 7→ t3 ist kein Diffeomorphismus.
Schließlich ist die Umkehrabbildung t 7→ t1/3 für t ≥ 0 und t 7→ −|t|1/3 für t < 0. Diese
Abbildung hat keine stetige Ableitung.

Beispiel 16.11 (m = n = 2, Polarkoordinaten). Wir betrachten die Abbildung

f :

{
R+ × (0, 2π) → R2 \ {(x, 0) : x ≥ 0}
(r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ).

Setzt man

x = r cosϕ, y = r sinϕ,

so gilt also x2 + y2 = r2, d.h.

r =
√
x2 + y2

sowie

ϕ = arccos
x√

x2 + y2
oder ϕ = 2π − arccos

x√
x2 + y2

, .

je nachdem ob y ≥ 0 oder y < 0. Damit ist also

f−1 :


R2 \ {(x, 0) : x ≥ 0} → R+ × (0, 2π)

(x, y) 7→

(
√
x2 + y2, arccos x√

x2+y2
), y ≥ 0

(
√
x2 + y2, 2π − arccos x√

x2+y2
), y < 0

die Umkehrabbildung von f . Da diese offenbar stetig differenzierbar ist, ist f ein Diffeomor-
phismus. Man spricht bei (r sinϕ, r cosϕ) für r ≥ 0, ϕ ∈ (0, 2π] auch von der Polarkoordina-
tendarstellung eines Punktes in R2.
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Lemma 16.12 (Grundlegende Eigenschaften von Diffeomorphismen). Seien E ⊆
Rm, E′ ⊆ Rn offene Mengen und f : E → E′ ein Diffeomorphismus. Dann gilt m = n und

für x ∈ E ist Df(x) differenzierbar mit Df−1(f(x)) = (Df(x))−1.

Beweis. Da f−1 ◦ f = id und nach Voraussetzung sowohl f als auch f−1 differenzierbar sind,
gilt nach der Kettenregel, Theorem 14.14,

E
m

= D idE(x) = D (f−1 ◦ f)(x) = Df−1(f(x)) ·Df(x).

Daraus folgt schon die angegebene Formel Df−1(f(x)) = (Df(x))−1. Analog berechnet man

E
n

= Df(f−1(y)) ·Df−1(y).

Nach Kenntnissen aus der linearen Algebra ist dies nur dann möglich, wenn m = n.

Lemma 16.13. Seien E,E′ ⊆ Rm offen und f ∈ C1(E,E′). Gilt

1. Für alle x ∈ E ist Df(x) invertierbar,

2. f ist umkehrbar und f−1 ist stetig.

Dann ist f ein Diffeomorphismus.

Bemerkung 16.14. Die Aussage des Lemmas ist also, dass man für die Umkehrabbildung
eines Diffeomoprhismus nicht fordern muss, dass sie stetig differenzierbar ist, solange sie stetig
ist.

Beweis. Nach (14.2) ist f in x genau dann differenzierbar, wenn

f(x+ h)− f(x) = (Df(x))(h) +Rx(h) mit lim
h→0

Rx(h)

|h|
= 0. (16.5)

Für y ∈ E′ und h′ so, dass y+h′ ∈ E′ gilt es nun, diese Eigenschaft für f−1(y+h′) zu zeigen.
Wir setzen

x = f−1(y) h = f−1(y + h′)− f−1(y).

Wir schreiben mit f(x+ h) = f(f−1(y + h′)) = y + h′

f−1(y + h′)− f−1(y) = h = (Df(x))−1
(
f(x+ h)− f(x)−Rx(h)

)
= (Df(x))−1(h′) +R∗y(h

′)
(16.6)

mit
R∗y(h

′) := −(Df(x))−1Rx(f−1(y + h′)− f−1(y)).

Da Rx(h) die Bedingung (16.5) erfüllt, gibt es ein ε > 0, so dass für |h| < ε

|Rx(h)| ≤ 1

2

|h|
|(Df(x))−1|

gilt. Weiter sei δ > 0, so dass (wegen der Stetigkeit von f−1) für |h′| ≤ δ

|h| = |f−1(y + h′)− f−1(y)| ≤ ε.



164 16 Anwendungen der mehrdimensionalen Ableitungen

Also gilt für |h′| ≤ δ

R∗y(h
′) ≤

∣∣(Df(x))−1
∣∣ · |Rx(h)| ≤ 1

2
|f−1(y + h′)− f−1(y)|.

Mit (18.2) ist also

|f−1(y + h′)− f−1(y)| ≤ 2
∣∣(Df−1(x))

∣∣ · |h′|.
Damit ergibt sich

|R∗y(h′)|
|h′|

≤
∣∣(Df(x))−1

∣∣ |f−1(y + h′)− f−1(y)|
|h′|

|Rx(h)|
|f−1(y + h′)− f−1(y)|

≤ 2
∣∣(Df(x))−1

∣∣2 |Rx(h)|
|h|

|h|,|h′|→0−−−−−−→ 0,

also die Differenzierbarkeit von f−1. Aus (18.2) folgt weiter, dass (Df−1(x)) = (Df(x))−1.
Weiter ist die Abbildung x 7→ (Df(x))−1 als Komposition stetiger Abbildungen stetig und

damit ist f−1 ∈ C1(E′).

Theorem 16.15 (Lokale Umkehrbarkeit von Funktionen). Seien E,E′ ⊆ Rm offen
und f ∈ C1(E,E′). Ist für ein x0 ∈ E das Differential Df(x0) invertierbar, dann gibt es
eine offene Umgebung U ⊆ E von x0 derart, dass f(U) eine Umgebung von f(x0) ist und
die Abbildung f |U : U → f(U), x 7→ f(x) ein Diffeomorphismus ist. Für die Umkehrabbildung

f−1 gilt Df−1(f(x)) = (Df(x))−1, x ∈ U .

Beweis. OBdA nehmen wir an, dass x0 = f(x0) = 0 mit Df(x0) = E
m

gilt. (Andernfalls

gehen wir über zur Funktion x 7→ (Df(x0))−1
(
f(x0 + x)− f(x0)

)
. Diese Funktion hat dann

die gewünschten Eigenschaften, die sich auf die ursprüngliche Funktion f übertragen lassen.)
Der Beweis ist eine Anwendung von Lemma 16.13. Wir gehen in zwei Schritten vor, die

die beiden in diesem Lemma geforderten Eigenschaften der Funktion f auf einer geeigneten
Menge U zeigen.
Schritt 1: f ist umkehrbar und f−1 ist stetig: Wir müssen sicherstellen, dass es für ε > 0 klein
genug und |y| < ε ein x in einer Umgebung von 0 gibt mit y = f(x), oder alternativ

ϕ
y
(x) = x für ϕ

y
(x) := y + x− f(x).

Dadurch haben wir unsere Aufgabe in eine Fixpunktgleichung umgeschrieben, und der Beweis
wird eine Anwendung des Banach’schen Fixpunktsatzes, Theorem 15.15. Um diesen anwenden
zu können, müssen wir eine Menge U ⊆ E finden, so dass ϕ

y
|U eine Kontraktion ist. Hierfür

sei ε > 0 klein genug, so dass B2ε(0) ⊆ E und |E
m
−Df(x)| ≤ 1

2 für x ∈ B2ε(0). Dann gilt
nämlich für x ∈ B2ε(0)

|Dϕ
y
(x)| = |E

m
−Df(x)| ≤ 1

2 ,

also nach dem Schrankensatz, (15.3) und Bemerkung 15.9, für x, x′ ∈ B2ε(0)

|ϕ
y
(x′)− ϕ

y
(x)| ≤ 1

2 |x
′ − x|. (16.7)
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Weiter ist für y ∈ Bε(0)

|ϕ
y
(x)| ≤ |ϕ

y
(x)− ϕ

y
(0)|+ |ϕ

y
(0)| ≤ 1

2 |x− 0|+ |y| ≤ 2ε,

also ϕy(B2ε(0)) ⊆ B2ε(0). Damit ist gezeigt, dass ϕ
y

auf B2ε(0) eine Kontraktion ist, und

somit gibt es genau ein x mit |x| < 2ε und ϕ
y
(x) = x oder äquivalent dazu f(x) = y. Wir

setzen nun V := Bε(0), U := f−1(V ) ∩ B2ε(0) und stellen fest, dass wir die Umkehrfunktion

f−1|V : V → U definiert haben.

Um die Stetigkeit von f−1 einzusehen, seien y, y′ ∈ V . Dann gilt

f−1(y′)− f−1(y) = ϕ
0
(f−1(y′))− ϕ

0
(f−1(y)) + y′ − y,

also mit (16.7)

|f−1(y′)− f−1(y)| ≤ 2|y′ − y|,

woraus die Stetigkeit von f−1 folgt.
Schritt 2: Invertierbarkeit von Df(x): Mit (16.7) schreiben wir zunächst∣∣∣(E

m
−Df(x)

) h
|h|

∣∣∣ ≤ |E
m
−Df(x)| ≤ 1

2 ,

also ∣∣(E
m
−Df(x)

)
h
∣∣ ≤ 1

2 |h|.

Gilt nun Df(x)h = 0, folgt daraus |h| ≤ 1
2 |h|, was nur für h = 0 möglich ist. Damit ist Df(x)

invertierbar.
Die Formeln für die Ableitung der Umkehrabbildung haben wir bereits in Lemma 16.13

gezeigt.

Korollar 16.16. Seien E,E′ ⊆ Rm offen und f ∈ C1(E,E′) so, dass Df(x) für alle x ∈ E
invertierbar ist. Dann ist f(E) offen. Ist außerdem f injektiv, so ist f ein Diffeomorphismus
von E auf f(E).

Beweis. Wir zeigen, dass f(E) als Vereinigung von offenen Mengen offen ist. Hierzu seien für
x ∈ E Umgebungen Ux, so dass f auf Ux ein Diffeomorphismus ist und f(Ux) eine Umgebung
von f(x) ist. (Solche Ux gibt es nach Theorem 16.15.) Dann gilt f(E) =

⋃
x∈E f(Ux) und ist

somit als Vereinigung offener Mengen offen.
Für die zweite Behauptung genügt es nach Lemma 16.13 zu bemerken, dass f−1 : f(E)→

E stetig ist. Um dies zu sehen sei U ⊆ E offen. Dann gibt es wegen der Injektivität von f ein

U ′ ⊆ E′ mit f(U) = U ′ und f−1(U ′) = U . Nach der ersten Behauptung ist also U ′ offen und

f−1 ist damit stetig. Aus Lemma 16.13 folgt, dass f ein Diffeomorphismus ist.

Beispiel 16.17 (Polarkoordinaten). Wir greifen nochmals die Polarkoordinaten aus Bei-
spiel 16.11 auf. Insbesondere ist

f :

{
R+ × (0, 2π) → R2 \ {(x, 0) : x ≥ 0}
(r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ).
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Wir berechnen die Jacobi-Determinante von f

D f(r, ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
.

Insbesondere ist also

det(Df(r, ϕ)) = r.

Damit ist Df(r, ϕ) für alle (r, ϕ) ∈ (0,∞)× (0, 2π) invertierbar und aus Korollar 16.16 folgt,
dass f ein Diffeomorphismus ist. Dies wissen wir zwar schon aus Beispiel 16.11, mussten
hierfür jedoch die Umkehrfunktion berechnen.

Beispiel 16.18 (Kugelkoordinaten). Als höher-dimensionales Analogon der Polarkoordi-
naten gibt es die Kugelkoordinaten. Hierfür definieren wir

f :

{
R+ × (0, π)× (0, 2π) → R3 \ {(x, 0, z) : x ≤ 0}
(r, θ, ϕ) 7→ (r sin θ cosϕ, r sin θ sinϕ, r cos θ).

Wir berechnen die Jacobi-Matrix

Df(r, θ, ϕ) =

sin θ cosϕ r cos θ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cos θ sinϕ r sin θ cosϕ

cos θ −r sin θ 0

 .

Damit gilt

det(Df(r, θ, ϕ)) = r2 cos2 θ sin θ + r2 sin3 θ = r2 sin θ.

Damit ist also f ein Diffeomorphismus.

16.3 Implizite Funktionen

Sei f : E × E′ ⊆ Rm × Rn → E′′ ⊆ Rn mit f(x, y) = 0 für ein (x, y) ∈ E × E′. Wir
fragen, ob es eine Umgebung U von x und eine Funktion h : U ⊆ Rm → Rn gibt mit
f(x, h(x)) = 0, x ∈ U . Ist dies der Fall so sagen wir, dass h durch f(x, h(x)) = 0 implizit
definiert ist. Siehe Abbildung 16.1 für eine Illustration.

Bemerkung 16.19 (Notation). Sei f ∈ C1(E × E′, E′′) für E ⊆ Rm, E′, E′′ ∈ Rn. Für
x ∈ E sei weiter f

x
: y 7→ f(x, y) und für y ∈ E′ sei f

y
: x 7→ f(x, y). Wir definieren für

h ∈ Rm, h′ ∈ Rn

D
x
f(x, y)(h) := Df(x, y)(h, 0),

D
y
f(x, y)(h′) := Df(x, y)(0, h′).

Hierfür schreiben wir auch in der Jacobi-Matrix

Df(x, y) =
(
D
x
f(x, y)

∣∣∣ D
y
f(x, y)

)
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Abbildung 16.1: Um eine Abbildung f : R × R → R darzustellen, kann man einen
Contour-Plot anfertigen. Hierfür betrachtet man die Punktmenge {(x, y, f(x, y)) : x, y ∈
R} als Gebirgslandschaft und zeichnet jeweils die Höhenlinien, also Linien mit gleichem
Wert f(x, y), ein. Anders ausgedrückt stellt man die Funktion durch eine Darstellung von
f(x, y) = c für c ∈ R dar. Mit anderen Worten sucht man etwa eine Funktion gc : R → R,
so dass f(x, gc(x)) = c für alle (oder viele) x. Im rechten Bild sieht man die Höhenlinie
von f(x, y) = 0. Hier erkennt man, dass es nicht überall eine lokal definierte Funktion
g0 : x 7→ g0(x), so dass f(x, g0(x)) = 0 geben kann.

mit

D
x
f(x, y) =


∂f1(x,y)

∂x1
· · · ∂f1(x,y)

∂xm
...

...
∂fn(x,y)

∂x1
· · · ∂fn(x,y)

∂xm

 , D
y
f(x, y) =


∂f1(x,y)

∂y1
· · · ∂f1(x,y)

∂yn
...

...
∂fn(x,y)

∂y1
· · · ∂fn(x,y)

∂yn

 .

Also ist auch

Df(x, y)(h|h′) =
(
D
x
f(x, y)

∣∣∣ D
y
f(x, y)

)( h

h′

)
= D

x
f(x, y)(h) +D

y
f(x, y)(h′).

Theorem 16.20 (Satz über implizite Funktionen). Seien E ⊆ Rm, E′, E′′ ⊆ Rn offen,
f ∈ C1(E×E′, E′′) und (x0, y0

) ∈ E×E′ so, dass f(x0, y0
) = 0. Ist D

y
f(x0, y0

) invertierbar,

so gibt es eine Umgebung V × V ′ von (x0, y0
) und eine Funktion h ∈ C1(V, V ′), so dass

f(x, y) = 0 für (x, y) ∈ V × V ′ genau dann, wenn y = h(x) für x ∈ V.

Weiter gilt

Dh(x) = −
(
D
y
f(x0, y0

)
)−1 ·D

x
f(x0, y0

).

Beweis. Wir spielen die Aussage des Satzes zurück auf den Satz über lokale Umkehrbarkeit
von Funktionen, Theorem 16.15. Hierzu definieren wir ϕ : E × E′ → E × E′′ mittels

ϕ(x, y) := (x, f(x, y)).
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Dann ist

Dϕ(x, y) =

 E
m

0

D
x
f(x, y) D

y
f(x, y)

 .

Aus dieser Darstellung sieht man insbesondere, dass Dϕ(x0, y0
) invertierbar ist. Nach Theo-

rem 16.15 gibt es also offene Mengen U ⊆ E, U ′ ⊆ E′, so dass (x0, y0
) ∈ U × U ′ und ϕ

auf U ×U ′ ein Diffeomorphismus ist. Betrachten wir also die Umkehrabbildung ϕ−1, es muss
nämlich für ein geeignetes g : f(U × U ′)→ E′′

ϕ−1(x, y) = (x, g(x, y))

gelten. Nun folgern wir

f(x, y) = 0 ⇐⇒ ϕ(x, y) = (x, 0) ⇐⇒ (x, y) = ϕ−1(x, 0)

⇐⇒ y = g(x, 0).

Nun ist mit ϕ−1 auch g stetig und es gilt g(x0, 0) = y
0
. Also gibt es Umgebungen V ⊆ U von

x0 und V ′ ⊆ U ′ von y
0
, so dass g(V, 0) ⊆ V ′. Wir setzen also h : V → V ′ mit h(x) := g(x, 0)

und haben alle Behauptungen erfüllt.

Um das Differential Dh(x) zu berechnen, verwenden wir f(x, h(x)) = f(x, g(x, 0)) = 0
und die Kettenregel mit ψ(x) = (x, h(x)), um

0 = D(f ◦ ψ)(x) = Df(x, h(x)) ·Dψ(x) =
(
D
x
f(x, h(x))

∣∣∣ D
y
f(x, h(x))

)
·

 E
m

Dh(x)


zu erhalten. Aus dieser Gleichung folgt sofort die behauptete Form von Dh(x).

Beispiel 16.21 (Abbildung 16.1). Wir betrachten nochmals das Beispiel aus Abbil-
dung 16.1. Hier haben wir

f(x, y) = y2(1− y2)− x2

gesetzt. Um Theorem 16.20 anwenden zu können, bemerken wir, dass

Dxf(x, y) = −2x,

Dyf(x, y) = 2y(1− y2)− 2y3 = 2y(1− 2y2).

Insbesondere ist also Dyf genau dann nicht invertierbar, wenn entweder y = 0 oder y =
±1/
√

2. Also liefert das obige Resultat, dass man außer in den Punkten

(0, 0), (1
2 ,

1√
2
), (1

2 ,−
1√
2
), (−1

2 ,
1√
2
), (−1

2 ,−
1√
2
)

eine Funktion h0 : x 7→ h0(x) lokal so definieren kann, dass f(x, h0(x)) = 0.

Beispiel 16.22 (Lineare Abbildung). Sei B ∈ Rn×n und g : Rm → Rn. Betrachte die
Funktion

f(x, y) := g(x) +B y.
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Sei x ∈ Rm. Wie aus der linearen Algebra bekannt, hat die Gleichung

f(x, y) = 0

genau dann sicher eine Lösung y ∈ Rn, wenn B invertierbar ist. (Dann ist sie nämlich y =

B−1g(x).) Diese Tatsache kann man auch aus Theorem 16.20 ablesen. Es gilt nämlich

D
x
f(x, y) = Dg(x),

D
y
f(x, y) = B.

Damit hat f(x, y) = 0 eine Lösung h(x), wenn B invertierbar ist. Für deren Ableitung gilt

außerdem Dh(x) = −B−1 ·Dg(x).

16.4 Extrema unter Nebenbedingungen

Die Berechnung von Extremwerten hatten wir bereits in Abschnitt für Funktionen f : R→ R
und in Abschnitt 14.2 für Funktionen f : Rm → R behandelt. Nun wollen wir uns einem
weiteren Fall zuwenden: Gesucht ist x ∈ Rm, der (i) Extremwert einer Funktion f : Rm → R
ist, als auch einer Nebenbedingung g(x) = 0 genügt. Wir beginnen mit einem elementar zu
berechnenden Beispiel.

Beispiel 16.23 (Minimaler Abstand einer Geraden vom Ursprung). Wir beantworten
nun folgende Frage:

Welcher Punkt (x, y), der auf der Geraden y = mx + b liegt, hat minimalen
Abstand zum Ursprung?

(Siehe auch Abbildung 16.2 für eine Illustration.) Hierfür definieren wir f : R2 → R durch

f(x, y) = x2 + y2,

was gerade dem Quadrat des Abstandes des Punktes (x, y) vom Ursprung entspricht. Außer-
dem betrachten wir für b,m ∈ R die Funktion

(x, y) 7→ g(x, y) = y −mx− b.

Somit ist g(x, y) = 0 die Gerade durch den Punkt (0, b) mit Steigung m. Obige Frage übersetzt
sich also wiefolgt:

Welcher Punkt (x, y) ist ein Minimum der Funktion (x, y) 7→ f(x, y) unter der
Nebenbedingunge g(x, y) = 0?

In diesem Fall lässt sich dieses Minimum unter Nebenbedingung elementar berechnen: Da für
das gesuchte (x0, y0) nämlich y0 = mx0 + b gelten muss, genügt es, die Funktion

x 7→ x2 + (mx+ b)2 = (m2 + 1)x2 + 2bmx+ b2

zu minimieren. Leitet man einmal ab und setzt das Ergebnis 0, muss also 2(m2+1)x0+2bm = 0
gelten, also findet sich das Minimum bei

x0 = − bm

m2 + 1
, und damit y0 = mx0 + b = −bm

2 − bm2 − b
m2 + 1

=
b

m2 + 1
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Abbildung 16.2: Die Höhenlinien der Funktion f : (x, y) 7→ x2 + y2 sind eingezeichnet.
Gesucht ist ein Punkt (x, y) auf der Gerade y = 1− 2x, der den Abstand zu Ursprung, also
f , minimiert. Im Beispiel ist dieser durch ( 2

5 ,
1
5 ) gegeben.

gelten. Das Minimum ist dann außerdem f(x0, y0) = b2

m2+1
. Weiterhin bemerken wir, dass

∂f(x0, y0)

∂x
= 2x|x=x0 = − 2bm

m2 + 1
= −λm = λ

∂g(x0, y0)

∂x
,

∂f(x0, y0)

∂y
= 2y|y=y0 =

2b

m2 + 1
= λ = λ

∂g(x0, y0)

∂y

für λ = 2b
m2+1

. Diese lineare Abhängikeit der partiellen Ableitungen von f und g wird nun
zentral in der allgemeinen Formulierung von Extrema unter Nebenbedingungen.

Theorem 16.24 (Lagrange-Multiplikatoren). Sei E ⊆ Rm offen, f ∈ C1(E), g ∈
C1(E,Rn) und

S := {x ∈ E : g(x) = 0}.
Sei x0 ∈ S so, dass f |S in x0 ∈ S ein lokales Extremum hat. Weiter seien ∇g1(x0), ...,∇gn(x0)
linear unabhängig. Dann existieren λ1, ..., λn ∈ R mit

∂f(x0)

∂xi
=

n∑
k=1

λk
∂gk(x0)

∂xi
, i = 1, ...,m. (16.8)

Die Zahlen λ1, ..., λn heißen auch Lagrange-Multiplikatoren.

Bemerkung 16.25 (Anwendung von Theorem 16.24). Wir beschreiben kurz, wie eine
typische Anwendung des Theorems aussehen kann. Zunächst fällt auf, dass die Existenz der
Lagrange-Multiplikatoren nur eine notwendige, jedoch keine hinreichende für ein Extremum
bieten.

Wir definieren zunächst die Funktion

F (x, λ) = f(x)− 〈λ, g(x)〉, (16.9)
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wobei 〈., .〉 das Standard-Skalar-Produkt darstellt. Dann ist die Bedingung g(x) = 0 äquivalent
zu DλF (x, λ) = 0 und die Bedingung (16.8) wird zu DxF (x, λ) = 0. Insgesamt gilt es also,
(x, λ) zu finden, die die Gleichung

DF (x, λ) = 0

lösen. Sind x1, ..., xp alle Lösungen in E, so sind neben diesen Punkten noch die Punkte z mit
rg(Dg(z)) < n mögliche Kandidaten für Extrema von f auf S. Es gilt nun, alle diese Punkte
einzeln und direkt auf die Extremaleigenschaft der Funktion f zu prüfen.

Besonders einfach ist der Fall, wenn bei diesem Vorgehen nur ein einziger Punkt x0 als
möglicher Extremwert übrig bleibt. Kann man dann noch argumentieren, dass f auf S ein
Extremum haben muss, ist dieses Extremum bereits gefunden. Beispielsweise zeigt man dafür,
dass E ⊆ K mit K kompakt (so dass f auf K sowohl ein Maximum als auch ein Minimum
hat) und f auf K \ E kein Extremum annimmt.

Beweis von Theorem 16.24. Nach Voraussetzung hat die Matrix Dg(x0) den Zeilenrang n,
und damit auch den Spaltenrang n. Ohne Einschränkung der Allgemeinheit seien dies die n
letzten Spalten der Matrix Dg(x0). Wir schreiben nun x = (y, z) mit y ∈ Rm−n, z ∈ Rn, und
auch x0 = (y

0
, z0) mit z0 ∈ Rn. Wie in Bemerkung 16.19 haben wir

Dg(x0) = (D
y
g(y

0
, z0)|D

z
g(y

0
, z0))

mit

D
y
g(y, z) =


∂g1(y,z)

∂y1
· · · ∂g1(y,z)

∂ym−n
...

...
∂gn(y,z)

∂y1
· · · ∂gn(y,z)

∂ym−n

 , D
z
g(y, z) =


∂g1(y,z)

∂z1
· · · ∂g1(y,z)

∂zn
...

...
∂gn(y,z)

∂z1
· · · ∂gn(y,z)

∂zn

 ,

wobei D
z
g(y

0
, z0) invertierbar ist, weil die letzten n Spalten der Matrix Dg(x0) linear un-

abhängig sind.

Da g(x0) = 0, können wir also den Satz über implizite Funktionen, Theorem 16.20, auf
die Funktion g anwenden. Das bedeutet, dass es eine Umgebung V × V ′ ⊆ Rm−n × Rn von
(y

0
, z0) und eine Funktion h ∈ C1(V, V ′) gibt, so dass x = (y, z) ∈ S genau dann gilt wenn

z = h(y). Für diese Funktion h gilt dann

Dh(y) = −
(
D
z
g(y, h(y))

)−1 ·D
y
g(y, h(y)).

Nach Voraussetzung hat die Funktion (y, z) 7→ f(y, z) auf S in (y
0
, z0) ein lokales Extremum.

Damit hat auch die Funktion

ϕ : y 7→ f(y, h(y))

in y
0

ein lokales Extremum. (Denn: Für (y, z) in einer Umgebung von (y
0
, z0)m geschnitten

mit S ist f in (y
0
, z0) extremal. Da sich – wegen der Stetigkeit von h – Punkte (y, h(y)) in

einer beliebig kleinen Umgebung von (y
0
, z0) befinden, gibt es eine Umgebung von y, in der

y 7→ f(y, h(y)) in y
0

extremal ist.) Damit muss Dϕ(y
0
) = 0 gelten. Daraus folgern wir mit
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der Kettenregel und ψ(y) := (y, h(y))

0 = Dϕ(y
0
) = D(f ◦ ψ)(y

0
) = Df(y

0
, h(y

0
)) ·Dψ(y

0
)

=
(
Dyf(y

0
, h(y

0
))|Dzf(y

0
, h(y

0
))
)
·

 E
m−n

Dh(y
0
)


= Dyf(y

0
, z0)−Dzf(y

0
, z0) ·

(
D
z
g(y

0
, z0)

)−1 ·D
y
g(y

0
, z0).

(16.10)

Wir setzen nun

λ = (λ1, ..., λn) := Dzf(y
0
, z0) ·

(
D
z
g(y

0
, z0)

)−1 ∈ Rn (16.11)

und stellen fest, dass mit (16.10)

Dyf(x0) = λ ·D
y
g(x0),

also (16.8) für i = 1, ...,m− n, und wegen (16.11)

Dzf(x0) = λ ·D
z
g(x0),

also (16.8) für i = m− n+ 1, ...,m.

Beispiel 16.26 (Minimaler Abstand einer Geraden vom Ursprung). Wir betrachten
noch einmal das Beispiel 16.23. Hier wollten wir die Funktion f(x, y) := x2 + y2 unter der
Nebenbedingung g(x, y) := y −mx− b = 0 minimieren. Geonmetrisch ist klar, dass es genau
ein Minimum geben muss. Wie in Bemerkung 16.25 setzen wir

F (x, y, λ) := x2 + y2 − λ(y −mx− b)

und berechnen die Ableitungen

∂F (x, y, λ)

∂x
= 2x+ λm,

∂F (x, y, λ)

∂y
= 2y − λ,

∂F (x, y, λ)

∂λ
= y −mx− b.

Dieses in x, y, λ lineare Gleichungssystem hat genau eine Lösung, nämlich

x = − −bm
m2 + 1

, y =
2b

m2 + 1
, λ =

2b

m2 + 1
.

Mit anderen Worten haben wir nochmals dasselbe Minimum unter g(x, y) = 0 berechnet wie
in Beispiel 16.23.

Beispiel 16.27 (Geometrisches und arithmes Mittel). Wir zeigen die Ungleichung

(z1 · · · zn)1/n ≤ 1
n(z1 + · · ·+ zn)

für z1, ..., zn > 0, die arithmetisches und geometrisches Mittel miteinander vergleicht.
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Hierfür definieren wir g : Rn → R durch

g(x) = x1 + · · ·+ xn,

S := {(x1, ..., xn) ∈ Rn+ : g(x) = 1}.

Wir wollen das Maximum der Funktion

f(x) = x1 · · ·xn

für x ∈ S bestimmen. Da f auf A als stetige Funktion auf einer kompakten Menge ihr
Maximum annimmt, und es nicht auf A \A liegen kann, nimmt f ihr Maximum auf A an. Es
ist ∇g(x) = (1, ..., 1) und damit wird die Bedingung (16.8) zu∏

j 6=i
xj = 1

xi

n∏
j=1

xj = λ

für ein λ ∈ R. Dies ist nur dann möglich, wenn

1
xi

= λ, also xi = 1
λ

für alle i = 1, ..., n und ein λ ∈ R. Mit anderen Worten gilt im Maximum von f

x1 = · · · = xn = 1
n

und es gilt damit

x1 · · ·xn ≤
(

1
n

)n
.

Sei nun z1, ..., zn > 0. Dann gilt mit z = z1 + · · ·+ zn

z1

z
· · · zn

z
≤
( 1

n

)n
,

also

(z1 · · · zn)1/n ≤ 1

n
(z1 + · · ·+ zn).

Bemerkung 16.28 (Arithmetisches, geometrisches und harmonisches Mittel). Seien
z1, ..., zn > 0. Neben dem arithmetischen Mittel 1

n(z1+· · ·+zn) und dem geometrischen Mittel

(z1 · · · zn)1/n gibt es noch das harmonische Mittel

n
1
z1

+ · · ·+ 1
zn

.

Wir erweitern die Aussage des letzten Beispiels auf

n
1
z1

+ · · ·+ 1
zn

≤ (z1 · · · zn)1/n ≤ 1
n(z1 + · · ·+ zn).

Die zweite Ungleichung ist bereits bewiesen. Für die erste verwenden wir die zweite Unglei-
chung mit den Zahlen 1

z1
, ..., 1

zn
und erhalten direkt

1

(z1 · · · zn)1/n
≤ 1

n

( 1

z1
+ · · ·+ 1

zn

)
.

Bildet man auf beien Seiten den Kehrbruch, ergibt sich die erste behauptete Ungleichung.
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Beispiel 16.29 (Eigenvektoren symmetrischer Matrizen). Sei A = (aij)1≤i,j≤n ∈ Rn×n

eine symmetrische Matrix und f(x) := x>Ax = 〈x,Ax〉, wobei 〈., .〉 wieder das Standard-
Skalarprodukt ist. Wir wollen das Maximum der Funktion f unter der Nebenbedingung
〈x, x〉 = x2

1 + · · · + x2
n = 1. Wir wollen also herausfinden, welche Richtung in der Menge

Sn−1 := {x : |x| = 1} unter der Funktion f maximale Länge erhält. Da Sn−1 kompakt ist,
nimmt f ein solches Maximum an. Wir schreiben

F (x, λ) = 〈x,Ax〉 − λ(〈x, x〉 − 1)

und leiten ab, um

∂F (x, λ)

∂xi
= (Ax)i + (x>A)i − 2λxi = 2(Ax)i − 2λxi, i = 1, ..., n

∂F (x, λ)

∂λ
= 〈x, x〉 − 1

zu erhalten. Die erste Gleichung impliziert, dass
∂F (x0,λ)
∂xi

= 0 für i = 1, ..., n genau dann erfüllt
ist, wenn x0 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert λ ist. Ist aber x0 ein Eigenvektor zum
Eigenwert λ mit |x0| = 1, so ist f(x) = 〈x,Ax〉 = λ. Das bedeutet, dass also λ der größte
Eigenwert von A der maximale Wert der Funktion f ist, und f nimmt im entsprechenden
Eigenvektor ihr Maximum an.

17 Kurven

In Lemma 14.23 sind wir bereits Kurven (d.h. Abbildungen γ : I → Rn, wobei I ein Intervall
ist) begegnet. Genau genommen haben wir dort Ableitungen von f ◦γ für f ∈ C1(Rn) kennen
gelernt. In diesem Abschnitt wollen wir vor allem jedoch Integrale über Kurven betrachten.

17.1 Grundlagen

Zunächst benötigen wir ein paar Begriffe.

Definition 17.1 (Ck-Kurve, wegweise zusammenhängend). Sei I ein Intervall.

1. Ist γ ∈ Ck(I,Rn), so nennt man γ eine Ck-Kurve.

2. Ist I = [a, b] und a = t0 < · · · < tn = b und ist γ ∈ C0(I,Rn) und so, dass γ|(ti−1,ti) ∈
Ck((ti−1, ti)), dann heißt γ eine stückweise Ck-Kurve.

3. Sei I = [a, b]. Eine stückweise Ck Kurve γ ∈ C0(I,Rn) heißt geschlossen, wenn γ(a) =
γ(b).

4. Eine Menge E ⊆ Rn heißt wegweise zusammenhängend, wenn es zu x, y ∈ E ein
γ ∈ C0([0, 1], E) gibt mit γ(0) = x, γ(1) = y.

Nun wiederholen wir, was wir bereits über Ableitungen von Kurve wissen.

Bemerkung 17.2 (Ableitungen von Kurven). Aus Lemma 14.23 wissen wir: Ist γ eine
C1-Kurve und f ∈ C1(E,Rp) mit E ⊆ Rn und γ(I) ⊆ E, dann gilt

(f ◦ γ)′(t) := D (f ◦ γ)′(t) = Df(γ(t)) ·Dγ(t).
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Abbildung 17.1: Links: Die Kurve γ̃(t) = (cos(t), sin(2t)). Rechts: Die Kurve γ̂(t) =
(t cos(t), t sin(t)).

Ist weiter γ eine C2-Kurve und f ∈ C2(E), so gilt

(f ◦ γ)′′(t) = D2f(γ(t))(Dγ(t), Dγ(t)) +Df(γ(t))D2γ(t),

wobei D2f(γ(t)) die Hesse-Matrix von f an der Stelle γ(t) ist.

Beispiel 17.3. 1. Sei x, y ∈ Rn und I = R. Dann ist γ : t 7→ y + tx (zumindest im Falle
x 6= 0) eine Gerade.

2. Die C∞-Kurve γ : [0, 2π]→ R2, definiert durch

γ(t) := (cos(t), sin(t))

stellt einen Kreis dar. Die Kurve

γ̃(t) := (cos(t), sin(2t))

ist eine Acht, die Kurve
γ̂(t) := (t cos(t), t sin(t))

ist eine Schraubenlinie (siehe Abbildung 17.1).

3. Die Mengen A := {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1} und B := {(x, y) : (x − 2)2 + (y − 2)2 ≤ 1}
sind als Bälle um die Punkte (0, 0) und (2, 2) wegweise zusammenhängend. Allerdings
ist A ∪B nicht wegweise zusammenhängend.

In wegweise zusammenhängenden offenen Mengen kann man Wege in der Tat auch als Poly-
gonzüge wählen, was wir nun zeigen werden.

Lemma 17.4 (Wegweise zusammenhängend). Eine offene Menge E ⊆ Rn ist genau
dann wegweise zusammenhängend, wenn es für x, y einen Polygonzug (d.h. eine stückweise
lineare und damit stückweise C∞ Kurve γ ∈ C0([0, 1], E) gibt mit γ(0) = x, γ(1) = y.
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Beweis. Die ’wenn’-Richtung ist klar, zu zeigen ist also nur die ’genau dann’-Richtung. Sei
also x, y ∈ E und γ ∈ C0([0, 1], E) mit γ(0) = x, γ(1) = y. Weiter sei für N ∈ N die Punkte

tNk := k/N, k = 0, ..., N und γN so, dass γN (tNk ) = γ(tNk ) und stückweise linear.
Wir zeigen zunächst

(i) γN
N→∞−−−−→glm γ.

Hierfür bemerken wir, dass γ als stetige Funktion einer kompakten Menge gleichmäßig stetig
ist. Sei nun ε > 0 und δ > 0 so, dass |γ(t) − γ(s)| < ε für |t − s| < δ. Für N > 1/δ folgt
hieraus

|γN (t)− γ(t)| ≤ |γN (t)− γN ([tN ]/N)|+ |γN ([tN ]/N)− γ([tN ]/N)|+ |γ([tN ]/N)− γ(t)|
≤ |γ([tN + 1]/N)− γ([tN ]/N)|+ |γ([tN ]/N)− γ(t)| < 2ε,

da γN ([tN ]/N) = γ([tN ]/N) woraus die gleichmäßige Komvergenz folgt. Weiter behaupten
wir, dass es ein ε > 0 gibt mit

(ii) inf{|x− γ(t)| : t ∈ [0, 1], x /∈ E} > ε.

Andernfalls gäbe es t1, t2, ... ∈ [0, 1] mit tn
n→∞−−−→ t ∈ [0, 1] und x1, x2, ... /∈ E mit |γ(tn) −

xn|
n→∞−−−→ 0. Da γ([0, 1]) kompakt ist, wäre dann auch |γ(t) − xn|

n→∞−−−→ 0. Da Rn \ E
abgeschlossen ist wäre damit γ(t) /∈ E im Widerspruch dazu, dass γ ∈ C0(I, E).

Sei nun ε > 0 so, dass (ii) gilt. Sei nun mit (i) N groß genug, so dass supt∈[0,1] |γN (t) −
γ(t)| < ε. Dann ist offenbar γN ∈ C0([0, 1], E) eine stückweise C∞ Kurve mit den geforderten
Eigenschaften.

17.2 Bogenlänge

Kurven sind ein-dimensionale Objekte, die einen Teil des Rn einnehmen. Als ein-dimensionale
Objekte sollten sie auch eine Länge besitzen, die wir nun als Bogenlänge kennen lernen werden.

Definition 17.5 (Bogenlänge). Sei I = [a, b] und γ ∈ C0(I,Rn) eine stückweise C1-Kurve.
Dann ist die Bogenlänge von γ definiert als

L(γ) := sup
a≤t0<...<tn≤b

n∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)|

Lemma 17.6 (Berechnung der Bogenlänge). Sei I = [a, b] und γ ∈ C0(I,Rn) eine stück-
weise C1-Kurve. Dann gilt

L(γ) =

∫ b

a
|γ′(t)|dt.

Beweis. Es genügt die Behauptung im Fall dass γ eine C1-Kurve ist zu zeigen. Zunächst
ist γ′ auf I als stetige Funktion auf einer kompakten Menge gleichmäßig stetig. Sei ε > 0.
Wähle dann δ > 0 klein genug, so dass |γ(t) − γ(s)| < ε/(b − a) für |t − s| < δ. Sei nun
a = t0 ≤ t1 < · · · < tn = b so, dass |ti − ti−1| < δ, i = 1, ..., n. Dann gilt∣∣∣ ∫ b

a
|γ′(t)|dt−

n∑
i=1

|γ(ti)− γ(ti−1)|
∣∣∣ =

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

|γ′(t)|dt−
n∑
i=1

∣∣∣ ∫ ti

ti−1

γ′(t)dt
∣∣∣

≤
n∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
|γ′(ti−1)|+ ε

b− a
)
dt−

n∑
i=1

∫ ti

ti−1

(
|γ′(ti−1)| − ε

b− a
)
dt ≤ 2ε.
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Damit ist die Aussage gezeigt.

Beispiel 17.7. Wir betrachten nochmals die Kurven aus Beispiel 17.3.2. Für γ̂ ist

γ̃′(t) = (− sin(t), 2 cos(2t)),

und deshalb

|γ̃′(t)|2 = sin2(t) + 4 cos2(2t).

Damit gilt für die Bogenlänge

L(γ̃) =

∫ 2π

0
|γ̃′(t)|dt =

∫ 2π

0

√
sin2(t) + 4 cos2(2t)dt.

Für γ̂ berechnen wir

γ̂′(t) = (cos(t)− t sin(t), sin(t) + t cos(t)

und deshalb

|γ̂′(t)|2 = cos2(t) + t2 sin2(t)− 2t sin(t) cos(t) + sin2(t) + t2 cos2(t) + 2t sin(t) cos(t)

= 1 + t2.

Damit gilt für die Bogenlänge

L(γ̂) =

∫ 2π

0
|γ̂′(t)|dt =

∫ 2π

0

√
(1 + t2)dt.

Definition 17.8 (Umparametrisierung, Parametrisierung nach der Bogenlänge).
Seien I, J Intervalle und β : I → Rn und γ : J → Rn zwei stückweise C1-Kurven.

1. Gibt es eine Bijektion ϕ ∈ C0(I, J), die stückweise C1 ist und ϕ′ > 0 oder ϕ′ > 0 und
γ = β ◦ϕ, so heißt γ eine Umparametrisierung von β (und umgekehrt). Im Falle ϕ′ > 0
heißt ϕ orientierunserhaltend, im Falle ϕ′ < 0 orientierungsumkehrend.

2. Die Kurve γ heißt nach der Bogenlänge parametrisiert, wenn |γ′(t)| = 1 für alle t ∈ I.

Lemma 17.9 (Invarianz der Bogenlänge). Seien I, J Intervalle und β : I → Rn und
γ : J → Rn zwei stückweise C1-Kurven. Dann gilt:

1. Ist γ ein Umparametrisierung von β, so ist L(β) = L(γ).

2. Gilt |γ′| > 0, so gibt eine Umparametrisierung γ̂ von γ, die nach der Bogenlänge para-
metrisiert ist.

Beweis. Es genügt die Aussagen jeweils für C1-Kurven zu zeigen. 1. Nach Voraussetzung
gibt es ein ϕ ∈ C1(I, J), so dass γ = β ◦ ϕ. Deshalb gilt nach Lemma 17.6 wegen γ′(t) =
β′(ϕ(t)) · ϕ′(t) und wegen dem Transformationssatz

L(γ) =

∫
I
|γ′(t)|dt =

∫
I
|β′(ϕ(t)) · ϕ′(t)|dt =

∫
J
|β′(s)|ds = L(β).
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2. Es gilt nun, eine Abbildung ϕ ∈ C1(I, [0, L(γ)]) zu finden, so dass |(γ ◦ϕ)′| = 1. Hierzu
sei I = [a, b] und wir betrachten wir die Funktion

σ(t) = L(γ|[a,t]) =

∫ t

a
|γ′(s)|ds.

Da |γ′| > 0, ist dies eine streng monotone Funktion mit σ : I → [0, L(γ)]. Damit ist σ
umkehrbar und wir wissen wegen Proposition 7.8 (σ−1)′(t) = 1/σ′(σ−1(t)) = 1/|γ′(σ−1(t))|
und damit

|(γ ◦ σ−1)′(t)| = |γ′(σ−1(t))| · |(σ−1)′(t)| = 1.

Damit ist also β := γ ◦ σ−1 nach der Bogenlänge parametrisiert.

17.3 Kurvenintegrale

Die Berechnung der Bogenlänge mittels L(γ) =
∫
I |γ(t)′|dt ist schon ein Integral über die

Kurve γ. Wir werden dies nun verallgemeinern und kommen zu Integralen von Kurven über
Vektorfelder.

Definition 17.10 (Vektorfeld, Kurvenintegral). 1. Sei E ⊆ Rn. Eine Abbildung f ∈
C0(E,Rn) heißt Vektorfeld, weil jedem x ∈ E ein Vektor f(x) zugeordnet wird.

2. Sei E ⊆ Rn, f ∈ C0(E,Rn) ein Vektorfeld sowie γ ∈ C0(I, E) eine stückweise C1-Kurve.
Dann definieren wir das Kurvenintegral∫

γ
f(x) · dx :=

∫
I
〈f(γ(t)), γ′(t)〉dt

von f über γ. Hierbei bezeichnet 〈., .〉 das Standard-Skalarprodukt.

Lemma 17.11 (Eigenschaften des Kurvenintegrals). Seien I, J Intervalle, E ⊆ Rn,
f, f

1
, f

2
∈ C1(E,Rn) Vektorfelder und β ∈ C0(I, E), γ ∈ C0(J,E) stückweise C1 Kurven.

1. Für λ1, λ2 ∈ R gilt∫
γ
(λ1f1

+ λ2f2
) · dx = λ1

∫
γ
f1(x) · dx+ λ2

∫
γ
f2(x) · dx.

2. Für I = [a, b] und a = t0 < ... < tn = b und γi := γ[ti−1,ti] gilt∫
γ
f(x) · dx =

n∑
i=1

∫
γ
i

f(x) · dx.

3. Ist β = γ ◦ ϕ eine Umparametrisierung und ϕ orientierungserhaltend, so gilt∫
β
f · dx =

∫
γ
f · dx.

Ist ϕ orientierungsumkehrend, so gilt hingegen∫
β
f · dx = −

∫
γ
f · dx.
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Beweis. 1. und 2. folgen direkt aus der Definition des Kurvenintegrals und Eigenschaften des
Riemann-Integrals. Für 3. schreiben wir mit Hilfe der Integration durch Substitution∫

β
f · dx =

∫
J
〈f(β(t)), β′(t)〉dt =

∫
J
〈f(γ ◦ ϕ(t)), γ′(ϕ(t))〉ϕ′(t)dt

=

∫
I
〈f(γ(t)), γ′(t)〉dt =

∫
γ
f · dx,

wobei die das dritte Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ϕ orientierungserhaltend ist und sich das
Vorzeichen bei diesem Gleichheitszeichen umdreht, wenn ϕ orientierungsumkehrend ist.

Lemma 17.12. Sei I ein Intervall, E ⊆ Rn, f ∈ C1(E,Rn) und γ ∈ C0(I, E) eine stückweise
C1 Kurve. Dann gilt ∣∣∣ ∫

γ
f(x) · dx

∣∣∣ ≤ ||f ◦ γ||I · L(γ),

wobei ||.||I die Supremumsnorm auf I ist.

Beweis. Wir erinnern an die Cauchy-Schwartz-Ungleichung und erhalten∣∣∣ ∫
I
〈f(γ(t)), γ′(t)〉dt

∣∣∣ ≤ ∫
I

∣∣∣〈f(γ(t)), γ′(t)〉
∣∣∣dt ≤ ∫

I
|f(γ(t))| · |γ′(t)|dt

≤ ||f ◦ γ||I ·
∫
I
|γ′(t)|dt = ||f ◦ γ||I · L(γ)

17.4 Gradientenfelder

Von stetigen Funktionen f : R→ R ist man gewohnt, dass sie eine Stammfunktion besitzen.
Im Mehrdimensionalen ist dies nicht mehr notwendig der Fall. Vektorfelder f , die eine solche
Stammfunktion F besitzen, heißen Gradientenfelder (und spielen insbesondere in der Physik
eine große Rolle).

Definition 17.13 (Gradientenfeld). Sei E ⊆ Rn offen. Dann heißt das Vektorfeld f =
(f1, ..., fn) ∈ C0(E,Rn) Gradientenfeld, wenn es ein F ∈ C1(E) gibt mit ∇F = f , d.h. wenn

fi(x) =
∂F (x)

∂xi
.

Die Funktion F heißt dann Stammfunktion (oder auch Potential) von f .

Beispiel 17.14. 1. Sei |x| :=
√
x2

1 + · · ·+ x2
n. Das Vektorfeld f : x 7→ x

|x| ist ein Gradien-
tenfeld. In Beispiel 14.3 haben wir nämlich berechnet, dass

∂|x|
∂xi

=
xi
|x|
,

d.h. x 7→ |x| ist eine Stammfunktion von f .
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2. Wir betrachten das Vektorfeld f(x, y) = (−y, x). Wäre dies ein Gradientenfeld, müsste

es eine Funktion (x, y) 7→ F (x, y) geben mit ∂F (x,y)
∂x = −y, d.h. F (x, y) = −yx + g(y)

für eine Funktion g. Dann wäre ∂F (x,y)
∂y = −x + g′(y), was aber für jede Wahl von g

ungleich x 7→ x ist.

Lemma 17.15 (Eindeutigkeit der Stammfunktion). Sei E ⊆ Rn offen und wegweise
zusammenhängend, sowie f ∈ C0(E,Rn) ein Gradientenfeld und F1, F2 ∈ C1(E) mit ∇F1 =
∇F2 = f . Dann ist F1 = F2 + c für ein c ∈ R, d.h. die Stammfunktion von f ist bis auf eine
konstante eindeutig bestimmt.

Beweis. Zunächst ist klar, dass D(F1 − F2) = ∇(F1 − F 2) = f − f = 0. Sei nun x, y ∈ E.
Nach Lemma 17.4 können wir oBdA annehmen, dass es einen Polygonzug von x nach y in E
gibt. Aus (15.3) folgt damit, dass

|F1(x)− F2(x)− F1(y) + F2(y)| = 0.

Mit anderen Worten ist
x 7→ F1(x)− F2(x)

konstant, was ja gerade zu beweisen war.

Das Integral einer Kurve γ ∈ Ck([a, b],Rn) über ein Gradientenfeld f hat sehr schöne Eigen-
schaften. Ist F Stammfunktion von f , so hängt ein solches Kurvenintegral nämlich nur von
F (γ(a)) und F (γ(b)) ab.

Theorem 17.16 (Wegunabhängigkeit von Wegintegralen entlang Gradientenfel-
der). Sei E ⊆ Rn offen und wegweise zusammenhängend und f ∈ C0(E,Rn). Dann sind
äquivalent:

1. f ist ein Gradientenfeld.

2. Für jede geschlossene stückweise C1-Kurve γ ist∫
γ
f · dx = 0.

3. Für I = [a, b] und J = [c, d] und stückweise C1-Kurven β ∈ C0(I, E) und γ ∈ C0(J,E)
mit β(a) = γ(c) und β(b) = γ(cd) gilt∫

β
f · dx =

∫
γ
f · dx.

Beweis. 1. ⇒ 2.: Sei F ∈ C1(E) mit ∇F = f und γ ∈ C0(I = [a, b], E). Dann gilt mit
Lemma 14.23 ∫

γ
f · dx =

∫
I
〈(f ◦ γ), γ′(t)〉dt

=

∫
I
〈((∇F ) ◦ γ), γ′(t)〉dt

=

∫
I
(F ◦ γ)′(t)dt = F (γ(b))− F (γ(a)) = 0
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2.⇒ 3.: Wir definieren die stückweise C1([0, b− a+ d− c], E) Kurve

α :


[b− a+ d− c] → E

t 7→

{
β(t), 0 ≤ t ≤ b− a,
γ(b− a+ d− c− t), t ≥ b− a.

.

Das bedeutet, dass α zunächst β und danach γ in umgekehrter Richtung durchläuft. Ins-
besondere ist wegen den Voraussetzungen in 3. die Kurve α geschlossen und es gilt wegen
Lemma 17.11.2

0 =

∫
α
f(x) · dx =

∫
α|[0,b−a]

f(x) · dx+

∫
α|[b−a,b−a+d−c]

f(x) · dx

=

∫
β
f(x) · dx−

∫
γ
f(x) · dx.

3.⇒ 1.: Ziel ist es, eine Stammfunktion von f anzugeben. Hierzu sei für z ∈ E beliebig. Für
x ∈ E sei γ

x
∈ C0(I = [a, b], E) eine stückweise C1-Kurve mit γ

x
(a) = z, γ

x
(b) = x. Wir

definieren

F (x) :=

∫
γ
x

f(x) · dx

und bemerken, dass F wohldefiniert ist, da F (x) nach Voraussetzung von γ
x

nur über den

Endpunkt der Kurve, also x, abhängt.
Es bleibt nun zu zeigen, dass ∇F = f . Für j = 1, ..., n und x ∈ E betrachten wir nun

γ
x
∈ C0([a, b], E) und γ

x+hej
∈ C0([a, b+1], E), so dass γ

x+hej
(b+t) = x+htej . Das bedeutet,

dass γ
x+hej

über den Punkt x läuft. Nun gilt

F (x+ hej)− F (x)

h
=

1

h

(∫
γx+hej

f(y) · dy −
∫
γx

f(y) · dy
)

=
1

h

∫ 1

0
〈f(x+ htej), hej〉dt

=

∫ 1

0
fj(x+ htej)dt

h→0−−−→ fj(x),

woraus die Behauptung folgt.

Um zu prüfen, ob ein gegebenes Vektorfeld ein Gradientenfeld ist, geben wir nun noch ein
Kriterium an.

Korollar 17.17 (Rotationsfreiheit von Gradientenfeldern). Sei E ⊆ Rn offen und
f ∈ C1(E,Rn) ein Gradientenfeld. Dann gilt

∂f
i

∂xj
=
∂f

j

∂xi
.

Beweis. Es sei F ∈ C2(E,Rn) eine Stammfunktion von f . Der Satz von Schwartz, Theo-
rem 14.16, impliziert nun

∂f
i

∂xj
=

∂

∂xj

∂F (x)

∂xi
=

∂

∂xi

∂F (x)

∂xj
=
∂f

j

∂xi
.
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Beispiel 17.18. Wir betrachten das Vektorfeld f : (x, y) 7→ (−y, x) aus Beispiel 17.14.2. Wir
berechnen

∂f1

∂y
= −1 6= 1 =

∂f2

∂x
= 1.

Insbesondere kann f kein Gradientenfeld sein (was wir in Beispiel 17.14.2 ja schon gesehen
hatten).

Bemerkung 17.19 (Rotation). Sei E ⊆ R3 offen und f ∈ C1(E,Rn) ein Vektorfeld. Dann
heißt das Vektorfeld g ∈ C0(E,Rn), definiert durch

rot(f) :=



∂f3

∂x2
− ∂f2

∂x3

∂f1

∂x2
− ∂f2

∂x1

∂f2

∂x1
− ∂f1

∂x2


Rotation von f . Korollar 17.17 besagt nun, dass für Gradientenfelder die Rotation 0 ist.

18 Ausblicke

Die Vorlesungen Analysis sind Grundpfeiler einer ganzer Mange mathematischer Theorie. Wir
geben nun noch einen kleinen Ausblick, was wir mit dem bisher Gelernten anfangen können.
Die Funktionentheorie (siehe Abschnitt 18.1) ist eine Fortsetzung der Analysis für Funktionen
f : C → C. Weiter behandeln wir in Abschnitt 18.2 den Fixpunktsatz von Brouwer. Dieser
Satz hat beispielsweise Anwendungen in der Funktionalanalysis.

18.1 Funktionentheorie

Die Funktionentheorie beschäftigt sich mit Funktionen f : C→ C. Hierzu bemerken wir, dass
eine solche Funktion gegeben ist durch eine Funktion f = (f1, f2) : R2 → R2 mittels

f(x+ iy) = f1(x, y) + if2(x, y).

Wir bezeichnen hier Ref = f1 und Imf = f2. Zentral ist hierbei der Begriff der komplexen
Differenzierbarkeit oder Holomorphie.

Definition 18.1 (Holomorphie). Sei E ⊆ C offen und f : E → C. Dann heißt f in
z = x+ iy holomorph mit Ableitung f ′(z), wenn

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= f ′(z)

existiert (wobei h→ 0 im Komplexen betrachtet wird). Weiter heißt f holomorph auf E, wenn
f für alle z ∈ E holomorph ist.

Bemerkung 18.2 (Ableitungsregelen, C ∼ R2). 1. Genau wie im Reellen gelten ein
paar Ableitungsregeln: Linearität der Differentiation, Produktregel, Quotientenregel,
Kettenregel.
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2. Wir identifizieren im Folgenden z = x+ iy ∈ C mit (x, y) ∈ R2. Etwa schreiben wir für
c = a+ ib und z = x+ iy

cz = (ax− by, bx+ ay) =

(
a −b
b a

)(
x
y

)
.

Proposition 18.3 (Cauchy-Riemann’sche Differentielgleichungen). Sei E ⊆ C offen
und f : E → C mit f(x+ iy) = f1(x, y) + if2(x, y). Dann ist f genau dann holomorph, wenn
(f1, f2) differenzierbar ist mit

∂f1

∂x
=
∂f2

∂y
,

∂f2

∂x
= −∂f1

∂y
.

Beweis. Sei zunächst f = f1 + if2 komplex differenzierbar mit Ableitung f ′ und f = (f1, f2).
Dann gilt mit h = h1 + ih2 ∈ C

f(x+ h1, y + h2)− f(x, y)−
(

Ref ′(z) −Imf ′(z)
Imf ′(z) Ref ′(z)

)(
h1

h2

)
|h|

=
f(z + h)− f(z)− f ′(z)h

h

h

|h|
h→0−−−→ 0.

Damit ist f differenzierbar mit

Df(z) =

(
Ref ′(z) −Imf ′(z)
Imf ′(z) Ref ′(z)

)
.

Daraus folgt bereits die Gültigkeit der Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen.
Sei umgekehrt f differenzierbar und die Cauchy-Riemann’schen Differentialgleichungen

gelten, d.h.

Df(z) =


∂f1(x, y)

∂x

∂f2(x, y)

∂x

−∂f2(x, y)

∂x

∂f1(x, y)

∂x

 =


∂f2(x, y)

∂y
−∂f1(x, y)

∂y

∂f1(x, y)

∂y

∂f2(x, y)

∂y

 .

Für

f ′(z) :=
∂f1(x, y)

∂x
− i∂f2(x, y)

∂x
=
∂f2(x, y)

∂y
+ i

∂f1(x, y)

∂y

ist nun

f ′(z)h = Df(x, y)h

und damit

f(z + h)− f(z)− f ′(z)h
h

=
f(x+ h1, y + h2)− f(x, y)−Df(x, y)h

|h|
|h|
h

h→0−−−→ 0

wegen der Differenzierbarkeit.
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Definition 18.4 (Komplexe Integrale und Kurvenintegral). Sei I ein Intervall und
f : I → C mit f = (f1, f2). Dann setzen wir∫

I
f(t)dt =

∫
I
f1(t)dt+ i

∫
I
f2(t)dt.

Ein spezielles Beispiel sind Kurvenintegrale. Ist I ein Intervall und γ ∈ C0(I,C) eine stück-
weise C1 Kurve, dann ist ∫

γ
f(z)dz :=

∫
I
f(γ(t))γ′(t)dt.

Mit γ = (γ1, γ2) gilt dann∫
γ
f(z)dz =

∫
I
f1(γ(t))γ′1(t)− f2(γ(t))γ′2(t)dt+ i

∫
I
f1(γ(t))γ′2(t) + f2(γ(t))γ′1(t)dt

=

∫
γ
(f1,−f2)(x, y) · d(x, y) + i

∫
γ
(f2, f1)(x, y) · d(x, y).

(18.1)

Bemerkung 18.5 (Merkregel). Um sich die Formel (18.1), die wir im Folgenden noch öfter
verwenden werden, merken zu können, schreiben wir dz = dx+ i dy und damit formal∫
γ
f(z)dz =

∫
γ
(f1(z) + if2(z))(dx+ i dy) =

∫
γ
f1(z)dx− f2(z))dy + i

∫
γ
f2(z)dx+ f1(z))dy

=

∫
γ
(f1,−f2)(x, y) · d(x, y) + i

∫
γ
(f2, f1)(x, y) · d(x, y).

Beispiel 18.6 (Kurvenintegrale von Polynomen). Wir zeigen nun für γ : [0, 1]→ C mit
γ(t) = re2πit ∫

γ
zn · dz =

{
0, n 6= −1,

2πi, n = −1
.

Denn: Wir schreiben direkt ∫
γ
zndz = 2πirn+1

∫ 1

0
e2πi(n+1)tdt.

Für n = −1 folgt daraus direkt die Behauptung. Für n 6= −1 hingegen ist damit∫
γ
zndz =

rn+1

n+ 1
e2πi(n+1)t

∣∣t=1

t=0
= 0.

Die folgende Homotopieformel gilt zwar allgemein, wird aber besonders schön, wenn es um
Kurvenintegrale von holomorphen Funktionen geht; siehe den Cauchy’schen Integralsatz in
Theorem 18.8.

Lemma 18.7 (Eine Homotopieformel). Sei E ⊆ Rn sternförmig mit Mittelpunkt y ∈ E
und f ∈ C1(E,Rn) ein Vektorfeld. Weiter sei γ ∈ C0(I, E) eine geschlossene, stückweise C1

Kurve und γ
s
(t) := (1− s)y + sγ(t). Dann gilt∫

γ
f(x) · dx =

∫ 1

0
s

∫
I
〈(Df((1− s)y + sγ(t))> −Df((1− s)y + sγ(t))γ′(t)), γ(t)〉dtds.

Ist insbesondere Df symmetrisch, so ist das Kurvenintegral 0.
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Beweis. OBdA sei y = 0. Es gilt ∫
γ

0

f(x) · dx = 0

sowie, mittels Differentiation unter dem Integral und partieller Integration,

∂

∂s

∫
γ
s

f(x) · dx =
∂

∂s

∫
I

〈
f(γ

s
(t)),

∂γ
s
(t)

∂t

〉
dt

=
∂

∂s

∫
I
〈f(sγ(t))), sγ′(t)〉dt

=

∫
I
〈f(sγ(t)), γ′(t)〉dt+

∫
I
〈Df(sγ(t))γ(t), sγ′(t)〉dt

= 〈f(sγ(t)), γ(t)〉|t=bt=a −
∫
I
〈Df(sγ(t))sγ′(t), γ(t)〉dt

+

∫
I
〈Df(sγ(t))γ(t), sγ′(t)〉dt

= s

∫
I
〈Df(sγ(t))γ(t), γ′(t)〉 − 〈Df(sγ(t))γ′(t), γ(t)〉dt

= s

∫
I
〈(Df(sγ(t))> −Df(sγ(t))γ′(t)), γ(t)〉dt

(18.2)

Theorem 18.8 (Cauchy’scher Integralsatz). Sei E ⊆ C sternförmig mit Mittelpunkt
y ∈ E und f : E → C holomorph. Weiter sei γ ∈ C0(I, E) eine geschlossene, stückweise C1

Kurve. Dann gilt ∫
γ
f(z)dz = 0.

Beweis. Wir erinnern an (18.1). Wir wenden Lemma 18.7 auf die Funktionen g := (f1,−f2)
und h := (f2, f1) an. Wir bemerken, dass wegen der Gültigkeit der Cauchy-Riemann’schen
Differentialgleichungen

Dg(x, y) =


∂f1(x, y)

∂x

∂f1(x, y)

∂y

−∂f2(x, y)

∂x
−∂f2(x, y)

∂y

 =


∂f1(x, y)

∂x

∂f1(x, y)

∂y
∂f1(x, y)

∂y
−∂f1(x, y)

∂x

 ,

D h(x, y) =


∂f2(x, y)

∂x

∂f2(x, y)

∂y
∂f1(x, y)

∂x

∂f1(x, y)

∂y

 =

−
∂f1(x, y)

∂y

∂f1(x, y)

∂x
∂f1(x, y)

∂x
−∂f1(x, y)

∂y


impliziert. Insbesondere sind Dg und Dh symmetrisch. Nach Lemma 18.7 ist damit die rechte
Seite von (18.1) Null.

Bemerkung 18.9 (Zwei Erweiterungen). Sei E ⊆ C sternförmig mit Zentrum y. Weiter
sei γr(t) = e2πit für r klein genug, so dass γr(I) ⊆ E.
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1. Sei und f : E \ {y} → C holomorph. Dann ist

r 7→
∫
γr

f(z)dz

konstant.

Denn: Wir gehen wie im Beweis des Cauchy-schen Integralsatzes vor. Wieder betrachten
wir die Funktionen g = (f1,−f2) und h = (f2, f1), die symmetrische Ableitungen haben.
Nach (18.2) ist dann

∂

∂r

∫
γ
r

g(x)dx = 0

und dasselbe gilt für die Funktion h. Mit (18.1) folgt dann die Behauptung.

2. Ist weiter (etwas allgemeiner als im Cauchy’schen Integralsatz) f : E → C holomorph
auf E \ {y} und stetig auf E. Dann ist∫

γr

f(z)dz = 0.

Denn: Mit Lemma 17.12 gilt∣∣∣ ∫
γr

f(z)dz
∣∣∣ ≤ L(γr) · ||f ||γr(I)

r→0−−−→ 0.

Mit 1. folgt die Behauptung.

Theorem 18.10 (Cauchy’sche Integralformel). Sei E ⊆ C und f : E → C holomorph
und r so, dass Br(z) ⊆ E. Dann gilt mit γr(t) = re2πit

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(y)

y − z
dy. (18.3)

Bemerkung 18.11 (Interpretation). Das erstaunlichste an der Cauchy’schen Integralfor-
mel ist, dass die Funktionswerte einer holomorphen Funktionen auf einem Kreis γr(I) Funk-
tionswerte innerhalb des Kreises bestimmen. Schließlich hängt die rechte Seite von (18.3) nur
von solchen Werten auf dem Kreis γr ab.

Beweis von Theorem 18.10. Nach Beispiel 18.6 ist

f(z) =
1

2πi

∫
γr

f(z)

y − z
dy.

Wir definieren nun die auf E \ z holomorphe und auf E stetige Funktion

y 7→ g(y) =

{
f(y)−f(z)

y−z , y 6= z,

f ′(z), y = z.

Damit folgt die Behauptung mit Bemerkung 18.9.2 aus∫
γr

f(y)− f(z)

y − z
dy =

∫
γr

g(y)dy = 0.
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Als Anwendung der Cauchy’schen Integralformel und des Integralsatzes geben wir nun einen
Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra.

Theorem 18.12 (Fundamentalsatzes der Algebra). Seien a0, ..., an ∈ C und p : z 7→
a0 + a1z + a2z

2 + · · ·+ anz
n. Dann gibt es mindestens ein z ∈ C mit p(z) = 0.

Beweis. Wir schreiben p(z) = z · q(z) + a0. OBdA ist z 6= 0, sonst ist die Aussage trivial.
Angenommen, p habe keine Nullstelle. Dann gilt

1

z
=

p(z)

zp(z)
=
q(z)

p(z)
+

a0

zp(z)
dz.

Nun ist z 7→ q(z)/p(z) holomorph und damit gilt für γr = re2πit mit Beispiel 18.6

2πi =

∫
γr

1

z
dz =

∫
γr

a0

zp(z)
dz.

wegen dem Cauchy’schen Integralsatz. Nun ist wegen Lemma 17.12∣∣∣ ∫
γr

a0

zp(z)
dz
∣∣∣ ≤ L(γr)|a0|

∣∣∣∣∣∣ 1

zp(z)

∣∣∣∣∣∣
γr

= 2πr|a0| ·
∣∣∣∣∣∣ 1

p(z)

∣∣∣∣∣∣
γr

r→∞−−−→ 0

da |p(z)| z→∞−−−→∞. Insgesamt haben wir also gezeigt

2π =
∣∣∣ ∫

γr

1

z
dz =

∫
γr

a0

zp(z)
dz
∣∣∣ r→∞−−−→ 0,

ein Widerspruch. Daraus folgt die Behauptung.

Bemerkung 18.13 (Ausblick in weitere Resultate). Der Cauchy’sche Integralsatz und
die Integralformel sind in der Funktionentheorie zentral. Einerseits erfahren sie Verallgemei-
nerungen, insbesondere bei der Form der Menge E und dem Weg γ, über den integriert wirf.
Während wir beim Integralsatz nur sternförmige Gebiete betrachtet hatten, gelingt es in der
allgemeinen Theorie, einfach zusammenhängende Gebiete zu verwenden. Dies sind Gebiete,
in denen sich geschlossene Wege immer auf einzelne Punkte zusammen ziehen lassen. Die
kreisförmigen Wege im Integralsatz werden außerdem durch beliebige geschlossene stückweise
C1-Kurven ersetzt. Schöne Aussagen über holomorphe Funktionen sind etwa:

• Jede auf einem Gebiet E holomorphe Funktion lässt sich lokal in einer Potenzreihe
darstellen. (Wir erinnern daran, dass das für reelle Funktionen nicht gilt, siehe Bei-
spiel 12.20.)

• Ist E einfach zusammenhängend, dann ist f auf E genau dann holomorph, wenn f
eine Stammfunktion besitzt. (Auch dies gilt im reellen nicht: es gibt hier sehr wohl
Funktionen, die integrierbar sind – und damit eine Stammfunktion besitzen – ohne dass
die Funktionen differenzierbar wären.)

• Jede auf ganz C holomorphe, beschränkte Funktion ist konstant. (Auch dies gilt für
Abbildungen im reellen nicht.)
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18.2 Der Fixpunktsatz von Brouwer

Im Laufe der Vorlesung haben wir einige Male den Banach’schen Fixpunktsatz (Theo-
rem 15.15) anwenden können, etwa im Kurzzeit-Existenzsatz von Picard-Lindelöf für Dif-
ferentialgleichungen (Theorem 15.19) und bei der lokalen Umkehrbarkeit von Funktionen
(Theorem 16.15). Dies deutet darauf hin, dass Fixpunktsätze in der Mathematik eine große
Rolle spielen. Aus diesem Grund geben wir nun noch den wichtigen Fixpunktsatz von Brou-
wer an. Eine Verallgemeinerung erfährt dieser im Fixpunktsatz von Schauder (in dem Rm
durch einen beliebigen vollständigen normierten Raum ersetzt wird).

Wir schreiben im Folgenden

Bn := {x : |x| < 1}, B
n

:= {x : |x| ≤ 1}, Sn−1 := ∂Bn := ∂B
n

:= {x : |x| = 1}.

Ziel dieses Kapitels ist der Beweis des Brouwer’schen Fixpunktsatzes (Theorem 18.17). Bevor
wir mit dem Beweis beginnen können, benötigen wir zwei Lemmas.

Lemma 18.14 (Stetige Abbildungen B
n → Sn−1). Es gibt keine Abbildung f ∈

C1(B
n
, Sn−1) mit f(x) = x für x ∈ Sn−1.

Bemerkung 18.15 (Transformationssatz). Im Beweis werden wir einen Satz verwenden,
der erst in der Vorlesung Analysis III bewiesen werden wird: Ist E ⊆ Rm und f : E → Rm
ein Diffeomorphismus, dann ist

λ(F (E)) =

∫
E
|det(Df(x))|dx.

Hierbei ist λ(F (E)) das Volumen von F (E) as Teilmenge des Rm und die rechte Seite kann
als Mehrfachintegral interpretiert werden.

Um die Richtigkeit dieser Formel etwas zu erläutern, betrachten wir m = 2 sowie die
Abbildung f : x 7→ Ax für eine invertierbare Matrix A. Dann besteht f([0, 1]2) genau aus
dem von A(0, 0), x := A (1, 0), y := A (0, 1) und A(1, 1) aufgespannten Parallelogramm. Um
die Fläche von f([0, 1]2), also dem von x, y aufgespannten Parallelogramms zu berechnen,

projezieren wir y auf x⊥ := (−x2, x1) und erhalten dabei den Vektor

z =
〈y, x⊥〉
|x⊥|2

x⊥.

(Dieser Vektor steht offenbar auf x senkrecht und es gilt |〈y, z〉| = |z|2.) Die Fläche des von x

und y aufgespannten Parallelogramms ist nun wegen |x| = |x>|

λ(f([0, 1]2)| = |x| · |z| = |〈y, x>〉| = |x1y2 − x2y1| = |det(x, y)| = |det(A)| =
∫

[0,1]2
|det(A)|dx.

Beweis von Lemma 18.14. Angenommen es gäbe ein f ∈ C1(B
n
, Sn−1) mit der geforderten

Eigenschaft. Wir definieren dann g(x) := f(x)− x und

F (t, x) := (1− t)x+ tf(x) = x+ tg(x).
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Für x ∈ Bn
ist damit |F (t, x)| ≤ (1− t)|x|+ t|f(x)| ≤ (1− t)+ t = 1, also F (t, .) ∈ C1(B

n
, B

n
)

und für x ∈ Sn−1

F (t, x) = (1− t)x+ tx = x.

Mit f ist auch g stetig differenzierbar, nach Bemerkung 15.9 insbesondere Lipschitz-stetig,
d.h. es gibt ein L ≥ 0 mit

|g(y)− g(x)| ≤ L|y − x|

für x, y ∈ Bn
. Wir zeigen nun:

Behauptung: Es gibt ein t0 > 0, so dass für alle t ∈ [0, t0] die Abbildung F (t, .) :
Bn → F (t, Bn) ein Diffeomorphismus ist.

Wir verwenden Korollar 16.16. Hierzu zeigen wir, dass (i) det(D
x
F (t, .)) 6= 0 für t klein genug

und (ii) für t ∈ [0, 1/L) die Abbildung F (t, .) injektiv ist. Die Eigenschaft (i) ist einfach
zu zeigen. Schließlich ist D

x
F (t, .) = (1 − t)E

m
+ tD f . Damit ist D

x
F (0, .) = E

m
und

damit invertierbar. Weiter ist t 7→ det(D
x
F (t, x)) stetig, also muss es ein t0 > 0 geben mit

det(D
x
F (t, .)) 6= 0 für t ≤ t0. Für (ii) sei t ∈ [0, 1/L). Angenommen, es wäre x, y ∈ Bn mit

F (t, x) = F (t, y), also
|y − x| = t|g(y)− g(x)| ≤ tC|y − x|.

Da tC < 1 nach Voraussetzung, ist dies nur für y = x möglich. Damit ist F (t, .) injektiv.

Weiter zeigen wir nun:

Behauptung: F (t, Bn) = Bn für t ∈ [0, t0].

Angenommen, es gäbe ein t ∈ [0, t0] und y ∈ Bn \ F (t, Bn). OBdA ist x ∈ ∂F (t, Bn) :=

F (t, Bn) \ F (t, Bn), da F (t, Bn) offen ist. Sei x1, x2, ... ∈ Bn so, dass F (t, xn)
n→∞−−−→ y. Da

B
n

kompakt ist, können wir zu einer Teilfolge übergehen, die konvergiert. OBdA ist also
xn

n→∞−−−→ x ∈ Bn
. Wegen der Stetigkeit von F (t, .) ist F (t, x) = y. Damit muss x = ∂Bn =

Sn−1 sein. Nach Voraussetzung folgt daraus also y = F (t, x) = x ∈ Sn−1, ein Widerspruch
zur Annahme, da Bn ∩ Sn−1 = ∅. Damit ist die Behauptung gezeigt.

Wir konstruieren nun den Widerspruch, der dann die Behauptung des Brouwer’schen Fix-
punktsatzes zeigt. Hierfür betrachten wir

p : t 7→
∫
Bn
|det(D

x
F (t, x))|dx.

Nach Definition von F (t, x) ist dies ein Polynom in t. Weiter gilt mit dem Transformationssatz
(siehe Bemerkung 18.15) für t ∈ [0, t0), dass

p(t) = λ(F (t, Bn)) = λ(Bn) > 0.

Insbesondere ist das Polynom p auf [0, t0] konstant mit p(0) > 0. Dies bedeutet, dass p
konstant sein muss, insbesondere also p(t) > 0 für alle t gelten muss. Andererseits gilt
|F (1, x)|2 = 1 und damit für j = 1, ...,m

0 =
∂

∂xj

m∑
i=1

(fi(1, x))2 = 2

m∑
i=1

fi(1, x)
∂fi(1, x)

∂xj
= 2F (1, x)(D

x
(1, x))j ,
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also F (1, x)D
x
(1, x) = 0. Insbesondere hat D

x
(1, x) den Eigenwert 0 und ist damit nicht

invertierbar oder det(D
x
F (1, x)) = 0. Daraus folgt, dass p(1) = 0 gilt im Widerspruch zu

p(t) > 0 für alle t.

Lemma 18.16 (Best-Approximation). Sei E ⊆ Rm kompakt und konvex. Dann gibt es
für jedes x ∈ Rm genau ein p(x) mit |p(x) − x| = infy∈E |y − x|. Die Abbildung p heißt
Best-Approximation, ist stetig und es gilt p(x) = x für x ∈ E.

Beweis. Sei zunächst x ∈ Rm beliebig. Zunächst ist die Abbildung y 7→ |y − x| stetig, und
nimmt somit auf dem kompakten E ihr Infimum p(x) an. Dies stellt die Existenz der Abbil-
dung p sicher. Wir müssen noch zeigen, dass (i) p eindeutig ist und (ii) p stetig ist. Hierfür
setzen wir

γx := inf
y∈E
|y − x|.

Für (i) nehmen wir an, dass p′(x) 6= p(x) mit p′(x) ∈ E ein weiterer Minimierer von y 7→ |y−x|
auf E ist. Wir setzen dann z := 1

2(p(x) + p′(x). Da E konvex ist, muss y ∈ E sein. Außerdem
gilt

|z − x| = 1
2

∣∣∣p(x)− x+ p′(x)− x
∣∣∣ ≤ 1

2

∣∣∣p(x)− x
∣∣∣+
∣∣∣p′(x)− x

∣∣∣ = γx,

wobei ’=’ nur dann gilt, wenn p(x)−x und p′(x)−x parallel sind, also wenn p(x)−x = p′(x)−x,
was aber laut Voraussetzung nicht der Fall ist. Also haben wir gezeigt, dass |z−x| < γx, also
ein Widerspruch. Damit ist die Eindeutigkeit des Minimierers p(x) gezeigt.

Für (ii) nehmen wir eine Folge x, x1, x2, ... ∈ Rm mit xm
n→∞−−−→ x. Sei ε > 0 und N groß

genug, so dass |xn − x| < ε für n ≥ N . Nun gilt

γx ≤ |p(xn)− x| ≤ |p(xn)− xn|+ |xn − x| ≤ γxn + ε.

Andererseits ist

γxn = inf
y∈E
|y − xn| ≤ inf

y∈E
|y − x|+ |x− xn| ≤ γx + ε.

Aus den letzten beiden Gleichungen lesen wir ab, dass

γx ≤ |p(xn)− x| ≤ γxn + 2ε.

Das bedeutet, dass |p(xn) − x| n→∞−−−→ γx = |p(x) − x|. Aus der Eindeutigkeit von p(x) folgt
die Stetigkeit von p.

Nun können wir den Beweis des Brouwer’schen Fixpunktsatzes führen.

Theorem 18.17 (Brouwer’scher Fixpunktsatz). Sei E ⊆ Rm konvex und kompakt sowie
f ∈ C0(E,E). Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Bemerkung 18.18 (Spezialfall m = 1). Im Spezialfall m = 1 ist der Beweis ganz einfach:
Dann ist nämlich E = [a, b] ein kompaktes Intervall. Für eine Abbildung f : [a, b]→ [a, b] gilt
nun

f(a)− a ≥ 0, f(b)− b ≤ 0.

Damit hat nach Korollar 5.20 die Abbildung x 7→ f(x) − x mindestens eine Nullstelle, d.h.
ein x mit f(x) = x, also einen Fixpunkt von f .
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Beweis von Theorem 18.17. Der Beweis erfolgt nun in drei Schritten:
Schritt 1: Zunächst nehmen wir an, dass f ∈ C1(Bm, Bm). Wir zeigen:

Behauptung: Sei f ∈ C1(Bm, Bm). Dann besitzt f einen Fixpunkt.

Angenommen, f hätte keinen Fixpunkt. Dann gibt es zu jedem x ∈ Bm einen Schnittpunkt
der Geraden durch x und f(x) durch Sm−1. Diese ist gegeben durch die Abbildung F :
[0, 1]×Bm−1 → Sm−1 mittels

F (t, x) = x+ tλ(x)
x− f(x)

|x− f(x)|
,

für

λ(x) =
(

1− |x|2 +
〈
x,

x− f(x)

|x− f(x)|

〉2)1/2
−
〈
x,

x− f(x)

|x− f(x)|

〉
.

Denn: Die rechte Seite ist von der Form x + tbx(x − f(x)) für eine Konstante bx, was für
variables t eine Gerade durch x und f(x) darstellt. Weiter ist

|F (1, x)|2 = |x|2 + λ(x)2 + 2λ(x)
〈
x,

x− f(x)

|x− f(x)|

〉
= 1 + 2

〈
x,

x− f(x)

|x− f(x)|

〉2
+ 2
(
λ(x)−

(
1− |x|2 +

〈
x,

x− f(x)

|x− f(x)|

〉2)1/2)〈
x,

x− f(x)

|x− f(x)|

〉
= 1.

Für x ∈ Sn−1 ist λ(x) = 0 und damit F (1, x) = x. Aus Lemma 18.14 folgt nun, dass
es die Abbildung x 7→ F (1, x) nicht geben kann, also einen Widerspruch. Daraus folgt die
Behauptung.

Schritt 2: Wir verallgemeinern Schritt 1 nun für Funktionen f ∈ C0(Bm, Bm). Sei hierzu
g

1
, g

2
, ... ∈ C1(Bm, Bm) und so, dass ||g

n
− f || → 0. (Eine solche Folge existiert wegen des

Satzes von Stone, Theorem 10.12.) Sei nun xn ein Fixpunkt von p
n
. Durch Übergang zu einer

Teilfolge konvergiert xn
n→∞−−−→ x. Damit gilt

|f(x)− p
n
(xn)| ≤ |f(x)− f(xn)|+ |f(xn)− p

n
(xn)| n→∞−−−→ 0

wegen der Stetigkeit von f und p
n

n→∞−−−→glm f . Daraus folgt sofort

f(x) = lim
n→∞

p
n
(xn) = lim

n→∞
xn = x,

also die Aussage.

Schritt 3: Wir verallgemeinern das Resultat von Schritt 2 nun für konvexes, kompaktes E. Sei r
so groß, dass E ⊆ Br(0). Sei p : Br(0)→ E die stetige Best-Approximation aus Lemma 18.16.
Klar ist nun, dass f ◦ p ∈ C0(Br(0), Br(0)) mit f ◦ p(Br(0)) ⊆ E. Nach Schritt 2 gibt es also
ein x ∈ Br(0) mit x = f ◦ p(x) ∈ E. Für x ∈ E ist jedoch p(x) = x und damit ist x = f(x)
und der Fixpunktsatz ist gezeigt.

Als Anwendung des Brouwer’schen Fixpunktsatzes zeigen wir nun die Lösbarkeit einer be-
stimmten Klasse nicht-linearer Gleichungen.
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Proposition 18.19. Sei E ⊆ Rm und g = (g1, ..., gm) ∈ C0(E,E), so dass

〈g(x), x〉 ≥ 0, für alle x ∈ Br(0).

Dann hat die Gleichung
g(x) = 0

mindestens eine Lösung x ∈ Br(0).

Beweis. Angenommen, es gäbe keine Lösung der Gleichung. Dann definieren wir

f := −r
g

|g|
.

Da g stetig ist und |g(x)| > 0 für alle x ∈ Br(0), ist f stetig. Für x ∈ Br(0) gilt außerdem

|f(x)| = r, und damit f(Br(0)) ⊆ Br(0). Damit gibt es nach dem Brouwer’schen Fixpunktsatz
ein x ∈ Br(0) mit x = f(x) ∈ ∂Br(0). Daraus folgt

0 ≤ 〈g(x), x〉 = −r|g(x)|〈f(x), x〉 = −r|g(x)|〈x, x〉 < 0,

ein Widerspruch.

Beispiel 18.20 (Ein Wirtschaftsmodell). Als weitere Anwendung bringen wir ein Beispiel
aus der Wirtschaft. Es soll erforscht werden, ob ein Markt mit n Produzenten ein Gleichge-
wicht besitzt. Sei xi das Einkommen des Produzenten i und fij(xi) die Ausgaben von Pro-
duzenten i an Produzenten j, wenn Produzent i gerade Einkommen xi hat. Wenn Produzent
i all seine Einnahmen wieder ausgeben will, gilt also

xi =

n∑
j=1

fij(xi). (18.4)

Andererseits bekommt Produzent j seine Einnahmen von allen anderen Produzenten, so dass

xj =

n∑
i=1

fij(xi) (18.5)

gelten muss. Die Frage ist nun, ob es x = (x1, ..., xn) gibt, so dass (18.4) und (18.5) erfüllt
sind. Wir zeigen hierzu:

Sei r > 0 und alle fij stetig und so, dass (18.4) erfüllt ist. Dann gibt es mindestens
eine Lösung x in der Menge E := {x ∈ Rn+ : 〈x, 1〉 ≤ r} von (18.5).

Denn: Die Menge E ist kompakt und konvex. Wir betrachten die stetige Funktion g =
(g1, ..., gn) mit gj(x) =

∑n
i=1 fij(xi). Dann hat (18.5) genau dann eine Lösung x, wenn

g(x) = x. Um die Existenz eines solchen Fixpunktes zu finden, berechnen wir für x mit
〈x, 1〉 ≤ r

〈g(x), 1〉 =
n∑
j=1

n∑
i=1

fij(xi) =
n∑
i=1

xi ≤ r.

Nun folgt die Behauptung nach dem Brouwer’schen Fixpunktsatz.
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Bemerkung 18.21 (Don’t trust in books). In manchen Skripten findet sich als Anwen-
dung des Brouwer’schen Fixpunktsatzes ein Beweis für den Fundamentalsatz der Algebra:

Beweis von Theorem 18.12. OBdA sei an = 0 (da das Polynom p und p/an dieselben Null-
stellen besitzen). Wir setzen

r := 2 + |a0|+ · · ·+ |an−1|

und

f(z) := z − ((|z| ∧ 1)/z)n−1

r
p(z).

Dann ist f stetig und wir zeigen nun, dass f |Br(0) ⊆ Br(0) und wenden dann der Brou-

wer’schen Fixpunkt satz an. Sei zunächst z ∈ B1(0) (und damit |z| ∧ 1 = |z|). Dann gilt

|f(z)| ≤ |z|+
∣∣∣(|z|/z)n−1

r
p(z)

∣∣∣ ≤ 1 +
|a0|+ · · ·+ |an−1|+ 1

2 + |a0|+ · · ·+ |an−1|
≤ 2 ≤ r.

Für z ∈ Br(0) \B1(0) (und damit |z| ∧ 1 = 1) gilt außerdem

|f(z)| =
∣∣∣z − p(z)

rzn−1

∣∣∣ =
∣∣∣z − a0 + a1z + · · ·+ an−1z

n−1

rzn−1
− z

r

∣∣∣
≤
(

1− 1

r

)
r +
|a0|+ |a1|+ · · ·+ |an−1|

r
≤ r − 1 + 1 = r.

Wir haben also gezeigt, dass f(Br(0)) ⊆ Br(0). Also gibt es nach dem Brouwer’schen Fix-
punktsatz ein z ∈ Br(0) mit f(z) = z. Dies ist aber nur dann möglich, wenn p(z) = 0. Also
hat p eine Nullstelle.

Allerdings ist der Beweis an einer Stelle fehlerhaft. Können Sie sagen, wo?
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Teil V

Maß- und Integrationstheorie

In Kapitel 8 haben wir bereits das Riemann-Integral
∫ b
a f(x)dx kennengelernt. Hier war f eine

stückweise stetige Funktion. Ziel dieses Abschnittes ist es, diesen Integralbegriff zu erweitern.
Zentraler Punkt ist die Entwicklung des Lebensgue-Integrals. (Wir werden hierbei unsere

Notation strapazieren und auch für das Lebensgue-Integral
∫ b
a f(x)dx schreiben.) Dieses neue

Integral ist mindestens aus zwei Gründen eine Erweiterung des alten:

1. Die Funktion f muss nicht notwendigerweise stückweise stetig sein.

2. Konvergenzsätze für das Lebesgue-Integral sind viel stärker als die entsprechenden Aus-
sagen beim Riemann-Integral (siehe etwa Theorem 8.19).

Bevor wir jedoch mit der Konstruktion loslegen können, müssen wir das Lebesgue-Maß (das
dem entsprechenden Integral zugrunde liegt) einführen. (Um sich ein Maß vorzustellen, sei
A = [a, b] ein Intervall. Ein(e Vorstufe eines) Maß(es) auf der Menge der reellen Zahlen ist dann

die Abbildung A 7→
∫ b
a 1dx = b − a.) Da die Konstruktion von Maßen in anderen Bereichen

verallgemeinert werden wird (vor allem für die Wahrscheinlichkeitstheorie), werden wir dieses
möglichst allgemein halten. Dies bedeutet insbesondere, dass wir auch auf anderen Mengen als
den reellen Zahlen Maße definieren wollen. Deswegen bezeichnet E 6= ∅ in diesem Abschnitt
(irgend)eine Menge. Weiter bezeichnet 2E die Potenzmenge von E und jedes A ⊆ 2E ist ein
Mengensystem. Alle betrachteten Mengensysteme seien o.E. nicht leer. Bevor wir mit der
Konstruktion von Maßen beginnen können, wiederholen wir einige wichtige Grundlagen.

19 Wiederholung Topologie

Topologien werden in der Mathematik immer dann gebraucht, wenn ein Konvergenzbegriff
eingeführt wird. Auch wenn Topologien in der bisherigen Teilen nur am Rande behandelt
wurden, sind doch einige Konvergenzbegriffe bekannt (siehe etwa die Unterscheidung zwischen
punktweiser und gleichmäßiger Konvergenz von Funktionen in Kapitel 8).

Wir lernen Topologien als Mengensysteme kennen, die die Grundlage für weitere Men-
gensysteme bilden (σ-Algebren), auf denen wir Maße definieren. Wir werden also Maße auf
topologischen Räumen betrachten. Dabei werden die zugrunde liegenden σ-Algebren von To-
pologie erzeugt (siehe Definition 20.7). Deshalb wiederholen wir zunächst Grundbegriffe der
Topologie.

19.1 Grundlagen

Unter einer Topologie versteht man eine Familie offener Teilmengen eines Grundraumes E22.
In metrischen Räumen nennt man eine Menge A genau dann offen, wenn für jedes x ∈ A auch
ein offener Ball Bε(x) ⊆ A für ein ε > 0. Dieser Fall von metrischen Räumen ist in der Praxis
auch am wichtigsten. In der Maßtheorie kommt dem Fall von separablen Topologien, die von

22Man beachte hier einen feinen Unterschied zu Definition 5.7: dort hatten wir auf Grundlage einer Metrik
definiert, was eine offene Menge ist. Dies bedeutet, dass sich Topologien aus Metriken definieren lassen. Dies
ist jedoch nicht notwendigerweise so. Es gibt also auch Topologien (Mengen offener Mengen), die nicht auf
Metriken basieren.
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vollständigen Metriken erzeugt werden, eine besondere Bedeutung zu. Solche Räume heißen
polnisch.

Definition 19.1. 1. Eine Metrik r auf E heißt vollständig, wenn jede Cauchy-Folge kon-
vergiert. Ist also x1, x2, . . . ∈ E mit

∀ε > 0 ∃N ∈ N ∀n,m ≥ N : r(xn, xm) < ε,

so gibt es ein x ∈ E mit r(xn, x)
n→∞−−−→ 0.

2. Ein Mengensystem O ⊆ 2E heißt Topologie, falls (i) ∅, E ∈ O, (ii) ist A,B ∈ O, so ist
auch A ∩ B ∈ O (iii) ist I beliebig und ist Ai ∈ O, i ∈ I, so ist auch

⋃
i∈I Ai ∈ O. Das

Paar (E,O) heißt topologischer Raum. Mengen A ∈ O heißen offen, Mengen A ⊆ E
mit Ac ∈ O heißen abgeschlossen.

3. Ist (E,O) ein topologischer Raum und A ⊆ E. Dann heißt

A◦ :=
⋃
{O ⊆ A : O ∈ O}

das Innere von A und

A :=
⋂
{F ⊇ A : F c ∈ O}

den Abschluss von A.

4. Ein topologischer Raum (E,O) heißt separabel, wenn es eine abzählbare Menge E′ ⊆ E
gibt mit E

′
= E.

5. Sei (E,O) ein topologischer Raum und B ⊆ O. Dann heißt B eine Basis von O, falls

∀A ∈ O ∀x ∈ A ∃B ∈ B : x ∈ B ⊆ A.

Dies ist genau dann der Fall, wenn

O = {A ⊆ E : ∀x ∈ A ∃B ∈ B : x ∈ B ⊆ A}. (19.1)

oder (äquivalent dazu)

O =
{⋃
i∈I

Bi : Bi ∈ B, i ∈ I, I beliebig
}
. (19.2)

6. Sei B ⊆ 2E. Dann wird durch (19.1) oder (19.2) eine Topologie O(B) definiert, die von
B erzeugte Topologie.

7. Sei (E, r) ein metrischer Raum und

B := {Bε(x) : ε > 0, x ∈ E}. (19.3)

Dann ist O(B) die von r erzeugte Topologie. Falls speziell E ⊆ Rd und r der eukli-
dische Abstand ist, heißt die in (19.1) oder (19.2) definierte Topologie die euklidische
Topologie.
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8. Der Raum (E,O) heißt (vollständig) metrisierbar, wenn es eine (vollständige) Metrik r
auf E gibt, so dass (19.1) gilt. Der Raum (E,O) heißt polnisch, falls er separabel und
vollständig metrisierbar ist.

9. Seien (E,O) und (E′,O′) topologische Räume. Dann heißt eine Abbildung f : E → E′

stetig, falls f−1(A′) ∈ O für alle A′ ∈ O′ gilt.

Beispiel 19.2 (Der Raum Rd). Wir haben bereits den Raum Rd und die euklidische Me-
trik reukl in Definition 5.2 kennen gelernt, und darauf aufbauend den Konvergenzbegriff in
Definition 5.3. In Beispiel 15.13 haben wir gesehen, dass (R, r) vollständig ist (und dasselbe
gilt auch für (Rd, reukl). Weiter ist

B := {Bε(x) : x, ε ∈ Q, ε > 0}.

die (abzählbare) Menge aller offenen Intervalle mit rationalen Radien und rationalen Mittel-
punkten. Dann gilt nach dem eben gesagten (19.1), d.h. eine Menge A ⊆ R ist genau dann
offen, wenn mit x ∈ A auch ein rationales ε > 0 existiert mit Bε(x) ⊆ A. Das bedeutet, dass
die obige Definition der Basis B mit Definition 5.7 im Einklang steht.

Wir zeigen nun: [a, b]◦ = (a, b) und (a, b) = [a, b]. (Analog gilt
(∏d

i=1[ai, bi]
)◦

=∏d
i=1(ai, bi) und

∏d
i=1(ai, bi) =

∏d
i=1[ai, bi].)

Denn: Offenbar ist (a, b) offen. (Mit jedem x ∈ (a, b) ist nämlich Bmin(|x−a|,|x−b|)(x) ⊆ A.)
Also gilt nach der Definition des Inneren, dass [a, b] ⊇ [a, b]◦ ⊇ (a, b). Wäre nun a ∈ [a, b]◦, so
müsste auch Bε(a) ⊆ [a, b]◦ ⊆ [a, b] gelten, was ein Widerspruch ist.
Weiter gilt offenbar für jedes A ⊆ E

A
c

=
(⋂
{F ⊇ A : F c ∈ O}

)c
=
⋃
{F ⊆ Ac : F ∈ O} = (Ac)◦, (19.4)

und damit

(a, b) = ((a, b)c)c = (((a, b)c)◦)c = ((−∞, a] ∪ [b,∞))◦)c = ((−∞, a) ∪ (b,∞))c = [a, b].

Weiter gilt: R ist separabel und insbesondere gilt Q = R.
Denn: Es genügt, Q = R zu zeigen. Dies ist nach (19.4) dasselbe wie (Qc)◦ = ∅. Gäbe es
nämlich x ∈ (Qc)◦, so müsste es (da (Qc)◦ offen ist) ein ε > 0 geben mit Bε(x) ⊆ (Qc)◦ ⊆ Qc,
also Bε(x)∩Q = ∅. Sei nun x1 := x− ε

2 < x2 := x+ ε
2 , also x1, x2 ∈ Bε(x). Nach Lemma 2.18

gibt es y ∈ (x1, x2) ∩Q im Widerspruch zu Bε(x) ∩Q = ∅.

Beispiel 19.3 (Der Raum R). Wir werden oftmals Funktionen mit Werten in

R := R ∪ {−∞,∞} oder R+ := R+ ∪ {∞}

betrachten.23 Um diese Räume als topologische Räume betrachten zu können, setzen wir

ϕ :


R → [−1, 1],

x 7→


2
π arctan(x), x ∈ R,
1, x =∞,
−1, x = −∞

23Die Schreibweise R suggeriert, dass hier der Abschluss von R gemeint ist. Dies stimmt nicht, da die hinzu-
gewonnenen Elemente −∞,∞ nicht in R liegen, Abschlüsse von Mengen aber immer höchstens die Elemente
des Grundraumes enthalten können. Topologisch gesehen ist R die Zwei-Punkte-Kompaktifizierung von R.
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und definieren die Metrik

rR(x, y) := |ϕ(x)− ϕ(y)|, x, y ∈ R.

Der von rR definierte topologische Raum (R,O) erweitert die euklidische Topologie (R,O)
auf R insofern, als dass {A ∩ R : A ∈ O} = O. Dies gilt deshalb, weil ϕ stetig auf R ist mit
stetiger Umkehrfunktion. Weiter gilt, dass (R,O) separabel ist und rR ist eine vollständige
Metrik.

Auf R kann man wie in der Analysis gewohnt rechnen. Etwa ist a · ∞ = ∞ für a > 0.
Allerdings sind die Ausdrücke wie ∞−∞ und ∞/∞ nicht definiert.

Bemerkung 19.4 (Zusammenhang zwischen Metrik und Topologie). Sei (E,O) ein
topologischer Raum und x, x1, x2, . . . ∈ E. Wir definieren

xn
n→∞−−−→ x :⇐⇒ ∀O ∈ O : x ∈ O ⇒ xn ∈ O für fast alle n ∈ N. (19.5)

Insbesondere ergibt so jede Topologie auf E einen Konvergenzbegriff für Folgen in E.
Dieser Konvergenzbegriff stimmt mit dem auf metrischen Räumen bekannten Begriff aus

Definition 5.3 überein: ist nämlich r eine Metrik auf E, die O erzeugt, dann gilt die rechte
Seite aus (19.5) genau dann, wenn für alle ε > 0 gilt, dass r(xn, x) < ε für fast alle n ∈ N.

Mit Hilfe des Konvergenzbegriffes aus (19.5) sehen wir nun folgende bekannte Eigenschaft
ein:

Lemma 19.5 (Abschluss bei metrischen Räumen). Sei (E, r) ein metrischer Raum und
O die von r erzeugte Topologie. Für F ⊆ E sind äquivalent:

1. F ist abgeschlossen.

2. Für alle x1, x2, . . . ∈ F und x ∈ E mit xn
n→∞−−−→ x gilt x ∈ F .

Insbesondere gilt: für jedes A ⊆ E besteht der Abschluss A genau aus den Häufungspunkten
von A.

Beweis. ’1.⇒2.’: Angenommen, es gäbe x1, x2, . . . ∈ F , konvergent gegen x ∈ F c, dann wäre,
da F c ∈ O auch xn ∈ F c für fast alle n. Dies ist im Widerspruch zur Voraussetzung.
’2.⇒1.’: Angenommen, F wäre nicht abgeschlossen, F c also nicht offen. Dann gibt es x ∈ F c,
so dass für alle ε > 0 gilt, dass Bε(x) 6⊆ F c. Wähle ε1, ε2, . . . > 0 mit24 εn ↓ 0 und xn ∈
Bεn(x) ∩ F . Dann gilt x1, x2, . . . ∈ F , xn

n→∞−−−→ x, aber x ∈ F c.

Lemma 19.6 (Abzählbare Basis und separable Räume). Sei (E, r) ein separabler,
metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie, E′ abzählbar mit E′ = E und

B̃ := {Bε(x) : ε ∈ Q+, x ∈ E′}.

Dann ist B̃ abzählbar und O(B̃) = O.

Beweis. Klar ist, dass B̃ abzählbar ist und O(B̃) ⊆ O. Sei B wie in (19.3). Dann ist für
Bε(x) ∈ B

Bε(x) =
⋃

B̃3B⊆Bε(x)

B,

also B ⊆ O(B̃) und damit O = O(B) ⊆ O(B̃).

24Wir schreiben εn ↓ 0 falls ε1 ≥ ε2 ≥ . . . und εn
n→∞−−−−→ 0
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Beispiel 19.7 (Zwei polnische Räume). 1. Sei O die euklidische Topologie auf Rd.
Diese wird nach Definition 19.1.9 durch die euklidische Metrik definiert. Bekannt ist,
dass diese vollständig ist. Weiter ist Qd abzählbar und jedes x ∈ Rd ist Häufungspunkt
einer Folge in Qd. Insbesondere ist also Qd = Rd nach Lemma 19.5, also ist Rd separabel.
Insgesamt ist also (Rd,O) polnisch.

2. Sei K ⊆ R kompakt und E = CR(K) die Menge der stetigen Funktionen x : K → R.
Auf E sei

r(f1, f2) := sup
x∈K
|f1(x)− f2(x)|

der Supremumsabstand. Bekannt ist wieder, dass r vollständig ist. Außerdem lässt sich
jedes f ∈ E nach dem Weierstraß’schen Approximationssatz gleichmäßig durch Polyno-
me approximieren. Sei E′ die abzählbare Menge der Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten. Dann gilt auch, dass E′ = E. Damit ist (E,O) separabel, also polnisch.

19.2 Kompakte Mengen

Topologische Räume können sehr groß sein. Man denke schon an den Raum R, in dem es
Folgen gibt, die divergieren. Als Mengen, bei denen Konvergenz zumindest entlang von Teil-
folgen gilt, hatte wir schon in Definition 19.8 als folgenkompakte Mengen definiert. Dieses
Konzept erweitern wir nun auf den allgemeinen Begriff der kompakten Menge. Insbesondere
zeigen wir in Proposition 19.11, dass folgenkompakte Mengen meistens genau die kompakten
Mengen sind, so dass wir nicht umdenken müssen.

Definition 19.8 (Relativ kompakt, kompakt, relativ folgenkompakt, total be-
schränkt). Sei (E,O) ein topologischer Raum und K ⊆ E.

1. Die Menge K heißt kompakt, falls jede offene Überdeckung eine endliche Teilüber-
deckung besitzt. Das bedeutet: sind Oi ∈ O, i ∈ I und A ⊆

⋃
i∈I Oi, dann gibt es25 J b I

mit A ⊆
⋃
i∈J Oi.

2. Die Menge K heißt relativ kompakt, falls K kompakt ist.

3. Die Menge K heißt relativ folgenkompakt, falls gilt: für jede Folge x1, x2, . . . ∈ K gibt
es eine konvergente Teilfolge, d.h. xk1 , xk2 , . . . ∈ K und x ∈ E mit xkn

n→∞−−−→ x wie in
(19.5).

4. Sei r eine Metrik, die O erzeugt. Dann heißt K ⊆ E total beschränkt, wenn es für jedes
ε > 0 ein N ∈ N und x1, . . . , xN ∈ K gibt, so dass K ⊆

⋃N
n=1Bε(xn).

Beispiel 19.9 (Beschränkte und total beschränkte Mengen A ⊆ Rd). Sei A ⊆ Rd.
Dann ist K genau dann total beschränkt, wenn A beschränkt ist (d.h. wenn es ein K > 0
gibt mit A ⊆ BK(0)).
Denn: Nach Theorem 5.24 ist jedes BK(0) kompakt und hat demnach die Heine-Borel’sche
Überdeckungseigenschaft. Sei also ε > 0 und {Bε/2(x) : x ∈ K} eine offene Überdeckung von
K. Diese hat eine endliche Teilüberdeckung, also x1, ..., xn ∈ K mit K ⊆

⋃n
i=1Bε(xi). Für

jedes x ∈ K mit r(x,A) < ε/2 gibt es ein y ∈ A, so dass Bε/2(x) ⊆ Bε(y) ist. Mit Hilfe dieser

y und der endlichen Überdeckung von K erreicht man nun leicht eine endliche Überdeckung

25Wir schreiben J b I, falls J ⊆ I und J endlich ist.
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von A mit ε-Kugeln. Also ist A total beschränkt.
Sei umgekehrt A total beschränkt. Für ε = 1 gibt es also x1, ..., xn ∈ A mit A ⊆

⋃n
i=1B1(xi).

Damit ist der Durchmesser (der größte Abstand zweier Punkte) von A höchstens n, und damit
ist A beschränkt.

Lemma 19.10 (Kompakte Mengen sind abgeschlossen). Sei (E, r) ein metrischer
Raum und O die von r erzeugte Topologie. Ist K ⊆ E kompakt, dann ist K auch abge-
schlossen.

Beweis. Wir zeigen, dass Kc offen ist. Sei hierzu x ∈ Kc. Für alle x′ ∈ K wählen wir δx′

und εx′ , so dass Bδx′ (x) ∩ Bεx′ (x
′) = ∅. Dann ist offenbar

⋃
x′∈K Bεx′ (x

′) ⊇ K, also gibt
es J b K mit K ⊆

⋃
x′∈J Bεx′ (x

′). Setze δ := minx′∈J δx′ > 0. Dann ist Bδ(x) ∩ K ⊆
Bδ(x) ∩

⋃
x′∈J Bεx′ (x

′) = ∅, also Bδ(x) ⊆ Kc. Da x ∈ Kc beliebig war, ist Kc offen, K also
abgeschlossen.

Folgender Satz über kompakte Mengen unterstreicht zum ersten Mal, warum polnischen
Räumen eine besondere Bedeutung zukommt.

Proposition 19.11 (Charakterisierung relativ kompakter Mengen). Sei (E, r) ein
metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie und K ⊆ E. Betrachte folgende Aussagen:

1. K ist relativ kompakt.

2. Es gilt: sind Fi ⊆ K abgeschlossen, i ∈ I und
⋂
i∈I Fi = ∅, dann gibt es J b I mit⋂

i∈J Fi = ∅.

3. K ist relativ folgenkompakt.

4. K ist total beschränkt.

Dann gilt

4.⇐= 1. ⇐⇒ 2. =⇒ 3.

Außerdem gilt auch 3. =⇒ 2. falls (E,O) separabel ist und 4. =⇒ 3. falls (E, r) vollständig
ist. Insbesondere sind alle vier Aussagen äquivalent, falls (E,O) polnisch ist.

Wir wissen seit Theorem 5.24, dass eine Menge K ⊆ Rd genau dann (folgen-)kompakt
ist, wenn K abgeschlossen und beschränkt ist. Diese Aussage verallgemeinern wir nun auf
Teilmengen K eines beliebigen vollständigen und separablen metrischen Raumes.

Korollar 19.12. Sei (E, r) ein metrischer Raum, O die von r erzeugte Topologie. Dann sind
abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen wieder kompakt.

Beweis. Sei K ⊆ E kompakt und A ⊆ K abgeschlossen. Eine abgeschlossene Menge ist genau
dann kompakt, wenn sie relativ kompakt ist. Aus Proposition 19.11.2 liest man wegen der
Relativkompaktheit von K ab, dass für Fi ∈ Oc, i ∈ I mit Fi ⊆ A ⊆ K und

⋂
i∈I Fi = ∅ ein

J b I existiert mit
⋂
i∈J Fi = ∅. Wieder mit Proposition 19.11.2 folgt daraus, dass A relativ

kompakt, also kompakt ist.
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Beweis von Proposition 19.11. ’1.⇒4.’: Sei K kompakt und ε > 0. Offenbar ist
⋃
x∈K Bε(x) ⊇

K eine offene Überdeckung. Damit gibt es eine endliche Teilüberdeckung, d.h. es gibt
x1, . . . , xN mit K ⊆

⋃N
n=1Bε(xn). Da ε > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.

’1.⇒2.’: Sei nun Fi, i ∈ I wie angegeben. Dann ist
⋃
i∈I F

c
i =

(⋂
i∈I Fi

)c
= E ⊇ K. Da K

kompakt ist, gibt es J b I mit K ⊆
⋃
i∈J F

c
i . Damit ist

⋂
i∈J Fi =

(⋃
i∈J F

c
i

)
⊆ Kc

. Da aber

Fi ⊆ K vorausgesetzt war, ist
⋂
i∈J Fi = ∅.

’2.⇒1.’: Sei Oi ∈ O, i ∈ I mit K ⊆
⋃
i∈I Oi. Setze Fi = Oci ∩ K, dann ist F ci ∈ O und⋂

i∈I Fi = K∩
(⋃

i∈I Oi

)c
= ∅. Also gibt es J b I mit

⋂
i∈J Fi = ∅. Damit ist K

c∪
⋃
i∈J Oi =⋃

i∈J F
c
i = E, also

⋃
i∈J Oi ⊇ K. Mit anderen Worten ist K kompakt.

’2.⇒3.’: Sei x1, x2, . . . ∈ K. Wir setzen Fn = {xn, xn+1, . . .} ⊆ K. Angenommen, es gibt keine
konvergente Teilfolge von x1, x2, . . . Dann ist

⋂∞
n=1 Fn = ∅. Aus 2. folgt dann, dass es ein

N ∈ N gibt mit ∅ =
⋂N
n=1 Fn = FN . Dies ist ein Widerspruch, da FN nach Konstruktion nicht

leer ist; also gibt es eine konvergente Teilfolge.

’3.⇒1.’ falls (E,O) separabel ist: Sei E′ abzählbar mit E′ = E und B := {B1/n(x) : x ∈ E′, n ∈
N}. Damit ist B eine Basis von O und auch abzählbar. Wir schreiben B = {B1, B2, . . .}.

Angenommen K ist nicht kompakt. Das heißt, es gibt Ai ∈ O, i ∈ I mit K ⊆
⋃
i∈I Ai und

es gibt keine endliche Teilüberdeckung. Wir setzen für i ∈ I

Ji = {j ∈ N : Bj ⊆ Ai} ⊆ N

sowie J :=
⋃
i∈I Ji ⊆ N. Damit ist Ai =

⋃
j∈Ji Bj , also

K ⊆
⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

⋃
j∈Ji

Bj =
⋃
j∈J

Bj .

Klar ist, dass nun Bj ∈ O, j ∈ J eine abzählbare Überdeckung von K darstellt. Da es keine
endliche Teilüberdeckung für die Ai, i ∈ I gibt, kann es auch keine endliche Teilüberdeckung
für Bj , j ∈ J geben. (Jedes Bj ist schließlich Teilmenge eines Ai’s.) Für n ∈ N setzen wir
xn ∈ K \

⋃
j∈J,j≤nBj . Nach Voraussetzung hat die Folge x1, x2, . . . ∈ K einen Häufungspunkt

x ∈ K. Da K ⊆
⋃
j∈J Bj , gibt es k ∈ J ⊆ N mit x ∈ Bk. Damit liegen einerseits (da Bk offen

ist) unendlich viele der xn in Bk, andererseits ist xi /∈ Bk für alle i ≥ k nach Konstruktion.
Dies ist ein Widerspruch, also ist K kompakt.

’4.⇐’3. falls (E, r) vollständig ist: Sei x1, x2, . . . ∈ K. Wir konstruieren eine Teilfolge, die
Cauchy-Folge ist. Diese konvergiert, da (E, r) vollständig ist, und K ist als relativ folgen-
kompakt erkannt. Wähle eine Folge ε1, ε2, . . . > 0 mit εn ↓ 0. Da K total beschränkt ist,
gibt es endlich viele ε1-Bälle, die K überdecken. Mindestens einer dieser Bälle muss unendlich
viele der xn enthalten. Diese haben jeweils höchstens Abstand 2ε1. Wähle xk1 als einer dieser
unendlich vielen Punkte. Da dieser ε1-Ball durch endlich viele ε2-Bälle überdeckt wird, gibt
es einen dieser ε2-Bälle, der unendlich viele der xn enthält. Diese haben jeweils höchstens
Abstand 2ε2. Wähle xk2 6= xk1 als einen dieser unendlich vielen Punkten. Durch weiteres
Vorgehen erhalten wir eine Folge xk1 , xk2 , . . . ∈ K, so dass r(xkn , xkm) ≤ 2εm∧n. Mit anderen
Worten haben wir wie angekündigt eine Cauchy-Teilfolge in K gefunden.
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Korollar 19.13 (Analogon von Theorem 5.24 für polnische Räume). Sei (E, r)
vollständig und separabel und K ⊆ E. Dann ist K genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen
und total beschränkt ist.

Beweis. Ist K kompakt, so ist K nach Lemma 19.10 auch abgeschlossen und auch relativ
kompakt nach Definition. Nach Proposition 19.11 ist K auch total beschränkt, was die eine
Richtung zeigt. Ist andersherum K total beschränkt, so folgt die Relativkompaktheit von K
aus derselben Proposition. Klar ist, dass abgeschlossene, relativkompakte Mengen kompakt
sind.

Beispiel 19.14 (Kompakte metrische Räume sind polnisch). Sei (E, r) ein metrischer
Raum und O die von r erzeugte Topologie. Falls E kompakt ist, dann ist (E,O) polnisch.

Wir zeigen, dass r vollständig ist. Sei x1, x2, . . . ∈ E eine Cauchy-Folge. Da K relativ
folgenkompakt nach Proposition 19.11 ist, gibt es eine konvergente Teilfolge xk1 , xk2 , . . . Sei
x ∈ E der Grenzwert der konvergenten Teilfolge. Sei ε > 0 und N ∈ N, so dass r(xm, xn) < ε/2
für m,n > N und r(xkn , x) < ε/2 für kn > N . Dann gilt für m > N , dass r(xm, x) ≤
r(xm, xkn) + r(xkn , x) ≤ ε. Daraus folgt, dass xn

n→∞−−−→ x.

Für die Separabilität von (E,O) sei ε1, ε2, . . . > 0 mit εn ↓ 0. Da K total beschränkt ist,
gibt es für alle n ∈ N ein kn und xn1, . . . , xnkn mit K ⊆

⋃kn
k=1Bεn(xnkn). Sei E′ = {xnk : n ∈

N, k = 1, . . . , kn}. Dann ist E′ abzählbar und für jedes x ∈ E und jedes n ∈ N gibt es ein
k(x, n) ∈ {1, . . . , kn} mit r(xk(x,n), x) < εn. Damit gilt (xk(x,n), x)

n→∞−−−→ x. Also ist E′ = E.

20 Mengensysteme

Ein Ziel der Maßtheorie ist es, den Inhalt möglichst vieler Mengen zu messen. Deswegen legen
wir in diesem Abschnitt fest, was maximale Mengensysteme sind, deren Elemente man einen
Inhalt zuordnen kann. Dies führt auf den Begriff der σ-Algebra. Mit anderen Worten werden
Elemente von σ-Algebren Ereignisse sein, deren Inhalte wir messen können. (Der wichtigste
Fall wird hierbei sein, dass die σ-Algebra von einer Topologie abgeleitet ist, die ja auch schon
ein Mengensystem darstellt.) Die anderen in diesem Abschnitt eingeführten Mengensysteme
werden dazu dienen, geeignete σ-Algebren zu definieren.

20.1 Halbringe, Ringe und σ-Algebren

Die in diesem Abschnitt eingeführten Begriffe haben einen einfachen Zusammenhang. Ist
nämlich C ⊆ 2E , so gilt

C ist σ-Algebra =⇒ C ist Ring =⇒ C ist Halbring.

Beziehungen zwischen den Mengensystemen sind in Tabelle 20.1 festgehalten.

Definition 20.1 (Halbring, Ring, σ-Algebra).

1. Ein Mengensystem H heißt schnittstabil, falls mit A,B ∈ H auch A ∩ B ∈ H gilt. Es
heißt vereinigungsstabil, falls mit A,B ∈ H auch A ∪ B ∈ H gilt. Es heißt komple-
mentstabil, wenn mit A ∈ H auch Ac ∈ H gilt. Es heißt differenzmengenstabil, falls mit
A,B ∈ H auch B \A ∈ H gilt.
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C Halbring C Ring C σ-Algebra

C schnittstabil • ◦ ◦

C σ-schnittstabil ◦

C vereinigungsstabil • ◦

C σ-vereinigungsstabil •

C differenzmengenstabil • ◦

C komplementstabil •

B \A =
⊎n
i=1Ci • ◦ ◦

E ∈ C ◦

Tabelle 20.1: Für C ⊆ 2E wird hier die Beziehung zwischen Halbringen, Ringen und
σ-Algebren dargestellt. Ein • bedeutet, dass in der Definition des Mengensystems (Spalte)
die entsprechende Eigenschaft (Zeile) gefordert ist. Ein ◦ bedeutet, dass die entsprechende
Eigenschaft aus den definierenden Eigenschaften des Mengensystems folgt.

2. Ein nicht-leeres Mengensystem H ist ein Halbring (auf E), falls es (i) schnittstabil ist,
und (ii) wenn es für A,B ∈ H Mengen C1, . . . , Cn ∈ H gibt mit26 B \A =

⊎n
i=1Ci.

3. Ein Mengensystem R heißt Ring (auf E), falls (i) mit A,B ∈ R ist auch A ∪ B ∈ R
und (ii) mit A,B ∈ R ist auch B \A ∈ R.

4. Ein Mengensystem F heißt σ-Algebra (auf E), falls mit A,A1, A2, . . . ∈ F auch
Ac,
⋃∞
n=1An ∈ F gilt. Dann heißt (E,F) ein Messraum.

Bemerkung 20.2 (Beziehungen zwischen den und weitere Mengensystemen).

1. Jeder Ring ist ein Halbring.
Denn: Um dies einzusehen, ist nur nachzuprüfen, dass jeder RingR schnittstabil ist. Dies
folgt aus der Differenzmengenstabilität, da mit A,B ∈ R auch A∩B = A\ (A\B) ∈ R.

2. Jede σ-Algebra ist schnittstabil und damit ein Ring.
Denn: Das ist klar, da A1 ∩A2 = (Ac1 ∪Ac2)c und B \A = B ∩Ac.

3. Eine Algebra ist ein vereinigungs- und komplementstabiles Mengensystem. Ein schnitt-
und vereinigungsstabiles Mengensystem heißt Verband. Unsere Darstellung kommt je-
doch ohne diese Begriffe aus.

Beispiel 20.3 (Halbringe, σ-Algebren).

1. Sei E = R. Dann bildet die Menge der halboffenen Intervalle

H := {(a, b] : a, b ∈ Q, a ≤ b}
26Wir schreiben A ]B für A ∪B, falls A ∩B = ∅.
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einen Halbring.
Denn: Es gilt für a1 ≤ b1, a

′
1 ≤ b′1, dass27 (a1, b1] ∩ (a′1, b

′
1] = (a1 ∨ a′1, b1 ∧ b′1] und

(a1, b1] \ (a′1, b
′
1] = (a1, a

′
1 ∧ b1] ] (b′1, b1], wobei (a, b] = ∅, falls a ≥ b.

2. Sei E = Rd. Dann bildet die Menge der halboffenen Quader, also

H :=
{ d∏
i=1

(ai, bi] : ai ≤ bi, i = 1, ..., d
}
,

einen Halbring.
Denn: Wir verwenden aus Notationsgründen nur d = 2. Es ist nur zu zeigen, dass
((a1, b1]× (a2, b2]) \ (a′1, b

′
1]× (a′2, b2] für a1 ≤ b2, a

′
1 ≤ b′1, a2 ≤ b2, s

′
1 ≤ b′2 als disjunkte

Vereinigung von Quadern darstellbar ist. Sei hierzu ai ≤ a′i ≤ b′i ≤ b′i, i = 1, 2. Dann gilt

((a1, b1]× (a2, b2]) \ (a′1, b
′
1]× (a′2, b2] =(a1, b1]× (a2, a

′
2]

] (a1, a
′
1]× (a′2, b

′
2]

] (b′1, b1]× (a′2, b2]

] (a1, b1]× (b′2, b2].

Siehe auch Abbildung 20.1.

3. Die einfachsten Beispiele für σ-Algebren sind {∅, E} und 2E . (Beides sind übrigens auch
Topologien.) Für überabzählbares E ist ein nicht ganz so triviales Beispiel für eine
σ-Algebra das Mengensystem

{A ⊆ E : A abzählbar oder Ac abzählbar}.

(Dieses Mengensystem ist kein Topologie.)

Ein weiteres Beispiel werden wir in Abschnitt 22.1 antreffen: Falls F ′ eine σ-Algebra
auf E′ ist und f : E → E′. Dann ist

σ(f) := {f−1(A′) : A′ ∈ F ′} ⊆ 2E (20.1)

eine σ-Algebra auf E. Ist nämlich A′, A′1, A
′
2, . . . ∈ σ(f), so ist (f−1(A′))c = f−1((A′)c) ∈

σ(f) und
⋃∞
n=1 f

−1(A′n) = f−1
(⋃∞

n=1A
′
n

)
∈ σ(f).

In der Praxis am weitaus häufigsten benötigt man Borel’sche σ-Algebren. Dies sind von
Topologien abgeleitete σ-Algebren; siehe Definition 20.7.

20.2 Erzeuger und Erweiterungen

Auf der einen Seite ist es Ziel der Maßtheorie, Mengenfunktionen auf σ-Algebren zu definieren.
Auf der anderen Seite kann man oftmals nur Halbringe konkret angeben, nicht jedoch σ-
Algebren; siehe Beispiele 20.3.1 und 20.3.2. Allerdings gibt es für jeden Halbring H einen
kleinsten Ring, der H enthält, R(H). Genauso gibt es eine kleinste σ-Algebra F , die einen
Halbring H (oder einen Ring R) enthält, σ(H). Damit erzeugt jeder Halbring H eine σ-
Algebra.

27Wie üblich bezeichnet x ∧ y := min(x, y) und x ∨ y := max(x, y)
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a1 b1

a2

b2

a1' b1'

a2'

b2'

Abbildung 20.1: . Die Differenzmenge von Quadern ist als disjunkte Vereinigung von
Quadern darstellbar.

Bemerkung 20.4 (Erzeugte Mengensysteme). Leicht überzeugt man sich, dass der
Schnitt von Ringen (σ-Algebren) wieder ein Ring (σ-Algebra) ist. Insbesondere benötigen
wir folgende Begriffe:
Sei C ⊆ 2E , dann ist

R(C) :=
⋂{
R ⊇ C : R Ring

}
der von C erzeugte Ring und

σ(C) :=
⋂{

F ⊇ C : F σ-Algebra
}

die von C erzeugte σ-Algebra. Klar ist, dass R(R(H)) = R(H) und σ(σ(H)) = σ(H).

Lemma 20.5 (Von Halbring erzeugter Ring). Sei H ein Halbring. Dann ist

R(H) =
{ n⊎
k=1

Ak : A1, . . . , An ∈ H disjunkt, n ∈ N
}

der von H erzeugte Ring.

Beispiel 20.6 (Von Intervallen erzeugter Ring). Sei H der von halboffenen Intervallen
erzeugte Halbring aus Beispiel 20.3. Dann ist also

R(H) =
{ n⊎
k=1

(ak, bk] : a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ Q,

ak < bk, k = 1, . . . , n und ak < bk+1, k = 1, . . . , n− 1
}

der von H erzeugte Ring.

Beweis von Lemma 20.5. Klar ist, dass R(H) schnittstabil ist. Um zu zeigen, dass R(H)
ein Ring ist, zeigen wir zunächst die Differenzmengenstabilität. Sei A1, . . . , An ∈ H und
B1, . . . , Bm ∈ H, jeweils disjunkt. Dann gilt

( n⊎
i=1

Ai

)
\
( m⊎
j=1

Bj

)
=

n⊎
i=1

m⋂
j=1

Ai \Bj ∈ R(H).
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Um die Vereinigungsstabilität von R(H) zu zeigen sei A,B ∈ R(H). Dann ist auch A ∪B =
(A∩B)] (A \B)] (B \A) ∈ R(H), da Schnitt- und Differenzmengenstabilität schon gezeigt
sind.

Es gibt keinen kleineren Ring, der H enthält. Schließlich müsste dieser vereinigungsstabil
sein, und ist damit eine Obermenge von R(H).

Definition 20.7 (Borel’sche σ-Algebra). Sei (E,O) ein topologischer Raum. Dann be-
zeichnet man mit B(E) := σ(O) die Borel’sche σ-Algebra auf E. Ist E ⊆ Rd, so bezeichnen
wir mit B(E) die Borel’sche σ-Algebra, die von der euklidischen Topologie auf Rd erzeugt
wird. Ist E ⊆ R oder E = Rd, so ist B(E) die Borel’sche σ-Algebra, die von der Topologie aus
Beispiel 19.3 oder aus Beispiel 20.3.3 erzeugt wird. Mengen in B(R) und in B(Rd) bezeichnet
man auch als (Borel-)messbare Mengen.

Lemma 20.8 (Abzählbare Basis und Borel’sche σ-Algebra). Sei (E,O) ein topolo-
gischer Raum mit abzählbarer Basis C ⊆ O. Dann gilt σ(O) = σ(C). Insbesondere ist E
separabel.

Beweis. Wir müssen nur zeigen, dass O ⊆ σ(C). Dies ist jedoch klar, da A ∈ O als abzählbare
Vereinigung von Mengen aus C dargestellt werden kann. Siehe Lemma 19.6.

Lemma 20.9 (Borel’sche σ-Algebra wird von Quadern erzeugt). Sei E = Rd und

C1 =
{ d∏
i=1

(−∞, bi] : bi ∈ Q
}
,

C2 =
{ d∏
i=1

(ai, bi] : ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi
}
,

C3 =
{ d∏
i=1

(ai, bi) : ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi
}
,

C4 =
{ d∏
i=1

[ai, bi] : ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi
}
.

Dann ist σ(Cj) = B(Rd), j = 1, . . . , 4.

Beweis. Wir zeigen das Lemma im Fall d = 1. Den Fall d > 1 zeigt man analog (mit einer
aufwändigeren Notation).
Das Mengensystem C3 ist eine abzählbare Basis der euklidischen Topologie auf R. Für diesen
Fall folgt die Aussage aus Lemma 20.8.

Wir zeigen die Aussage nur für C1 und C2, die für C4 folgt analog. Zunächst ist C2 :=
{A \ B : A,B ∈ C1} = {(a, b] : a, b ∈ Q, a ≤ b} ⊆ σ(C2) der von C1 erzeugte Halbring aus
Beispiel 20.3. Damit ist σ(C1) = σ(C2) und es genügt zu zeigen, dass σ(C2) = B(R). Sei hierzu
O wie in Definition 19.1.8 mit E = R. Wir zeigen (i) aus A ∈ O folgt, dass A ∈ σ(C2), und (ii)
aus A ∈ C2 folgt, dass A ∈ σ(O). Daraus folgt dann O ⊆ σ(C2) ⊆ σ(O), also σ(O) = σ(C2).
Für (i) sei also A ∈ O. Wir behaupten

A =
⋃
{(a, b] : (a, b] ⊆ A, a, b ∈ Q}, (20.2)
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und bemerken, dass die rechte Seite ein Element von σ(C2) ist. In (20.2) ist ’⊇’ klar. Um
’⊆’ einzusehen, wählen wir x ∈ A. Dann gibt es nach Definition von O ein ε > 0, so dass
Bε(x) ⊆ A. Allerdings gibt es auch a, b ∈ Q mit a ≤ b und x ∈ (a, b] ⊆ Bε(x). Damit ist ’⊆’
gezeigt und (i) folgt.

Für (ii) gehen wir ähnlich vor; sei A ∈ C2. Dann ist offenbar

A =
∞⋂
n=1

(
a, b+ 1

n

)
.

Da
(
a, b+ 1

n

)
∈ O, ist also A ∈ σ(O).

Beispiel 20.10 (Borel-messbare Mengen). Natürlich sind alle abzählbaren Durchschnitte
und Vereinigungen von Intervallen nach Lemma 20.9 in B(R). Sei beispielsweise

A1 = [0, 1
3 ] ∪ [2

3 , 1],

A2 = [0, 1
9 ] ∪ [2

9 ,
3
9 ] ∪ [6

9 ,
7
9 ] ∪ [8

9 , 1],

A3 = [0, 1
27 ] ∪ [ 2

27 ,
3
27 ] ∪ [ 6

27 ,
7
27 ] ∪ [ 8

27 ,
9
27 ] ∪ [18

27 ,
19
27 ] ∪ [20

27 ,
21
27 ] ∪ [24

27 ,
25
27 ] ∪ [26

27 , 1],

· · ·

dann bezeichnet A =
⋂∞
n=1 das Cantor’sche Diskontinuum. Diese Menge ist als abzählbarer

Schnitt von endlichen Vereinigungen von Intervallen messbar (und übrigens auch abgeschlos-
sen). Wir werden in Beispiel 21.27 ein Beispiel für eine nicht Borel-messbare Menge kennen
lernen.

20.3 Dynkin-Systeme

Oftmals muss man in der Maßtheorie zeigen, dass ein bestimmtes Mengensystem F eine σ-
Algebra ist und einen Halbring H beinhaltet. Die in diesem Abschnitt behandelten Dynkin-
Systeme sind dabei sehr hilfreich. Es genügt nämlich wegen Theorem 20.13 zu zeigen, dass
F ein schnittstabiles Dynkin-System mit H ⊆ F ist. Dies ist oftmals einfacher, als direkt zu
zeigen, dass F eine σ-Algebra ist.

Definition 20.11 (Dynkin-System). Ein Mengensystem D heißt Dynkin-System (auf E),
falls (i) E ∈ D, (ii) mit A,B ∈ D und A ⊆ B ist auch B \A ∈ D und (iii) mit A1, A2, . . . ∈ D
mit A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ . . . ist auch

⋃∞
n=1An ∈ D.

Beispiel 20.12 (σ-Algebren sind Dynkin-Systeme). Jede σ-Algebra ist ein Dynkin-
System.
Denn: Sei F eine σ-Algebra. Dann ist mit A,B ∈ F auch Ac ∈ F und damit E = A∪Ac ∈ F
sowie B \A = B ∩Ac ∈ F .

Theorem 20.13 (Schnittstabile Dynkin-Systeme). Sei D ein Dynkin-System und C ⊆ D
schnittstabil. Dann ist σ(C) ⊆ D. Insbesondere ist jedes schnittstabile Dynkin-System eine σ-
Algebra.

Beweis. Genau wie in Lemma 20.4 definiert man das von C erzeugte Dynkin-System λ(C).
Da offenbar der Schnitt von Dynkin-Systemen wieder ein Dynkin-System ist, gilt λ(C) ⊆ D.
Wir werden zeigen, dass λ(C) eine σ-Algebra ist, denn dann ist σ(C) ⊆ σ(λ(C)) = λ(C) ⊆ D.
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Wir zeigen hierzu, dass λ(C) schnittstabil ist. Dann ist nämlich für A1, A2, . . . ∈ λ(C)
n⋃
i=1

Ai =
( n⋂
i=1

Aci

)c
∈ λ(C)

und, da λ(C) ein Dynkin-System ist
⋃∞
n=1An =

⋃∞
n=1

⋃n
i=1Ai ∈ λ(C).

Wir müssen also zeigen, dass mit A,B ∈ λ(C) auch A ∩ B ∈ λ(C) gilt. Falls A,B ∈ C, so
ist dies wegen der Schnittstabilität von C klar. Für B ∈ C setzen wir

DB := {A ⊆ E : A ∩B ∈ λ(C)}.

Dann ist DB ein Dynkin-System, da (i) E ∈ DB, (ii) für A,C ⊆ DB ist A ∩B,C ∩B ∈ λ(C)
also mit A ⊆ C auch A ∩ B ⊆ C ∩ B, also (C \ A) ∩ B = (C ∩ B) \ (A ∩ B) ∈ λ(C)
und (iii) für A1, A2, . . . ∈ DB ist A1 ∩ B,A2 ∩ B, . . . ∈ λ(C) und falls A1 ⊆ A2 ⊆ · · · ist

A1 ∩B ⊆ A2 ∩B ⊆ · · · , woraus
(⋃∞

n=1An

)
∩B =

(⋃∞
n=1An ∩B

)
∈ λ(C) folgt.

Da C ⊆ DB und DB ein Dynkin-System ist, ist auch λ(C) ⊆ DB. Dies bedeutet, dass für
A ∈ λ(C) und B ∈ C auch A ∩B ∈ λ(C). Wir setzen nun für ein A ∈ λ(C)

BA := {B ⊆ E : A ∩B ∈ λ(C)}.

Wie oben zeigt man, dass BA ein Dynkin-System mit C ⊆ BA ist. Damit ist wieder λ(C) ⊆ BA.
Insbesondere ist mit A,B ∈ λ(C) auch A ∩ B ∈ λ(C) und die erste Behauptung ist gezeigt.
Die zweite Behauptung folgt, wenn man C := D setzt.

20.4 Kompakte Systeme

Nachdem wir im Abschnitt 19.2 kompakte Teilmengen von E kennen gelernt haben, stellen wir
nun einen wichtigen Zusammenhang zwischen Systemen kompakter Mengen und der Maßtheo-
rie vor. Solche kompakten Systeme spielen eine wichtige Rolle beim Beweis von Theorem 21.9.
Hier wird gezeigt, dass aus der Additivität einer Mengenfunktion und einer Approximations-
eigenschaft bzgl. eines kompakten Systems die σ-Additivität der Mengenfunktion folgt.

Definition 20.14 (Kompaktes System). Ein schnittstabiles Mengensystem K heißt kom-
paktes System (auf E), falls aus

⋂∞
n=1Kn = ∅ mit K1,K2, . . . ∈ K folgt, dass es ein N ∈ N

gibt mit
⋂N
n=1Kn = ∅.

Beispiel 20.15 (Kompakte Mengen). Die Menge alles kompakten Teilmengen von E bil-
den ein kompaktes System.
Etwas allgemeiner gilt auch: Sei (E, r) ein metrischer Raum und O die von r erzeugte Topo-
logie. Dann ist jedes schnittstabile K ⊆ {K ⊆ E : K kompakt} ein kompaktes System.
Denn: sei

⋂∞
n=1Kn = ∅. Dann ist sowohl K1, als auch Ln := K1 ∩Kn ⊆ K1 für n = 1, 2, . . .

nach Lemma 19.10 abgeschlossen und wegen der Kompaktheit von K1 gibt es ein N mit⋂N
n=1Kn = ∅ nach Proposition 19.11.

Lemma 20.16 (Erweiterung kompakter Systeme). Sei K ein kompaktes System. Dann
ist auch

K∪ :=
{ n⋃
i=1

Ki : K1, . . . ,Kn ∈ K, n ∈ N
}

ein kompaktes System.
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Beweis. Klar ist, dass K∪ schnittstabil ist. Seien L1, L2, . . . ∈ K∪ mit
⋂N
n=1 Ln 6= ∅ für alle

N ∈ N. Zu zeigen ist, dass dann auch
⋂∞
n=1 Ln 6= ∅. Dazu zeigen wir mit Induktion über N

folgende Aussage:

Es gibt für jedes N ∈ N Mengen K1, . . . ,KN ∈ K mit Kn ⊆ Ln, n = 1, . . . , N , so
dass für alle k ∈ N0 gilt dass K1 ∩ · · · ∩KN ∩ LN+1 ∩ · · · ∩ LN+k 6= ∅.

Sei N = 1. Da L1 =
⋃m1
j=1K

′
j für K ′1, . . . , k

′
m1
∈ K und

⋂N
n=1 Ln =

⋃m1
j=1K

′
j ∩
⋂N
n=1 Ln 6= ∅

für jedes N ∈ N, gibt es ein j = 1, . . . ,m1, so dass K ′j ∩
⋂N
n=1 Ln 6= ∅ für jedes N ∈ N. Setze

K1 := K ′j , und die Behauptung ist für N = 1 gezeigt.
Gelte die Behauptung für N − 1. Wieder ist LN =

⋃mN
j=1K

′′
j für K ′′1 , . . . ,K

′′
mN
∈ K. Damit

gilt nach der Induktionsvoraussetzung für alle k ∈ N, dass

K1 ∩ · · · ∩KN−1 ∩
(mN⋃
j=1

K ′′j

)
∩ LN+1 ∩ · · · ∩ LN+k

=

mN⋃
j=1

K1 ∩ · · · ∩KN−1 ∩K ′′j ∩ LN+1 ∩ · · · ∩ LN+k 6= ∅.

Damit gibt es ein j, so dass K1 ∩ · · · ∩KN−1 ∩K ′′j ∩ LN+1 ∩ · · · ∩ LN+k 6= ∅ für alle k ∈ N.
Setze KN := K ′′j , was den Induktionsbeweis abschließt.

Setzt man k = 0 in obiger Behauptung, sieht man, dass es K1,K2, . . . ∈ K und Kn ⊆ Ln,
n ∈ N gibt mit

⋂N
n=1Kn 6= ∅ für alle N ∈ N. Da K ein kompaktes System ist, gilt insbesondere

∅ 6=
∞⋃
n=1

Kn ⊆
∞⋃
n=1

Ln

und die Behauptung ist gezeigt.

21 Maße

Will man Mengen messen, also etwa jeder Menge ihren Inhalt zuordnen, scheinen einige
Forderungen natürlich. Etwa sollte die leere Menge den Inhalt 0 zugeordnet werden, oder die
Massen sollten sich abzählbar additiv verhalten, siehe (21.1). Wie sich herausstellt, sind Maße
auf σ-Algebren zu definieren, damit die Forderung der abzählbaren Additivität erfüllt werden
kann. In diesem Abschnitt geben wir die wichtigsten Schritte an, solche Maße zu konstruieren.
Als wichtigstes Beispiel eines Maßes dient dabei das Lebesgue-Maß.

21.1 Mengenfunktionen

Wir werden nun Funktionen µ : C → R+ betrachten, wenn C ein Halbring, Ring oder eine
σ-Algebra ist.

Definition 21.1 (Maß und äußeres Maß). Sei F ⊆ 2E und µ : F → R+.

1. Die Abbildung µ heißt endlich additiv, falls für disjunkte A1, . . . , An ∈ F mit
⊎n
k=1Ak ∈

F gilt, dass

µ
( n⊎
k=1

Ak

)
=

n∑
k=1

µ(Ak). (21.1)
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Sie heißt subadditiv, falls für (beliebige) A1, . . . , An ∈ F mit
⋃n
k=1Ak ∈ F gilt, dass

µ
( n⋃
k=1

Ak

)
≤

n∑
k=1

µ(Ak). (21.2)

2. Eine Abbildung µ : F → R+ heißt σ-additiv, falls (21.1) auch für n =∞ gilt. Sie heißt
σ-sub-additiv, wenn (21.2) auch für n =∞ gilt. Sie heißt monoton, wenn aus A,B ∈ F
mit A ⊆ B folgt, dass µ(A) ≤ µ(B).

3. Falls es eine Folge E1, E2, . . . ∈ F mit
⋃∞
n=1En = E und µ(En) < ∞ für alle n =

1, 2, . . . gilt, so heißt µ σ-endlich.

4. Sei F eine σ-Algebra und µ : F → R+. Ist µ auch σ-additiv, so heißt µ ein Maß
(auf F) und (E,F , µ) ist ein Maßraum. Gilt µ(E) < ∞, so heißt µ endliches Maß
und falls µ(E) = 1, so heißt µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß oder eine Wahrscheinlich-
keitsverteilung oder auch einfach eine Verteilung. Außerdem heißt (E,F , µ) dann ein
Wahrscheinlichkeitsraum.

5. Sei (E,O) ein topologischer Raum und µ ein Maß auf B(O). Dann heißt die kleinste
abgeschlossene Menge F (d.h. F c ∈ O) mit µ(F c) = 0 der Träger von µ.

6. Eine σ-subadditiv, monotone Abbildung µ∗ : 2E → R+ heißt äußeres Maß, falls µ∗(∅) =
0. Eine Menge A ⊆ E heißt µ∗-messbar, falls

µ(B) = µ(B ∩A) + µ(B ∩Ac) (21.3)

für alle B ⊆ E gilt.

7. Sei F schnittstabil und K ⊆ F ein kompaktes System. Dann heißt µ von innen
K−regulär, falls für alle A ∈ K

µ(A) = sup
K3K⊆A

µ(K).

Beispiel 21.2 (Beispiele von Mengenfunktionen). 1. Sehr einfache Beispiele für
Mengenfunktionen sind die Dirac-Maße. Ist x ∈ E, so ist

δx :

{
2E → {0, 1}
A 7→ 1{x∈A}

ein (Wahrscheinlichkeits-)Maß.

Sei nun µi = δxi , i ∈ I. Dann heißt das Maß
∑

i∈I δxi ein Zählmaß. Außerdem ist dann
für ai ∈ R+, i ∈ I auch

∑
i∈I aiµi ein Maß.

2. Sei E = Rd. Wir werden uns oft mit Mengenfunktionen auf

H =
{ d∏
i=1

(ai, bi] : ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi
}
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aus 20.3 beschäftigen. Etwa definiert

µ
( d∏
i=1

(ai, bi]
)

=

d∏
i=1

(bi − ai)

offenbar eine additive, σ-endliche Mengenfunktion.
Denn: Wir zeigen die Additivität im Fall n = 2. Der allgemeine Fall folgt dann mit
Induktion. Seien

Aj =

d∏
i=1

(aji , b
j
i ] ∈ H, j = 1, 2

disjunkt mit A = Ai]A2 ∈ H; wir dürfen also A =
∏d
i=1(ai, bi] schreiben. Man überlegt

sich, dass ai = a1
i ∧a2

i und bi = b1i ∨b2i gelten muss. Außerdem muss a1
i = a2

i und b1i = b2i
für alle bis auf ein i gelten, das wir j nennen, sowie a1

j ∨ a2
j = b1j ∧ b2j . Hieraus folgt

µ(A) =

d∏
i=1

(bi − ai) = (bj − aj) ·
d∏
i=1
i 6=j

(bi − ai)

= (b1j ∨ b2j − a1
j ∨ a2

j + b1j ∧ b2j − a1
j ∧ a2

j ) ·
d∏
i=1
i6=j

(bi − ai)

= (b1j − a1
j + b2j − a2

j ) ·
d∏
i=1
i 6=j

(bi − ai)

= (b1j − a1
j ) ·

d∏
i=1
i 6=j

(b1i − a1
i ) + (b2j − a2

j ) ·
d∏
i=1
i 6=j

(b2i − a2
i ) = µ(A1) + µ(A2).

Weiter ist µ((−n, n]d) <∞ und
⋃∞
n=1(−n, n]d = Rd. Damit ist µ also σ-endlich.

Wir werden die Funktion µ in eindeutiger Weise auf die Borel’sche σ-Algebra B(Rd) =
σ(H) (siehe Lemma 20.9) erweitern und so das Lebesgue-Maß konstruieren, siehe Pro-
position 21.17.

Bemerkung 21.3 (Inhalte und Prämaße). Endlich additive Mengenfunktionen heißen
oft Inhalt, σ-additive Mengenfunktionen, die nicht auf σ-Algebren definiert sind, heißen oft
Prämaße. Die auf einer Borel’schen σ-Algebra definierten, bezüglich der kompakten Mengen
von innen regulären Maße heißen Radon-Maße. Wir werden diese Begriffe nicht verwenden.

Lemma 21.4 (Mengenfunktionen auf Halbringen). Sei H ein Halbring und µ : H → R+

endlich additiv. Dann ist µ monoton und subadditiv. Außerdem ist µ genau dann σ-additiv
wenn es σ-subadditiv ist.

Beweis. Wir beginnen mit einer Argumentation, die wir häufiger brauchen werden. Für

A1, A2, . . . ∈ H und Bn = An \
(⋃n−1

i=1 Ai

)
und n ≥ 2 gibt es D1, . . . , Dk ∈ H disjunkt mit

Bn =
⊎k
i=1Di. Die Behauptung ist klar für n = 2, da H ein Halbring ist. Gilt die Behauptung
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für ein n, so ist Bn+1 = An+1 \
(⋃n

i=1Ai

)
=
(
An+1 \

(⋃n
i=2Ai

))
\A1. Nach Voraussetzung

gibt es D1, . . . , Dk mit An+1 \
(⋃n

i=2Ai

)
=
⊎k
i=1Di. Damit ist Bn+1 =

(⊎k
i=1Di

)
∩ Ac1 =⊎k

i=1(Di \A1). Für alle i = 1, . . . , k gibt es Mengen Ei1, . . . , Eki ∈ H mit Di \A1 =
⊎ki
j=1Eij .

Damit gilt Bn+1 =
⊎k
i=1

⊎ki
j=1Eij und die Behauptung ist gezeigt.

Wir zeigen nun, dass µ monoton ist. Sei A,B ∈ H mit A ⊆ B. Dann gibt es disjunkte
D1, . . . , Dk ∈ H mit B \A =

⊎k
i=1Di, also B = A]

⊎k
i=1Di und damit wegen der Additivität

von µ auch µ(B) = µ(A) +
∑k

i=1 µ(Di) ≥ µ(A). Genauso zeigt man, dass aus E1, . . . , Ek ∈ H
disjunkt mit

⊎k
i=1Ei ⊆ A ∈ H folgt, dass

∑k
i=1 µ(Ei) ≤ µ(A).

Für die Subadditivität seien A1, . . . , An ∈ H mit
⋃n
i=1Ai ∈ H. Wir setzen B1 = A1, B2 =

A2 \A1, B3 = A3 \ (A1 ∪A2), . . . Nach oben Gesagtem gibt es für jedes i = 1, . . . , k ein ki ∈ N
und Mengen Dij ∈ H, j = 1, . . . , ki mit Bi =

⊎ki
j=1Dij . Damit gilt

⋃n
i=1Ai =

⊎n
i=1Bi =⊎n

i=1

⊎ki
j=1Dij . Weiter ist Ai = Bi ]

⋃i−1
j=1Aj , also

µ
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

ki∑
j=1

µ(Dij) ≤
n∑
i=1

µ(Ai).

Wir zeigen nun µ ist σ-additiv ⇐⇒ µ ist σ-sub-additiv.
’⇒’ folgt genauso wie die Subadditivität von µ. Für Für ’⇐’ sei A1, A2, . . . ∈ H disjunkt mit
A =

⋃∞
n=1An ∈ H. Da µ monoton ist, gilt

∞∑
n=1

µ(An) = lim
N→∞

N∑
n=1

µ(An) = lim
N→∞

µ
( N⊎
n=1

An

)
≤ µ(A) ≤

∞∑
n=1

µ(An)

wegen der σ-Subadditivität.

Lemma 21.5 (Fortsetzung von Mengenfunktionen auf Halbringen). Sei H ein Halb-
ring, R der von H erzeugte Ring aus Lemma 20.5 und µ eine endlich additive Funktion auf
H. Definiere die Mengenfunktion µ̃ auf R durch

µ̃
( n⊎
i=1

Ai

)
:=

n∑
i=1

µ(Ai)

für A1, . . . , An ∈ H disjunkt. Dann ist µ̃ die einzige additive Fortsetzung von µ auf R, die
auf H mit µ übereinstimmt. Außerdem ist µ̃ genau dann σ-additiv, wenn µ σ-additiv ist.

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass µ̃ wohldefiniert ist. Sei hierzu A1, . . . , Am, B1, . . . , Bn ∈ H
mit

⊎m
i=1Ai =

⊎n
j=1Bj . Da

Ai =

n⊎
j=1

Ai ∩Bj , Bj =

m⊎
i=1

Ai ∩Bj ,

gilt wegen der endlichen Additivität von µ̃

m∑
i=1

µ(Ai) =

m∑
i=1

n∑
j=1

µ(Ai ∩Bj) =

n∑
j=1

m∑
i=1

µ(Ai ∩Bj) =

n∑
j=1

µ(Bj).
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Proposition 21.6 (Einschluss-/Ausschlussformel). Sei µ eine additive Mengenfunktion
auf einem Ring R und I endlich. Dann gilt für Ai ∈ R, i ∈ I, dass

µ
(⋃
i∈I

Ai

)
=
∑
J⊆I

(−1)|J |+1µ
( ⋂
j∈J

Aj

)
Für I = {1, 2} gilt also

µ(A1 ∪A2) = µ(A1) + µ(A2)− µ(A1 ∩A2)

und für I = {1, 2, 3}

µ(A1 ∪A2 ∪A3) = µ(A1) + µ(A2) + µ(A3)

− µ(A1 ∩A2)− µ(A1 ∩A3)− µ(A2 ∩A3) + µ(A1 ∩A2 ∩A3).

Beweis. Wir verwenden Induktion über |I|. Für |I| = 2 ist die Behauptung wegen A1 ∪A2 =
A1 ] (A2 \A1) und (A2 \A1) ] (A1 ∩A2) = A2 klar. Gilt sie für I = {1, . . . , n}, so ist wegen
der Additivität von µ

µ
( n+1⋃
i=1

Ai

)
= µ

( n⋃
i=1

(Ai ∪An+1)
)

=
∑

∅6=J⊆{1,...,n}

(−1)|J |+1µ
(
An+1 ∪

⋂
j∈J

Aj)
)

=
∑

∅6=J⊆{1,...,n}

(−1)|J |+1
(
µ(An+1) + µ

( ⋂
j∈J

Aj)
)
− µ

( ⋂
j∈J

Aj ∩An+1)
))

= µ(An+1) +
∑

∅6=J⊆{1,...,n}

(−1)|J |+1
(
µ
( ⋂
j∈J

Aj)
)
− µ

( ⋂
j∈J

Aj ∩An+1)
))

=
∑

J⊆{1,...,n+1}

(−1)|J |+1µ
( ⋂
j∈J

Aj)
)
.

21.2 σ-Additivität

Die endliche Additivität von Mengenfunktionen ist eine Forderung, die man oft nachprüfen
kann. Anders sieht es mit der σ-Additivität aus. Wir werden nun alternative Formulierungen
für σ-Additivität kennen lernen.

Proposition 21.7 (Stetigkeit von unten und von oben). Sei R ein Ring und µ : R →
R+ endlich additiv. Betrachte folgende Eigenschaften:

1. µ ist σ-additiv

2. µ ist σ-subadditiv

3. µ ist stetig von unten, d.h. für A,A1, A2, · · · ∈ H und A1 ⊆ A2 ⊆ . . . mit A =
⋃∞
n=1An

ist µ(A) = limn→∞ µ(An).

4. µ ist stetig von oben in ∅, d.h. für A1, A2, · · · ∈ H, µ(A1) <∞ und A1 ⊇ A2 ⊇ . . . mit⋂∞
n=1An = ∅ ist limn→∞ µ(An) = 0.



21.2 σ-Additivität 213

5. µ ist stetig von oben, d.h. für A,A1, A2, · · · ∈ H, µ(A1) < ∞ und A1 ⊇ A2 ⊇ . . . mit
A =

⋂∞
n=1An ist µ(A) = limn→∞ µ(An).

Dann gilt
1. ⇐⇒ 2. ⇐⇒ 3. =⇒ 4. ⇐⇒ 5..

Außerdem gilt 4. =⇒ 3., falls µ(A) <∞ für alle A ∈ R.

Beweis. 1.⇔2. folgt aus Lemma 21.5, da R ein Halbring ist.

1.⇒3.: Sei µ also σ-additiv und A,A1, A2, · · · ∈ R wie in 3. Dann gilt mit A0 = ∅

µ(A) =
∞∑
n=1

µ(An \An−1) = lim
N→∞

N∑
n=1

µ(An \An−1) = lim
N→∞

µ(AN ).

3.⇒1.: Sei B1, B2, · · · ∈ R paarweise disjunkt und B =
⊎∞
n=1Bn ∈ R. Dann gilt für AN =⊎N

n=1Bn

µ(B) = lim
N→∞

µ(AN ) =
∞∑
n=1

µ(Bn).

4.⇒5.: Sei A,A1, A2, · · · ∈ H wie in 5. vorausgesetzt. Weiter sei Bn := An \ A. Dann erfüllt
B1, B2, . . . die Voraussetzungen von 4., also gilt µ(Bn)

n→∞−−−→ 0, also µ(An) = µ(Bn) +
µ(A)

n→∞−−−→ µ(A).

5.⇒4.: ist klar.

3.⇒4.: Sei A1, A2, · · · ∈ R wie in 4. vorausgesetzt. Setze Bn := A1 \ An, n ∈ N. Dann erfüllt
B = A1, B1, B2, · · · ∈ R die Voraussetzungen von 3., und damit gilt µ(A1) = limn→∞ µ(Bn) =
µ(A1)− limn→∞ µ(An), woraus 4. folgt.

4.⇒3. falls µ(A) < ∞ für alle A ∈ R. Sei A,A1, A2, · · · ∈ R wie in 3. vorausgesetzt. Setze
Bn := A \ An ∈ R, n ∈ N. Dann gilt

⋂∞
n=1Bn = ∅, also 0 = limn→∞ µ(Bn) = µ(A) −

limn→∞ µ(An), woraus 3. folgt. Hier geht in der letzten Gleichheit die Voraussetzung ein,
dass µ(A) <∞.

Wir wollen nun von innen bezüglich eines kompakten Systems reguläre Mengenfunktionen
näher beleuchten. In vielen Situationen ist die Forderung, dass ein Maß bezüglich eines kom-
pakten Systems von innen regulär ist, erfüllt.

Lemma 21.8. Ist (E,O) polnisch und µ ein endliches Maß auf B(O), so existiert zu jedem
ε > 0 eine kompakte Menge K ⊆ E mit µ(E \K) < ε.

Beweis. Zuerst bemerken wir, dass alle kompakten Mengen nach Lemma 19.10 auch abge-
schlossen sind, also sind alle kompakten Mengen in B(O) und damit ist µ(E \K) im Lemma
wohldefiniert.

Sei ε > 0. Da E separabel ist, gibt es für jedes n = 1, 2, . . . Punkte xn1 , x
n
2 , · · · ∈ E mit

E =
⋃∞
k=1B1/n(xnk). Da µ von oben stetig ist (Proposition 21.7), gilt

0 = µ
(
E \

∞⋃
k=1

B1/n(xnk)
)

= lim
N→∞

µ
(
E \

N⋃
k=1

B1/n(xnk)
)
.
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Damit gibt es ein Nn ∈ N mit µ
(
E \

⋃Nn
k=1B1/n(xnk)

)
< ε/2n. Nun ist

A :=
∞⋂
n=1

Nn⋃
k=1

B1/n(xnk)

nach Definition total beschränkt, also relativ kompakt nach Lemma 19.11. Außerdem gilt für
die kompakte Menge A

µ(E \A) ≤ µ(E \A) ≤ µ
( ∞⋃
n=1

(
E \

Nn⋃
k=1

B1/n(xnk)
))
≤
∞∑
n=1

µ
(
E \

Nn⋃
k=1

B1/n(xnk)
)
< ε.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Theorem 21.9 (Von innen reguläre additive Mengenfunktionen sind σ-additiv).
Sei H ein Halbring und µ : H → R+ endlich, endlich additiv und für ein kompaktes System
K ⊆ H von innen regulär. Dann ist µ auch σ-additiv.

Beweis. Wie in Lemma 21.5 kann man die Mengenfunktion µ auf eindeutige Weise auf den
von H erzeugten Ring R(H) (siehe Lemma 20.5) erweitern. Weiter ist nach Lemma 20.16
das System K∪ ⊆ R(H), das durch Vereinigungsbildung aus Mengen von K besteht, ebenfalls
kompakt. Wählt man nun ε > 0 und A =

⋃n
i=1Ai ∈ R(H) mit A1, . . . , An ∈ H, so gibt es

kompakte Mengen K1, . . . ,Kn ∈ K ⊆ H mit µ(Ai) ≤ µ(Ki) + ε
n für i = 1, . . . , n. Damit gilt

für die Erweiterung von µ auf den Ring R(H)

µ
( n⋃
i=1

Ai

)
=

n∑
i=1

µ(Ai) ≤
( n∑
i=1

µ(Ki)
)

+ ε = µ
( n⋃
i=1

Ki

)
+ ε.

Damit ist µ von innen K∪-regulär. Also ist o.E. der Halbring H ein Ring und K vereinigungs-
stabil.

Wir zeigen nun, dass µ stetig von oben in ∅ ist. Dies genügt nach Proposition 21.7 wegen
der Endlichkeit von µ auf H. Seien A1, A2, · · · ∈ H mit A1 ⊇ A2 ⊇ · · · und

⋂∞
n=1An = ∅ und

ε > 0. Wähle K1,K2, · · · ∈ K mit Kn ⊆ An, n ∈ N und

µ(An) ≤ µ(Kn) + ε2−n.

Es gilt
⋂∞
n=1Kn ⊆

⋂∞
n=1An = ∅. Deswegen gibt es ein N ∈ N mit

⋂N
n=1Kn = ∅. Damit gilt

AN = AN ∩
( N⋃
n=1

Kc
n

)
=

N⋃
n=1

AN \Kn ⊆
N⋃
n=1

An \Kn.

Daraus folgt wegen der Subadditivität und der Monotonie von µ für alle m ≥ N

µ(Am) ≤ µ(AN ) ≤
N∑
n=1

µ(An \Kn) ≤ ε
N∑
n=1

2−n ≤ ε.

Damit ist die Behauptung gezeigt, da ε > 0 beliebig war.
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Lemma 21.4 Theorem 21.9 Theorem 21.15

µ endlich additiv ◦ ◦

µ endlich ◦

µ σ-endlich ◦

µ definiert auf Halbring ◦ ◦ ◦

µ σ-additiv ◦/• • ◦

µ σ-subadditiv •/◦

µ von innen K-regulär ◦

µ eindeutig auf σ(H) fortsetzbar •

Tabelle 21.1: Um den Carathéodory’schen Fortsetzungssatz anwenden zu können, spie-
len Lemma 21.4 und Theorem 21.9 eine Rolle. In der Tabelle bedeuten die ◦’s jeweils die
Voraussetzungen des Satzes und • die Folgerungen. Wie man leicht ablesen kann, gilt der
Carathéodory’sche Fortsetzungssatz z.B. dann, wenn µ endlich und von innen K-regulär ist.

21.3 Eindeutigkeit und Fortsetzung von Maßen

Angenommen, eine additive Mengenfunktion µ : H → R+ ist gegeben. Wir beschäftigen
uns damit, wann es möglich ist, diese Mengenfunktion zu einem Maß (d.h. einer σ-additiven
Mengenfunktion) auf σ(H) auszuweiten. Ziel ist es dabei, Bedingungen aufzustellen, wann
das Maß durch µ schon eindeutig gegeben ist. Das Resultat ist in Theorem 21.15 zusammen
gefasst. Siehe auch Tabelle 21.1 für eine Übersicht, wie die Resultate vergangener Kapitel
damit zusammen hängen.

Proposition 21.10 (Eindeutigkeit von Maßen). Sei F eine σ-Algebra und µ, ν : F → R+

Maße. Sei C ein durchschnittstabiles Mengensystem, so dass σ(C) = F und µ|C , ν|C sind σ-
endlich, d.h. µ(A) = supC∈C µ(A∩C), ν(A) = supC∈C ν(A∩C), A ∈ F . Dann ist µ = ν genau
dann, wenn µ(A) = ν(A) für alle A ∈ C gilt.

Beweis. Die ’genau dann’-Richtung ist klar. Für die ’wenn’-Richtung setzen wir für ein C ∈ C
mit µ(C) = ν(C) <∞

DC := {A ∈ F : µ(A ∩ C) = ν(A ∩ C)} ⊇ C.

Wir zeigen, dass DC ein Dynkin System ist. Klar ist, dass E ∈ DC . Ist weiter A,B ∈ D und
A ⊆ B, so ist µ((B \A)∩C) = µ(B∩C)−µ(A∩C) = ν(B∩C)−ν(A∩C) = ν((B \A)∩C),
also B \ A ∈ DC . Ist A1, A2, · · · ∈ D mit A1 ⊆ A2 ⊆ A3 ⊆ · · · ∈ DC und A =

⋃∞
n=1An ∈ F ,

so ist wegen Proposition 21.7.

µ(A ∩ C) = lim
n→∞

µ(An ∩ C) = lim
n→∞

ν(An ∩ C) = ν(A ∩ C),

also A ∈ DC . Damit ist DC für alle C ∈ C mit µ(C) < ∞ ein Dynkin-System und damit
gilt wegen Theorem 20.13, dass F = σ(C) = DC . Sei E1, E2, · · · ∈ C mit En ↑ E und



216 21 Maße

µ(En), ν(En) < ∞, n = 1, 2, . . . Dann gilt für alle n = 1, 2, . . . , dass µ(A ∩ En) = ν(A ∩ En)
für alle A ∈ F . Daraus folgt dann für A ∈ F , da µ und ν stetig von unten sind,

µ(A) = lim
n→∞

µ(A ∩ En) = lim
n→∞

ν(A ∩ En) = ν(A),

d.h. µ = ν.

Beispiel 21.11 (Notwendigkeit der σ-Endlichkeit in Proposition 21.10). Propositi-
on 21.10 gilt nicht notwendigerweise, wenn µ|C oder ν|C nicht σ-endlich sind.
Sei hierzu C = {∅}, F = σ(C) = {∅, E} und

µ(∅) = ν(∅) = 0, µ(E) = 0, ν(E) = 1,

also insbesondere µ 6= ν aber µ|C = ν|C . Allerdings ist ν|C nicht σ-endlich, weil ν(E) = 1 6=
0 = ν(∅ ∩ E) = supC∈C ν(C ∩ E).

Das folgende Theorem erklärt, warum der Begriff der σ-Algebra zentral ist.

Theorem 21.12 (µ∗-messbare Mengen sind eine σ-Algebra). Sei µ∗ ein äußeres Maß
auf E und F∗ die Menge der µ∗-messbaren Mengen. Dann ist F∗ eine σ-Algebra und µ :=
µ∗|F∗ ein Maß. Außerdem ist N := {N ⊆ E : µ∗(N) = 0} ⊆ F∗.

Bemerkung 21.13 (Nullmengen und Eigenschaften fast überall). Mengen N mit
µ(N) = 0 heißen auch (µ-)Nullmengen. Weiter sagen wir, dass A ⊆ E (µ)-fast überall gilt,
wenn Ac ⊆ N und N eine µ-Nullmenge ist. Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß, sagen wir
anstatt ’fast überall’ auch fast sicher.

Beweis von Theorem 21.12. Wir zeigen zunächst, dass F∗ eine σ-Algebra ist. Klar ist, dass

µ∗(B) = µ∗(∅) + µ∗(B) = µ∗(B ∩ ∅) + µ∗(B ∩ E),

d.h. ∅ ∈ F∗. Weiter ist klar, dass aus A ∈ F∗ auch Ac ∈ F∗ folgt. Mit A,A′ ∈ F∗ ist wegen
(B ∩A ∩A′c) ] (B ∩Ac) = B ∩ (A ∩A′)c und der Subadditivität von µ∗

µ∗(B) = µ∗(B ∩A) + µ∗(B ∩Ac) = µ∗((B ∩A) ∩A′) + µ∗((B ∩A) ∩A′c) + µ∗(B ∩Ac)
≥ µ∗(B ∩ (A ∩A′)) + µ∗(B ∩ (A ∩A′)c) ≥ µ∗(B).

Damit ist A ∩ A′ ∈ F∗. Seien nun A1, A2, · · · ∈ F∗ disjunkt und Bn =
⊎n
k=1Ak und B =⋃∞

n=1Bn =
⊎∞
k=1Ak. Da F∗ durchschnitt- und komplementstabil ist, ist auch B1, B2, · · · ∈ F∗.

Weiter zeigen wir, dass µ∗(D ∩ Bn) =
∑n

k=1 µ
∗(D ∩ Ak) für alle D ⊆ E gilt. Für n = 1 ist

dies klar, und gilt es für ein n, so folgt, da Bn ∈ F∗,

µ∗(D ∩Bn+1) = µ∗(D ∩Bn+1 ∩Bn) + µ∗(D ∩Bn+1 ∩Bc
n)

= µ∗(D ∩Bn) + µ∗(D ∩An+1) =

n+1∑
k=1

µ∗(D ∩Ak).

Damit gilt wegen der Monotonie von µ∗

µ∗(D ∩B) ≤
∞∑
k=1

µ∗(D ∩Ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

µ∗(D ∩Ak) = lim
n→∞

µ∗(D ∩Bn) ≤ µ∗(D ∩B),
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also

µ∗(D ∩B) = lim
n→∞

µ∗(D ∩Bn) =
∞∑
k=1

µ∗(D ∩Ak). (21.4)

Als nächstes zeigen wir, dass B ∈ F∗ ist, woraus folgt, dass F∗ eine σ-Algebra ist. Es gilt
nämlich für D ⊆ E, wegen (21.4) und der Subadditivität von µ∗

µ∗(D) = lim
n→∞

µ∗(D ∩Bn) + µ∗(D ∩Bc
n) ≥ µ∗(D ∩B) + µ∗(D ∩Bc) ≥ µ∗(D),

woraus B ∈ F∗ folgt. Weiter folgt aus (21.4), dass µ∗ auf F∗ sogar σ-additiv ist, d.h. dass
µ = µ∗|F∗ ein Maß ist.

Sei nun N ⊆ E so, dass µ∗(N) = 0 und D ⊆ E. Dann ist wegen der Monotonie von µ∗

auch µ∗(D ∩N) = 0, also

µ∗(D) ≥ µ∗(D ∩N c) = µ∗(D ∩N c) + µ∗(D ∩N)

und damit N ∈ F∗.

Proposition 21.14 (Von endlich additiver Mengenfunktion erzeugtes äußeres
Maß). Sei H ein Halbring und µ : H → R+ endlich additiv. Für A ⊆ E sei

µ∗(A) := inf
G∈U(A)

∑
G∈G

µ(G)

wobei

U(A) :=
{
G ⊆ H höchstens abzählbar, A ⊆

⋃
G∈G

G
}

die Menge der höchstens abzählbaren Überdeckungen von A ist und µ∗(A) =∞ falls U(A) = ∅.
Dann ist µ∗ ein äußeres Maß.

Beweis. Die Abbildung µ∗ ist monoton, und da ∅ ∈ H ist µ∗(∅) = 0 wegen der endlichen
Additivität von µ; siehe Lemma 21.4. (Es ist nämlich µ(∅) = µ(∅) + µ(∅), woraus µ(∅) = 0
folgt.) Um die σ-Subadditivität von µ∗ zu prüfen, wählen wir A1, A2, · · · ⊆ E. Für n = 1, 2, . . .
und ε > 0 gibt es Mengen Gnk ∈ H, k ∈ Kn höchstens abzählbar mit

An ⊆
⋃
k∈Kn

Gnk,

µ∗(An) ≥
∑
k∈Kn

µ(Gnk)− ε2−n.

Daraus folgt wegen
⋃∞
n=1An ⊆

⋃∞
n=1

⋃
k∈Kn Gnk, der Monotonie von µ∗ und der Definition

von µ∗

µ∗
( ∞⋃
n=1

An

)
≤
∞∑
n=1

∑
k∈Kn

µ(Gnk) ≤ ε+
∞∑
n=1

µ∗(An).

Mit ε→ 0 folgt die σ-Subadditivität von µ∗, d.h. µ∗ ist ein äußeres Maß.
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Theorem 21.15 (Fortsetzung einer σ-additiven Mengenfunktion). Sei H ein Halbring
und µ : H → R+ σ-endlich und σ-additiv. Weiter sei µ̃ = µ∗|F∗ mit µ∗ aus Proposition 21.14
und F∗ aus Theorem 21.12. Dann ist σ(H) ⊆ F∗ und µ̃|σ(H) ist das einzige Maß, das auf H
mit µ übereinstimmt.

Beweis. Zunächst stellen wir fest, dass µ sowohl endlich additiv als auch σ-subadditiv ist
nach Lemma 21.4. Nach Proposition 21.14 ist µ∗ ein äußeres Maß und nach Theorem 21.12
ist F∗ eine σ-Algebra.

Schritt 1: µ∗ stimmt auf H mit µ überein: Sei H ∈ H. Wähle K höchstens abzählbar und
Hk ∈ H, k ∈ K mit H ⊆

⋃
k∈KHk und

µ∗(H) ≥
∑
k∈K

µ(Hk)− ε.

Damit gilt wegen H =
⋃
k∈KHk ∩H und der σ-Subadditivität von µ

µ∗(H) ≤ µ(H) ≤
∑
k∈K

µ(Hk ∩H) ≤
∑
k∈K

µ(Hk) ≤ µ∗(H) + ε,

wobei wir im zweiten ’≤’ die endliche Additivität von µ verwendet haben. Mit ε → 0 folgt,
dass µ∗(H) = µ(H).

Schritt 2: σ(H) ⊆ F∗: Sei D ⊆ E,H ∈ H und ε > 0. Wähle K höchstens abzählbar und
Hk ∈ H, k ∈ K mit µ∗(D) ≥

∑
k∈K µ(Hk)− ε. Dann gilt wegen der endlichen Additivität von

µ

µ∗(D) + ε ≥
∑
k∈K

µ(Hk) =
∑
k∈K

µ(Hk ∩H) +
∑
k∈K

µ(Hk ∩Hc) ≥ µ∗(D ∩H) + µ∗(D ∩Hc).

Mit ε→ 0 und der σ-Subadditivität von µ∗ folgt µ∗(D) = µ∗(D ∩H) + µ∗(D ∩Hc), d.h. H
ist µ∗-messbar und damit H ⊆ F∗. Da F∗ nach Theorem 21.12 eine σ-Algebra ist, folgt auch
σ(H) ⊆ F∗.

Schritt 3: Eindeutigkeit: Nach Theorem 21.12 ist µ̃ ein Maß, also auch µ̃|σ(H) = µ∗|σ(H).
Sei ν : σ(H) → R+ ein weiteres Maß, das auf H mit µ übereinstimmt. Da µ = µ̃|H als
σ-endlich vorausgesetzt war, ist auch ν|H σ-endlich. Mit Proposition 21.10 folgt wegen der
Durchschnittstabilität von H, dass µ̃ = ν auf σ(H) gilt.

Nun sind alle Behauptungen bewiesen.

In obigem Theorem wird nur klar, dass σ(H) ⊆ F∗. Das nächste Resultat zeigt, wodurch sich
Mengen in F∗ von Mengen in σ(H) unterscheiden.

Proposition 21.16 (Charakterisierung von F∗ aus Proposition 21.14). Sei H ein
Halbring, µ : H → R+ σ-endlich und σ-additiv, µ∗ wie in Proposition 21.14 und F∗,N wie
in Theorem 21.12. Dann ist

F∗ = {A \N : A ∈ σ(H), N ∈ N}.

Insbesondere ist die rechte Seite eine σ-Algebra.
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Beweis. ’⊇’: Nach Theorem 21.15 ist σ(H) ⊆ F∗ und nach Theorem 21.12 ist N ⊆ F∗.
Daraus folgt bereits ’⊇’, da F∗ komplementstabil ist.

’⊆’: Sei B ∈ F∗. Weiter seien E1, E2, · · · ∈ H mit µ(En) <∞, n = 1, 2, . . . und E =
⋃∞
n=1En.

Sei ε1, ε2, · · · > 0 mit εi ↓ 0. Für Bn := B ∩ En wählen wir Kni höchstens abzählbar, Anik ∈
H, n ∈ N, k ∈ Kni, Bn ⊆

⋃
k∈Kni Anik und

µ∗(Bn) ≥
∑
k∈Kni

µ(Anik)− 2−nεi.

Klar ist Ai :=
⋃∞
n=1

⋃
k∈Kni Anik ∈ σ(H), B ⊆ Ai, i ∈ N und Ai \B =

⋃∞
n=1

⋃
k∈Kni Anik \Bn.

Damit gilt

µ∗(Ai \B) ≤
∞∑
n=1

2−nεi = εi.

Setze A =
⋂∞
i=1Ai ∈ σ(H). Dann ist B ⊆ A, N := A \B ⊆ An \B,n ∈ N und

µ∗(N) = µ∗(A \B) ≤ lim sup
i→∞

µ∗(Ai \B) ≤ lim sup
i→∞

εi = 0.

Damit folgt die Behauptung, da B = A \N .

21.4 Maße auf B(Rd)

Wir lernen nun das Lebesgue-Maß auf B(Rn) kennen. Dies ist die Fortsetzung der Mengen-
funktion aus Beispiel 21.2.2 (diese war definiert auf dem Halbring der halboffenen Quader H
aus Beispiel 20.3) auf σ(H) = B(Rd. Anschließend charakterisieren wir alle σ-endliche Maße
auf B(R).

Proposition 21.17 (Lebesgue-Maß auf Rd). Es gibt genau ein Maß λ auf (Rd,B(Rd)),
so dass

λ
( d∏
i=1

(ai, bi]
)

=

d∏
i=1

(bi − ai) (21.5)

für ai, bi ∈ Q mit ai ≤ bi, i = 1, ..., n.

Beweis. Nach Beispiel 20.3 ist

H =
{ n∏
i=1

(ai, bi] : ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi, i = 1, ..., d
}

ein Halbring. Genauso ist

H̃ :=
{ d∏
i=1

〈a, b〉 : 〈∈ {[, (}, 〉 ∈ {], )}, ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi, i = 1, ..., d}

ein Halbring mit σ(H̃) = B(R). Wir definieren λ̃ auf H̃ durch

λ̃
( d∏
i=1

〈ai, bi〉
)

=

d∏
i=1

(bi − ai).
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Dann ist λ̃ klar σ-endlich. Es ist K =
{∏d

i=1[ai, bi] : ai, bi ∈ Q, ai ≤ bi

}
⊆ H̃ ein kompaktes

System nach Beispiel 20.3. Außerdem ist klar λ̃ von innen K-regulär und damit σ-additiv
nach Theorem 21.9. Nach Theorem 21.15 gibt es damit genau eine Fortsetzung von λ̃ auf
σ(H) = B(Rd).

Beispiel 21.18 (Maß von Q).
Zunächst stellen wir fest, dass Q ∈ B(R).
Denn: Es ist {x} ∈ B(R), da {x}c offen ist (und damit wegen Abgeschlossenheit unter Kom-
plementbildung mit {x}c ∈ B(R) auch {x} ∈ B(R) gilt), x ∈ R. Da B(R) abgeschlossen ist
unter abzählbaren Vereiligungen, ist jede abzählbare Teilmenge von R Element von B(R).
Insbesondere ist also Q ∈ B(R).
Nun zeigen wir noch λ(Q) = 0.
Denn: Zunächst gilt für jedes x ∈ R

λ({x}) = lim
n→∞

λ([x, x+ 1
n)) = lim

n→∞
1
n = 0

wegen der Stetigkeit von λ von oben. Deshalb gilt aufgrund der σ-Additivität

µ(Q) =
∑
x∈Q

µ({x}) =
∑
x∈Q

0 = 0.

Man beachte, dass die Abzählbarkeit von Q entscheidend ist. Ist etwa A ⊆ R überabzählbar,
gilt µ(A) =

∑
x∈A µ({x}) nicht mehr.

Proposition 21.19 (Charakterisierung der σ-endlichen Maße auf R). Eine Funktion
µ = B(R) → R+ ist genau dann ein σ-endliches Maß, wenn es eine nicht-fallende und
rechtsstetige Funktion G : R→ R gibt mit

µ((a, b]) = G(b)−G(a) (21.6)

für a, b ∈ Q mit a ≤ b. Ist G̃ eine weitere Funktion G̃ : R → R für die (21.6) gilt, so ist
G̃ = G+ c für ein c ∈ R.

Korollar 21.20 (Charakterisierung der Wahrscheinlichkeitsmaße auf R). Eine Funk-
tion µ : B(R)→ [0, 1] ist genau dann ein Wahrscheinlichkeitsmaß, wenn es eine nicht-fallende
und rechtsstetige Funktion F : R→ [0, 1] gibt mit limb→∞ F (b) = 1 und

µ((a, b]) = F (b)− F (a) (21.7)

für a, b ∈ Q mit a ≤ b. In diesem Fall ist F eindeutig durch µ festgelegt.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Proposition 21.19, da der Bildbereich von F nur für
eine rechtsstetige, nicht-fallende Funktion genau [0, 1] sein kann.

Beweis von Proposition 21.19. ’⇒’: Sei also µ ein σ-endliches Maß auf B(R). Definiere dann
G(0) = 0, sowie G(x) := µ((0, x]) für x > 0 und G(x) := µ((x, 0]) für x < 0. Dann ist
G rechtsstetig, nicht fallend, und (etwa für 0 < a < b) µ((a, b]) = µ((0, b]) − µ((0, a]) =
G(b)−G(a).

’⇐’: Der Beweis verläuft ähnlich zu dem Beweis von Korollar 21.17. Sei H = {(a, b] : a, b ∈
Q, a ≤ b} der Halbring der halboffenen Intervalle mit Enden in rationalen Zahlen. Wir zeigen,
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dass durch (21.6) eine σ-additive Mengenfunktion µ auf H definiert wird. Dann sieht man
mit Theorem 21.15, dass µ auf eindeutige Weise zu einem σ-endlichen Maß auf σ(H) = B(R)
erweitert werden kann. Sei also a1, a2, . . . disjunkt so, dass

⋃∞
n=1(an, an+1] = (a, b] ∈ H.

Ohne Einschränkung ist a1 ≥ a2 ≥ . . . Dann ist b = a1 und an
n→∞−−−→ a. Es gilt wegen der

Rechtsstetigkeit von G, dass

µ(a, b] = G(b)−G(a) = G(a1)− lim
N→∞

G(aN ) =

∞∑
n=1

G(an)−G(an+1) =

∞∑
n=1

µ((an, an+1]),

und damit ist die σ-Additivität von µ gezeigt.
Sei nun G̃ eine weitere Funktion, für die (21.6) gilt. Dann gilt für alle a ∈ R

G̃(b) = G̃(a) + µ((a, b]) = G(b) + G̃(a)−G(a)

und die Behauptung folgt mit c = G̃(a)−G(a).

Definition 21.21 (Lebesgue-Maß und Verteilungsfunktion). 1. Das eindeutig defi-
nierte Maß λ aus Proposition 21.17 heißt d-dimensionales Lebesgue-Maß.

2. Für ein Wahrscheinlichkeitsmaß µ auf B(R) heißt die Funktion F aus Korollar 21.20
Verteilungsfunktion.

Beispiel 21.22 (Bekannte Verteilungsfunktionen). 1. Sei f : R → R+ stückweise
stetig, so dass28

∫∞
−∞ f(x)dx <∞ gilt. Solche Funktionen definieren vermöge

µf ((a, b]) :=

∫ b

a
f(x)dx

wegen Korollar 21.20 auf eindeutige Art und Weise ein endliches Maß auf B(R). Die
Funktion G aus Proposition 21.19 ist dann etwa gegeben durch

G(b) =

∫ b

0
f(x)dx.

In diesem Fall definieren wir
f · λ := µf .

Siehe auch Definition 23.12.

2. Wir geben zwei Beispiele für Verteilungsfunktionen (von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf
B(R)) an. Es ist für x ≥ 0

Fexp(λ)(x) =

∫ x

−∞
1[0,∞)(a)λe−λada = 1− e−λx (21.8)

die Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung mit Parameter λ. Außerdem ist

FN(µ,σ2)(x) =
1√

2πσ2

∫ x

−∞
exp

(
− (a− µ)2

2σ2

)
da =: Φ(x) (21.9)

die Verteilungsfunktion der Normalverteilung N(µ, σ2) mit dem Erwartungswert µ und
der Varianz σ2.

28Wir verwenden hier das Riemann-Integral
∫ b
a
f(x)dx aus Abschnitt 8. Einen weiteren Integralbegriff, das

Lebesgue-Integral, werden wir in Kapitel 22 kennen lernen.
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21.5 Bildmaße

Sei µ ein Maß auf F . Wenn man nun den Grundraum vermöge einer Funktion f : E → E′

transformiert, kann man auf E′ ein zu der Transformation korrespondierendes Maß definieren,
das sogenannte Bildmaß. Sei etwa E := R, F = B(R) und f : u 7→ u/λ. Wir werden dann
sehen, dass das Bildmaß von µexp(1) unter f das Maß µexp(λ) ist. Wir erinnern zunächst an
die Situation aus Beispiel 20.3.2 und definieren das Bildmaß.

Definition 21.23 (Bildmaß). Ist (E,F , µ) ein Maßraum, (E′,F ′) ein Messraum und f :
E → E′, so dass σ(f) ⊆ F für σ(f) aus (20.1). Dann definieren wir eine Mengenfunktion
f∗µ : F ′ → R+ durch

f∗µ(A′) := µ(f−1(A′)) = µ(f ∈ A′), A′ ∈ F ′.

Hier heißt f∗µ auch Bildmaß von µ unter f . Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß, so heißt f∗µ
auch Verteilung von f .

Bemerkung 21.24 (Messbare Funktionen). Ist σ(f) ⊆ F wie in obiger Definition, so
sagen wir, dass f (nach F/F ′) messbar ist. Dieses Konzept wird uns im nächsten Abschnitt
beschäftigen.

Proposition 21.25 (Bildmaß ist ein Maß). Sei (E,F , µ), (E′,F ′), f : E → E′ und f∗µ
wie in Definition 21.23. Dann ist f∗µ ein Maß auf σ(f).

Beweis. Seien A′1, A
′
2, · · · ∈ F ′ disjunkt, so gilt

f∗µ
( ∞⊎
n=1

A′n

)
= µ

(
f−1

( ∞⊎
n=1

A′n

))
= µ

( ∞⊎
n=1

(f−1(A′n)
)

=
∞∑
n=1

µ(f−1(A′n)) =
∞∑
n=1

f∗µ(A′n).

Damit ist f∗µ also σ-additiv und die Behauptung ist gezeigt.

Beispiel 21.26 (Bekannte Transformationen). 1. Sei λ das ein-dimensionale
Lebesgue-Maß und f : x 7→ x2. Dann berechnen wir für 0 ≤ a ≤ b

f∗λ([a, b)) = λ(f−1([a, b))) = λ([
√
a,
√
b)) =

√
b−
√
a =

∫ b

a

1

2
√
x
dx = g · λ

für g(x) := 1x≥0
1

2
√
x
.

2. Für E = [0,∞] ist {[0, b) : g ≥ 0} ein schnittstabiles Erzeugendensystem von B([0,∞)).
Sei µexp(1) die Exponentialverteilung auf [0,∞) mit Verteilungsfunktion Fexp(1) aus
(21.8) und f : u 7→ u/λ. Dann ist f∗µexp(1) = µexp(λ), denn

f∗µexp(1)([0, b)) = µexp(1)(f
−1([0, b))) = µ([0, λb]) = 1− e−λb = µexp(λ)([0, b)).

Damit stimmen µexp(λ) und f∗µexp(1) auf einem schnittstabilen Erzeuger überein und
die Aussage folgt mit Proposition 21.10.

3. Sei E = Rd, fy : x 7→ x+ y für ein y ∈ R und λ das d-dimensionale Lebesgue-Maß aus
Korollar 21.17. Dann ist (fy)∗λ = λ, denn

(fy)∗λ
( d∏
i=1

[ai, bi)
)

= λ
(
f−1
y

( d∏
i=1

[ai, bi)
))

= λ
( d∏
i=1

[ai − yi, bi − yi)
)

=

d∏
i=1

(bi − ai).

Man sagt auch, dass das Lebesgue-Maß translationsinvariant ist.
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Beispiel 21.27 (Beispiel einer nicht Borel-messbaren Menge, Vitali-Menge).
Bisher gab es noch kein Beispiel für eine Menge, die nicht in B(R) liegt. Eine solche werden
wir nun konstruieren. Sie ist als Vitali-Menge bekannt. Hierzu definieren wir auf R eine
Äquivalenzrelation durch x ∼ y ⇐⇒ y − x ∈ Q. Bezüglich dieser Äquivalenzrelation zerfällt
R in Äquivalenzklassen der Form {x + q : q ∈ Q}. Wir wählen aus jeder Äquivalenzklasse
eine Zahl aus [0, 1] aus und bilden damit die Menge V . (Es sei hier angemerkt, dass dieses
Auswählen mittels des Auswahlaxioms der Mengenlehre geschieht und damit keinen trivialen
Schritt darstellt.) Weiter sei nun für q ∈ Q ∩ [−1, 1]

Vq := {x+ q : x ∈ V }.

Dann ist [0, 1] ⊆
⊎
q∈Q∩[−1,1] Vq ⊆ [−1, 2].

Angenommen, die Menge V wäre messbar. Dann wären auch die Mengen Vq messbar und,
wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes aus Beispiel 21.26.2 wäre λ(Vq) nicht
von q abhängig. Sei also λ(Vq) =: a ≥ 0. Außerdem wäre dann wegen der Monotonie des
Lebesgue-Maßes

1 ≤
∑

q∈Q∩[−1,1]

λ(Vq) =
∑

q∈Q∩[−1,1]

a ≤ 3.

Dies ist jedoch nicht möglich, weder für a = 0 noch für a > 0. Wegen diesem Widerspruch
muss also V /∈ B(R) gelten.

22 Messbare Funktionen und das Integral

In diesem Kapitel sei immer (E,F , µ) ein Maßraum. Wir können mittlerweile mit dem Maß µ
Maßen den Inhalt von Mengen aus F messen. Ziel der Einführung des Integrals ist es, bei einer
solchen Messung die Elemente von E verschieden zu gewichten. Diese Gewichtung wird mit
einer Funktion f : E → R vorgenommen. Solche Funktionen müssen die Minimalforderung
der Messbarkeit genügen. Das Resultat dieser Gewichtung führt auf den Begriff des Integrals.

22.1 Messbare Funktionen

Wir kennen bereits den Begriff der (bezüglich der σ-Algebra F) messbaren Menge, der nun auf
den Begriff der messbaren Funktion erweitert wird. Sei A ∈ F also eine messbare Menge, so
definiert diese mit x 7→ 1A(x) eine messbare Funktion in dem nun eingeführte Sinne. Die Line-
arkombination von solchen Indikatorfunktionen werden wir einfache Funktion nennen. Diesen
kommt wegen Theorem 22.8 eine besondere Bedeutung zu, da jede nicht-negative messba-
re Funktion (im Sinne der punktweisen Konvergenz) von unten durch einfache Funktionen
approximiert werden kann.

Bemerkung 22.1 (Notation). Seien E,E′ Mengen, f : E → E′ und I beliebig.

1. Wir schreiben f(A) := {f(x) : x ∈ A} für A ⊆ E sowie f−1(A′) := {f−1(x′) : x′ ∈ E′}
für A′ ⊆ E′. Wir bemerken, dass folgende Regeln für A′, A′i ⊆ E′, i ∈ I gelten:

f−1((A′)c) = (f−1(A′))c, f−1
(⋂
i∈I

A′i

)
=
⋂
i∈I

f−1(A′i), f−1
(⋃
i∈I

A′i

)
=
⋃
i∈I

f−1(A′i).

Etwas Vorsicht ist jedoch geboten, da für A,Ai ⊆ E, i ∈ I nur f(
⋃
i∈I An) =

⋃
i∈I f(Ai),

im allgemeinen jedoch f(Ac) 6= (f(A))c und f(
⋂
i∈I Ai) 6=

⋂
i∈I f(Ai).
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2. Für C ⊆ 2E
′

schreiben wir ganz analog

f−1(C) := {f−1(A′) : A′ ∈ C}.

Lemma 22.2 (Urbilder von σ-Algebren). Sei E eine Menge und (E′,F ′) ein Messraum,
f : E → E′ und C′ ⊆ F ′ mit σ(C′) = F ′. Dann ist σ(f−1(C′)) = f−1(σ(C′)). Insbesondere ist
f−1(F ′) eine σ-Algebra auf E.

Beweis. ’⊆’: Nach Bemerkung 22.1 ist klar, dass f−1(σ(C′)) eine σ-Algebra ist. Damit ist
σ(f−1(C′)) ⊆ σ(f−1(σ(C′))) = f−1(σ(C′)).
’⊇’: Wir definieren

F̃ ′ := {A′ ∈ σ(C′) : f−1(A′) ∈ σ(f−1(C′))} ⊆ σ(C′).

Dann ist, wieder wegen Bemerkung 22.1, F̃ ′ eine σ-Algebra und C′ ⊆ F̃ ′ ⊆ σ(C′), also F̃ ′ =
σ(C′). Für A′ ∈ σ(C′) ist also f−1(A′) ∈ σ(f−1(C′)), was gleichbedeutend ist mit f−1(σ(C′)) ⊆
σ(f−1(C′)).

Definition 22.3 (Messbare Funktionen). Seien (E,F) und (E,F ′) Messräume und f :
E → E′.

1. Die Funktion f heißt F/F ′-messbar, falls f−1(F ′) ⊆ F . Die σ-Algebra f−1(F ′) heißt
die von f erzeugte σ-Algebra auf E und wird auch mit σ(f) bezeichnet.

2. Ist (E,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : E → E′ messbar, so heißt X ei-
ne E′-wertige Zufallsvariable. Das Bildmaß X∗P aus Definition 21.23 heißt dann die
Verteilung von X.

3. Ist (E′,F ′) = (R,B(R)), so heißt f eine reell(wertig)e Funktion. Ist f nach F/B(R)-
messbar, so sagen wir, f sei (Borel-)messbar.

4. Ist E′ = R und f = 1A für A ⊆ E, so heißt f auch Indikatorfunktion. Ist f =∑n
k=1 ck1Ak für c1, . . . , cn ∈ R paarweise verschieden und A1, . . . , An ⊆ E, so heißt f

einfach.

Beispiel 22.4. Sei (E,F) ein Messraum.

1. Die allermeisten Funktionen f : E → R, die man sich vorstellen kann, sind (Borel-
)messbar. Etwa ist die Identitätsabbildung f : x 7→ x messbar, da f−1(F) = F . Ein
etwas komplizierteres Beispiel einer messbaren Funktion ist f : x 7→ x · 1Q(x). Hier gilt
für 0 /∈ A′, dass f−1(A′) = A′∩Q ∈ B(R) und für 0 ∈ A′, dass f−1(A′) = (A′∩Q)∪Qc ∈
B(R).

2. Es ist wichtig zu sehen, dass für viele messbaren Funktionen f gilt, dass σ(f) ( F , siehe
etwas das nächste Beispiel.

3. Eine Funktion f : E → {0, 1} ist genau dann messbar, wenn f−1({1}) ∈ F . Es ist
nämlich in diesem Fall σ(f) = {∅, f−1({1}), (f−1({1}))c, E}.

4. Sei F = B(R). Um eine nicht F-messbare Funktion anzugeben, muss man sich genauso
anstrengen, wie ein nicht Borel-messbare Menge zu konstruieren. Es ist etwa für die
Vitali-Menge V aus Beispiel 21.27 die Funktion 1V nicht messbar.
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Lemma 22.5 (Eigenschaften von Messbarkeit). Seien (E,F), (E′,F ′) und (E′′,F ′′)
Messräume.

1. Ist C′ ⊆ F ′ mit F ′ = σ(C′), so ist f : E → E′ genau dann nach F/F ′-messbar, wenn
f−1(C′) ⊆ F .

2. Ist f : E → E′ nach F/F ′ und g : E′ → E′′ nach F ′/F ′′ messbar. Dann ist g ◦ f : E →
E′′ nach F/F ′′-messbar.

3. Seien (E,O) und (E′,O′) topologische Räume, f : E → E′ stetig sowie F = σ(O) und
F ′ = σ(O′) die Borel’schen σ-Algebren. Dann ist f nach F/F ′-messbar.

4. Eine reelle Funktion f (d.h. f : E → R) ist genau dann messbar, wenn {x : f(x) ≤
y} ∈ F für alle y ∈ Q.

5. Eine einfache Funktion f =
∑n

k=1 ck1Ak mit paarweise verschiedenen c1, . . . , cn ∈ R
und A1, . . . , An ⊆ E ist genau dann messbar, wenn A1, . . . , An ∈ F .

Beweis. 1. Die ’genau dann’-Richtung ist klar. Für die ’wenn’-Richtung verwenden wir Lem-
ma 22.2 und erhalten f−1(F ′) = f−1(σ(C′)) = σ(f−1(C′)) ⊆ σ(F) = F . Damit ist f nach
F/F ′-messbar.
2. Wir schreiben direkt (g ◦ f)−1(F ′′) = f−1(g−1(F ′′)) ⊆ f−1(F ′) ⊆ F , was die Behauptung
bereits zeigt.
3. Nach Definition der Borel’schen σ-Algebra istO′ ein Erzeuger für B(E′). Da f stetig ist (d.h.
f−1(O′) ⊆ O) folgt f−1(O′) ⊆ O ⊆ σ(O) = B(E). Nach 1. ist f also B(E)/B(E′)-messbar.
4. Wir verwenden 1. Ist nämlich E′ = R, so wird nach Lemma 22.2 B(E′) von C = {(−∞, y] :
y ∈ Q} erzeugt. Also ist ein reelles f genau dann messbar, wenn f−1(C′) = {{x : f(x) ≤ y} :
y ∈ Q} ⊆ F .

5. Sei A :=
(⋃

k=1Ak

)c
∈ F . Dann ist f−1(B(R)) =

{
A∪
⋃
j∈J Aj ,

⋃
j∈J Aj : J ⊆ {1, . . . , n}

}
,

woraus die Behauptung folgt.

Lemma 22.6 (Messbarkeit und Rechenregeln). Sei (E,F) ein Messraum.

1. Sind f, g : E → R messbar. Dann sind auch fg, sowie af + bg für a, b ∈ R und f/g
messbar, falls g(x) 6= 0 für alle x ∈ E.

2. Sind f1, f2, · · · : E → R messbar, so sind auch

sup
n∈N

fn, inf
n∈N

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn

messbar. Falls existent, ist auch limn→∞ fn messbar.

Beweis. 1. Betrachte die Abbildung ψ : E → R2, definiert durch ψ(x) = (f(x), g(x)). Man
überlegt sich leicht, dass ψ nach F/B(R2)-messbar ist. Weiter ist (z, z′) 7→ az + bz′ und
(z, z′) 7→ zz′ auf R2 und (z, z′) 7→ z/z′ auf R×(R\{0}) stetig, also messbar nach Lemma 22.5.3.
Damit folgen die Behauptungen nach Lemma 22.5.2.
2. Wir zeigen nur die Messbarkeit von supn∈N fn. Die anderen Aussagen folgen dann mittels
infn∈N fn = − supn∈N(−fn), sowie lim supn→∞ fn = infn∈N supk≥n fk und lim infn→∞ fn =
supn∈N infk≥n fk. Es gilt für x ∈ R nach Lemma 22.5.4{

x : sup
n∈N

fn(x) ≤ y
}

=
∞⋂
n=1

{
x : fn(x) ≤ y

}
︸ ︷︷ ︸

∈F

∈ F
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und die Behauptung ist gezeigt.

Korollar 22.7 (Messbarkeit von Positiv- und Negativteil). Sei (E,F) ein Messraum
und f : E → R. Dann ist f genau dann messbar, wenn f+ := f ∨ 0 und f− := (−f) ∨ 0
messbar sind. Dann ist auch |f | messbar.

Beweis. Es gilt f = f+ − f− und |f | = f+ + f−. Damit folgt die Behauptung aus Lem-
ma 22.6.2.

Theorem 22.8 (Approximation mit messbaren Funktionen). Sei (E,F) ein Messraum
und f : E → R messbar. Dann gibt es eine Folge f1, f2, · · · : E → R von einfachen Funktionen
mit fn ↑ f (wobei hier die punktweise Konvergenz gemeint ist, siehe Definition 8.3).

Beweis. Wir schreiben einfach für x ∈ E,n ∈ N

fn(x) = n ∧ 2−n[2nf(x)],

und bemerken, dass fn ↑ f per Konstruktion gilt. Außerdem ist x 7→ [2nf(x)] nach Lem-
ma 22.5.4 messbar, wenn f messbar ist.

22.2 Definition

Die Konstruktion des Integrals einer Funktion f nach einem Maß erfolgt nun in mehreren
Schritten. Sei (E,F , µ) ein Maßraum. Wir bemerken, dass wir für das Integral von f : E → R
nach µ verschiedene synonyme Schreibweisen verwenden, nämlich

µ[f ] =

∫
fdµ =

∫
f(x)µ(dx). (22.1)

Die Definition des Integrals erfolgt zunächst für einfache Funktionen und anschließend (sie-
he Theorem 22.8) durch Approximation für allgemeine nicht-negative messbare Funktionen.
Das Integral für (nicht notwendig nicht-negative) messbare Funktionen wird dann durch das
Integral des Positiv- und Negativteils definiert.

Definition 22.9 (Integral von einfachen Funktionen). Sei (E,F , µ) ein Maßraum und
f =

∑m
k=1 ck1Ak eine einfache Funktion mit c1, . . . , cm ≥ 0, A1, . . . , Am ∈ F . Dann heißt

µ[f ] :=

∫
fdµ :=

n∑
k=1

ckµ(Am)

das Integral von f bezüglich µ.

Bemerkung 22.10 (Wohldefiniertheit des Integrals). Wir müssen sicherstellen, dass
obiges Integral wohldefiniert ist. Sei dazu f =

∑n
l=1 dl1Bl eine weitere Darstellung von f mit

d1, . . . , dn ≥ 0 und B1, . . . , Bn ∈ F . Dann gilt

m∑
k=1

ckµ(Ak) =

m∑
k=1

n∑
l=1

ckµ(Ak ∩Bl) =

m∑
k=1

n∑
l=1

dlµ(Ak ∩Bl) =

n∑
l=1

dlµ(Bl),

woraus die Wohldefiniertheit folgt.
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Lemma 22.11 (Einfache Eigenschaften). Seien f, g nicht-negative, einfache Funktionen
und α ≥ 0. Dann gilt

µ[af + bg] = aµ[f ] + bµ[g], f ≤ g ⇒ µ[f ] ≤ µ[g].

Beweis. Klar.

Beispiel 22.12 (Das Integral von Indikatorfunktionen und Riemann-Integral). Sei
(E,F , µ) ein Maßraum und A ∈ F . Dann ist f = 1A eine einfache Funktion und es gilt

µ[f ] = µ(A)

nach Definition 22.9. Es sei hierbei bemerkt, dass die Funktion f = 1A nicht mehr stückweise
stetig sein muss. (Sei etwa A das in Beispiel 20.10 betrachtete Cantor’sche Kontinuum.)
Deswegen ist es nicht klar, dass die Funktion 1A integrierbar bezüglich des Riemann-Integrals
ist.

Etwa haben wir in Beispiel 8.13 gesehen, dass
∫

1Q(x)dx nicht existiert, falls
∫

das
Riemann-Integral ist, aber aus Beispiel 21.18 sehen wir, dass

∫
1Q(x)dx = 0, falls

∫
das

Lebesgue-Integral ist.

Definition 22.13 (Das Integral von messbaren, nicht-negativen Funktionen). Sei
(E,F , µ) ein Maßraum und f : E → R+ messbar. Das Integral von f bezüglich µ ist gegeben
durch

µ[f ] :=

∫
fdµ :=

∫
f(x)µ(dx) := sup{µ[g] : g einfach, nicht-negativ, g ≤ f}. (22.2)

Bemerkung 22.14 (Das Integral als Fortsetzung). Nach Lemma 22.11 ist klar, dass die
Definition von µ[f ] für einfache, nicht-negative Funktionen aus Definition 22.9 und Definiti-
on 22.13 übereinstimmt. Damit ist obige Definition eine Fortsetzung von µ[f ] auf den Raum
der nicht-negativen, messbaren Funktionen.

Weiter ist wichtig zu sehen, dass nach Theorem 22.8 jede der in Definition 22.13 auftreten-
den Funktionen beliebig genau (punktweise) durch einfache Funktionen approximierbar ist.
Insbesondere beinhaltet die Menge, deren Supremum in (22.2) gesucht wird, auch einfache
Funktionen g, die beliebig dicht an f liegen.

Proposition 22.15 (Eigenschaften des Integrals). Sei (E,F , µ) ein Maßraum und
f, g, f1, f2, · · · : E → R+ messbar. Dann gilt:

1. Für f ≤ g gilt µ[f ] ≤ µ[g].

2. Es gilt monotone Konvergenz, d.h.

fn ↑ f ⇒ µ[fn] ↑ µ[f ].

3. Für a, b ≥ 0 gilt µ[af + bg] = aµ[f ] + bµ[g].

Beweis. 1. ist klar nach der Definition des Integrals. Für 2. ist zunächst, da fn ≤ f für
n = 1, 2, . . .

lim
n→∞

µ[fn] = sup
n∈N

µ[fn] ≤ µ[f ].
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Für ’≥’ genügt es zu zeigen, dass

µ[g] ≤ sup
n∈N

µ[fn] (22.3)

für alle einfachen Funktionen g ≤ f . Sei also g =
∑m

k=1 ck1Ak ≤ f für disjunkte Mengen
A1, . . . , Am und c1, . . . , cm > 0. Für ε > 0 und n = 1, 2, . . . sei Bε

n := {fn ≥ (1 − ε)g}. Da
fn ↑ f und g ≤ f gilt

⋃∞
n=1B

ε
n = E für alle ε > 0. Also ist

µ[fn] ≥ µ[(1− ε)g1Bεn ] =

m∑
k=1

(1− ε)ckµ(Ak ∩Bε
n)

n→∞−−−→
m∑
k=1

(1− ε)ckµ(Ak) = (1− ε)µ[g].

Da ε > 0 beliebig war, folgt (22.3).

Für 3. seien f1, g1, f2, g2, . . . einfache Funktionen mit fn ↑ f und gn ↑ g. Dann ist afn + bgn ↑
af + bg und es folgt

µ[af + bg] = lim
n→∞

µ[afn + bgn] = lim
n→∞

aµ[fn] + bµ[gn] = aµ[f ] + bµ[g]

aus 3. wegen Lemma 22.11.

Wir können nun das Integral für messbare Funktionen definieren. Hierzu sei zunächst bemerkt,
dass für f : E → R messbar gilt, dass f+, f− ≤ |f |. Ist insbesondere µ[|f |] < ∞, so ist auch
µ[f+], µ[f−] <∞.

Definition 22.16 (Integral messbarer Funktionen). Sei (E,F , µ) ein Maßraum und
f : E → R messbar. Dann heißt f nach µ integrierbar, falls µ[|f |] <∞ und wir definieren

µ[f ] :=

∫
f(x)µ(dx) :=

∫
fdµ := µ[f+]− µ[f−]. (22.4)

Außerdem setzen wir

L1(µ) :=
{
f : E → R : µ[|f |] <∞

}
Für A ∈ F schreiben wir außerdem

µ[f,A] :=

∫
A
fdµ := µ[f1A].

Bemerkung 22.17 (Erweiterung des Integrals und Lp-Räume). 1. Ist höchstens
einer der beiden Terme µ[f+] oder µ[f−] unendlich, so definieren wir das Integral µ[f ]
weiterhin mittels (22.4). In anderen Fällen bleibt das Integral undefiniert.

2. Die Funktionenräume Lp(µ) :=
{
f : E → R : µ[|f |p] < ∞

}
, p > 0, werden in Ab-

schnitt 23 eine besondere Rolle spielen.
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22.3 Eigenschaften des Integrals

Wir stellen zunächst einige Eigenschaften des eingeführten Integralbegriffes fest. Diese sind
etwa die Monotonie und Linearität. Weiter werden wir sehen, dass sich das Integral einer
Funktion nicht ändert, wenn man sie auf einer Nullmenge abändert; siehe Proposition 22.20.

Proposition 22.18 (Einfache Eigenschaften des Integrals). Sei (E,F , µ) ein Maßraum
und f, g ∈ L1(µ). Dann gilt:

1. Das Integral ist monoton, d.h.

f ≤ g fast überall =⇒ µ[f ] ≤ µ[g].

2. Es gilt die Dreiecksungleichung

|µ[f ]| ≤ µ[|f |].

3. Das Integral ist linear, seien also a, b ∈ R, dann ist af + bg ∈ L1(µ) und

µ[af + bg] = aµ[f ] + bµ[g].

Beweis. Alle Eigenschaften folgen aus Proposition 22.15.1 und 3., sowie aus der Definition
des Integrals für messbare Funktionen.

Proposition 22.19 (Substitutionssatz). Sei (E,F , µ) ein Maßraum, (E′,F ′) ein
Messraum, f : E → E′ messbar und f∗µ das Bildmaß von f aus Definition 21.23. Dann
gilt für g ∈ L1(f∗µ), dass g ◦ f ∈ L1(µ) und

µ[g ◦ f ] = f∗µ[g].

Beweis. Es genügt, die Behauptung für einfache, nicht-negative Funktionen g zu zeigen. Der
allgemeine Fall folgt dann mittels Approximation durch einfache Funktionen. Sei also g =∑m

k=1 ck1A′k mit A′k ∈ F ′. Dann ist g ◦ f =
∑m

k=1 ck1f∈A′k und

µ[g ◦ f ] =
m∑
k=1

ckµ(f ∈ A′k) =
m∑
k=1

ckf∗µ(A′k) = f∗µ[g].

Proposition 22.20 (Integrale und Eigenschaften fast überall). Sei (E,F , µ) ein Maß-
raum und f : E → R+ messbar.

1. Es ist f = 0 fast überall genau dann, wenn µ[f ] = 0.

2. Falls µ[f ] <∞, so ist f <∞ fast überall.

Beweis. 1. Sei N := {f > 0} ∈ F .
’⇒’: Es gilt µ(N) = 0. Dann ist f ≤ ∞ · 1N , also gilt wegen Proposition 22.15.2

0 ≤ µ[f ] ≤ µ[∞, N ] = lim
n→∞

µ[n,N ] = 0.
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Für ’⇐’ sei Nn := {f ≥ 1/n} und damit Nn ↑ N und nf ≥ 1Nn , also

0 = µ[f ] ≥ 1
nµ(Nn).

Damit ist µ(Nn) = 0 und µ(N) = µ(
⋃∞
n=1Nn) = 0.

Für 2. sei A := {f =∞}. Wegen f1f≥n ≥ n1f≥n ist

µ(A) = µ[1A] ≤ µ[1f≥n] ≤ 1
nµ[f, 1f≥n] ≤ 1

nµ[f ]
n→∞−−−→ 0.

Damit ist µ(f =∞) = 0, also f <∞ fast überall; siehe Bemerkung 21.13.

Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir noch die Beziehung des (Lebesgue-)Integrals
zum bekannten Riemann-Integral dar. Hierzu erinnern wir an Bemerkung 8.22, in der wir die
Konstruktion des Riemann-Integrals mittels Ober- und Untersummen gegeben haben. Dies
formalisieren wir nochmals mit Hilfe des Lebesgue-Integrals.

Definition 22.21 (Treppenfunktion und Riemann-Integral). Eine Treppenfunktion ist
eine Funktion f : R→ R, für die es eine Darstellung

f(t) =
∞∑

j=−∞
aj1[tj−1,tj)(t)

mit tj−1 ≤ tj , j ∈ Z gibt, wobei aj ∈ R, j ∈ Z. Eine messbare Funktion f : R → R heißt (ei-
gentlich) Riemann-integrierbar, falls λ[|f |] <∞ und es Treppen-Funktionen f+

1 , f
−
1 , f

+
2 , f

−
2 , ...

gibt mit f−n ≤ f ≤ f+
n und λ[f+

n − f−n ]
n→∞−−−→ 0. Das Riemann-Integral von f ist dann durch

λ[f ] definiert. (Insbesondere stimmen dann Riemann- und Lebesgue-Integral überein.

Eine Funktion f : R → R heißt uneigentlich Riemann-integrierbar, wenn f1K für alle
kompakten Intervalle K ⊆ R eigentlich Riemann-integrierbar ist und λ[f1[−n,n]] konvergiert.
Dieser Grenzwert ist dann das Riemann-Integral von f bezüglich λ.

Proposition 22.22 (Riemann-Integrierbarkeit). Die Funktion f : R+ → R habe eine
diskrete Menge von Sprungstellen. Dann ist f genau dann eigentlich Riemann-integrierbar,
wenn f Lebesgue-integrierbar ist und es gilt

λ[f ] = lim
n→∞

∞∑
k=1

f(sn,k)(tn,k − tn,k−1) (22.5)

für 0 = tn,0 ≤ ... ≤ tn,kn = t mit maxk |tn,k − tn,k−1|
n→∞−−−→ 0 und beliebiges tn,k−1 ≤ sn,k ≤

tn,k.

Beweis. Es genügt, die Behauptung für stetiges f zu zeigen. Andernfalls kann man f in die
stetigen Teilabschnitte zerlegen. Weiter genügt es, die Behauptung für f mit kompaktem
Träger K zu zeigen. Da f auf K gleichmäßig stetig ist, wählt man zunächst εn ↓ 0 und
tn,0 ≤ ... ≤ tn,kn so, dass K ⊆ [tn,0, tn,kn ] und maxtn,k−1≤s<tn,k |f(tn,k−1) − f(s)| < εn. Nun
ist es leicht, Treppenfuntionen f+

n und f−n zu finden, so dass f−n ≤ f ≤ f+
n und ||f+

n −
f−n || ≤ εn. Daraus folgt die erste Behauptung. Die Formel (22.5) gilt wegen der gleichmäßigen
Approximation der Funktion f .
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Beispiel 22.23 (Unterschiede zwischen Riemann- und Lebesgue-Integral). 1.
Wie wir bereits in Beispiel 22.12 gesehen haben, ist f = 1Q∩[0,1] nicht Riemann-
integrierbar. Es ist nämlich 1[0,1] ≤ f+ für jede reguläre Treppenfunktion f+ ≥ f
und f− ≤ 0 für jede reguläre Treppenfunktion f− ≤ f . Damit können Unter- und
Obersumme nicht überein und f ist nicht Riemann-integrierbar.

2. Wie aus der Definition 22.21 des Riemann-Integrals hervorgeht, ist jede eigentlich
Riemann-integrierbare Funktion auch Lebesgue-integrierbar. Anders verhält es sich mit
uneigentlich Riemann-integrierbaren Funktionen. Sei hierzu f gegeben durch f(t) =
(−1)dte+1
dte . Dann ist

λ[f1[0,2n]] =
2n∑
k=1

(−1)k+1

k
=

n∑
k=1

1

k
− 1

k + 1
= 1− 1

n+ 1

n→∞−−−→ 1.

Damit ist f uneigentlich Riemann-integrierbar. Allerdings gilt

λ[|f |] =
∞∑
k=1

1

k
=∞.

Also ist f nicht Lebesgue-integrierbar.

22.4 Konvergenzsätze

Man kann sich fragen, ob es wirklich so wichtig ist, dass man mehr Funktionen bezüglich des
Lebesgue-Integrals als bezüglich des Riemann Integrals integrieren kann. Es kommen schließ-
lich in Anwendungen meistens Riemann-integrierbare Funktionen vor. Es gibt allerdings einen
weiteren Vorteil des Lebesgue-Integrals, auf den wir nun eingehen werden. Es gelten nämlich
Vertauschungsgesetze von Grenzwerten und Integralen (die hier Konvergenzsätze genannt
werden), die relativ wenige Voraussetzungen benötigen. Die Wichtigsten sind der Satz von
der monotonen und der von der majorisierten Konvergenz.

Theorem 22.24 (Monotone Konvergenz). Sei (E,F , µ) ein Maßraum, f1, f2, · · · ∈ L1(µ)
und f : E → R messbar mit fn ↑ f fast überall. Dann gilt

lim
n→∞

µ[fn] = µ[f ],

wobei beide Seiten den Wert ∞ annehmen können.

Beweis. Sei N ∈ F so, dass µ(N) = 0 und fn(x) ↑ f(x) für x /∈ N . Setze gn := (fn −
f1)1Nc ≥ 0. Damit ist gn ↑ (f − f1)1Nc =: g und mit Proposition 22.18, Proposition 22.20
und Proposition 22.15.2 gilt

µ[fn] = µ[f1] + µ[gn]
n→∞−−−→ µ[f1] + µ[g] = µ[f ].

Theorem 22.25 (Lemma von Fatou). Sei (E,F , µ) ein Maßraum und f1, f2, · · · : E → R+

messbar. Dann gilt
lim inf
n→∞

µ[fn] ≥ µ[lim inf
n→∞

fn].
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Beweis. Für alle k ≥ n gilt fk ≥ infk≥n fk und damit

inf
k≥n

µ[fk] ≥ µ[ inf
k≥n

fk]

wegen Proposition 22.15.1. Deshalb gilt mit n→∞

lim inf
n→∞

µ[fn] ≥ sup
n∈N

µ[ inf
k≥n

fk] = µ[lim inf
n→∞

fn]

wegen der monotonen Konvergenz, da infk≥n fk ↑ lim infn→∞ fn.

Theorem 22.26 (Satz von der majorisierten Konvergenz). Sei (E,F , µ) ein Maßraum
und f, g, f1, f2, · · · : E → R messbar mit |fn| ≤ g fast überall, limn→∞ fn = f und g ∈ L1(µ).
Dann gilt

lim
n→∞

µ[fn] = µ[f ].

Beweis. Ohne Einschränkung gilt |fn| ≤ g überall. Wir verwenden das Lemma von Fatou,
sowie g − fn, g + f ≥ 0, also

µ[g + f ] ≤ lim inf
n→∞

µ[g + fn] = µ[g] + lim inf
n→∞

µ[fn],

µ[g − f ] ≤ lim inf
n→∞

µ[g − fn] = µ[g]− lim sup
n→∞

µ[fn].

Nach Subtrahieren von µ[g] ist also

µ[f ] ≤ lim inf
n→∞

µ[fn] ≤ lim sup
n→∞

µ[fn] ≤ µ[f ].

Beispiel 22.27 (Beispiele zu den Konvergenzsätzen). 1. Im Lemma von Fatou ist
nicht vorausgesetzt, dass eines der fn integrierbar ist. Wir geben nun ein Beispiel dafür,
dass im Lemma von Fatou wirklich ’<’ und nicht ’=’ gilt. Sei hierzu λ das Lebesgue-Maß
und fn = 1/n (also insbesondere fn konstant), n = 1, 2, . . . . Dann gilt fn ↓ 0, also

lim inf
n→∞

µ[fn] =∞ > 0 = µ[0] = µ[lim inf
n→∞

fn].

2. Im Satz von der majorisierten Konvergenz kann auf die Voraussetzung, dass |fn| ≤ g
und g ∈ L1(µ) nicht verzichtet werden. Sei etwa λ das Lebesgue-Maß auf [0, 1] und

fn = n · 1[0,1/n]. Dann ist supn∈N fn(x) = sup{n : x ≤ 1/n} =
[

1
x

]
. Also existiert

kein g ∈ L1(λ) mit fn ≤ g. Außerdem ist limn→∞ fn = 0 fast überall (wobei {0} die
Ausnahmemenge ist) und

lim
n→∞

µ[fn] = 1 6= 0 = µ[ lim
n→∞

fn].

Anders verhält es sich für fn = n · 1[0,1/n2]. Hier ist

sup
n∈N

fn(x) = sup{n : x ≤ 1/n2} =
[ 1√

x

]
≤ 1√

x
=: g(x).

Hier ist einerseits g ∈ L1(λ), der Satz von der majorisierten Konvergenz ist also an-
wendbar, andererseits ist limn→∞ fn = 0 fast überall und

lim
n→∞

µ[fn] = lim
n→∞

1
n = 0 = µ[0] = µ[ lim

n→∞
fn].



23 Lp-Räume 233

23 Lp-Räume

Im ganzen folgenden Abschnitt sei (E,F , µ) ein Maßraum. Wir werden uns nun mit den
messbaren Funktionen f : E → R beschäftigen, für die µ[|f |p] < ∞ gilt. Die resultie-
renden Funktionenräume Lp(µ) werden wir als normierte, vollständige Räume (Propositi-
on 23.7) erkennen, was automatisch zu einem neuen Konvergenzbegriff führt. Weiter wird
der Raum L2(µ) eine große Rolle spielen. Da man diesen mit einem Skalarprodukt (nämlich
〈f, g〉 7→ µ[fg]) ausstatten kann, stehen hier allgemeine Aussagen zur Verfügung, etwa der
Satz von Riesz-Fréchet (Proposition 23.10). Dies werden wir verwenden, um σ-endliche Maße
mit Dichte durch den Satz von Radon-Nikodým (Korollar 23.16) zu charakterisieren.

23.1 Grundlagen

Bereits in Bemerkung 22.17 haben wir die Räume Lp(µ) erwähnt. Durch die Definition des
Integrals im letzten Abschnitt können wir diese nun näher beleuchten. Vor allem zeigen wir
die wichtige Hölder- und die Minkowski-Ungleichung, siehe Proposition 23.2.

Definition 23.1 (Lp(µ)-Räume). Sei 0 < p ≤ ∞. Wir setzen

Lp := Lp(µ) := {f : E → R messbar mit ||f ||p <∞}

für

||f ||p := (µ[|f |p])1/p, 0 < p <∞ (23.1)

und
||f ||∞ := inf{K : µ(|f | > K) = 0}.

Auf den Räumen Lp, p ≥ 1 zeigen wir nun eine Dreiecksungleichung, die Minkowski-
Ungleichung gezeigt. Außerdem sei bemerkt, dass die Hölder-Ungleichung im Spezialfall
p = q = 2 auch Cauchy-Schwartz-Ungleichung heißt.

Proposition 23.2 (Hölder und Minkowski’s Ungleichung). Seien f, g messbar.

1. Sei 0 < p, q, r ≤ ∞ so, dass 1
p + 1

q = 1
r . Dann gilt

||fg||r ≤ ||f ||p||g||q (Hölder-Ungleichung)

2. Für 1 ≤ p ≤ ∞ ist

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p. (Minkowski-Ungleichung)

Beweis. Wir starten mit dem Beweis der Hölder-Ungleichung. Im Fall p = ∞ oder q = ∞
ist die Aussage klar, sei also p, q < ∞. Ist entweder ||f ||p = 0, ||f ||p = ∞, ||g||q = 0 oder
||g||q =∞, ist die Aussage ebenso klar. Sei also o.E. f, g ≥ 0 und 0 < ||f ||p, ||g||q <∞ und

f̃ :=
f

||f ||p
, g̃ =

g

||g|| q
.

Dann ist zu zeigen, dass ||f̃ g̃||r ≤ 1. Wegen der Konvexität der Exponentialfunktion ist

(xy)r = exp
(
r
pp log x+ r

q q log y
)
≤ r

px
p + r

qy
q
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und damit

||f̃ g̃||rr = µ[(f̃ g̃)r] ≤ r
pµ[f̃p] + r

qµ[g̃q] = 1

und die Behauptung folgt.

Zum Beweis der Minkowski-Ungleichung bemerken wir zunächst, dass in den Fällen p = 1
und p = ∞ die Behauptung klar ist. Im Falle 1 < p < ∞ gilt mit q = p/(p − 1) und
r = 1/p+ 1/q = 1 mit der Hölder-Ungleichung

||f + g||pp ≤ µ[|f | · |f + g|p−1] + µ[|g| · |f + g|p−1]

≤ ||f ||p · ||(f + g)p−1||q + ||g||p · ||(f + g)p−1||q
= (||f ||p + ||g||p) · ||f + g||p−1

p ,

da ||(f + g)p−1||q = ||(f + g)q(p−1)||1/q1 = ||(f + g)p||(p−1)/p
1 = ||f + g||p−1

p . Dividieren durch

||f + g||p−1
p bringt das Resultat.

Proposition 23.3 (Zusammenhang zwischen Lr undLq). Sei µ endlich und 1 ≤ r <
q ≤ ∞. Dann ist Lq(µ) ⊆ Lr(µ).

Beweis. Die Behauptung ist klar für q = ∞. Sei also q < ∞. Wir verwenden die Hölder-
Ungleichung. Es gilt für f ∈ Lq, da ||1||p <∞ wegen der Endlichkeit von µ,

||f ||r = ||1 · f ||r ≤ ||1||p · ||f ||q <∞ (23.2)

für 1
p = 1

r −
1
q > 0, woraus die Behauptung sofort folgt.

Bemerkung 23.4 (Gegenbeispiel für σ-endliches µ). Sicherlich gilt Proposition 23.3
nicht, falls µ nicht endlich ist. Sei etwa λ das eindimensionale Lebesgue-Maß und f : x 7→
1
x · 1x>1. Dann ist f ∈ L2(λ), aber f /∈ L1(λ).

23.2 Lp-Konvergenz

Wir haben im Satz von der majorisierten Konvergenz (Theorem 22.26) gesehen, dass für ei-
ne Folge von Funktionen, die fast überall konvergiert, oft auch deren Integrale konvergieren.
Die hier betrachtete Lp-Konvergenz geht jetzt von Konvergenz von Integralen aus. Wir wer-
den sehen, dass der resultierende Konvergenzbegriff zur Folge hat, dass jede Cauchy-Folge
konvergiert (Proposition 23.7).

Definition 23.5 (Konvergenz im p-ten Mittel). Eine Folge f1, f2, . . . in Lp(µ) konver-
giert in Lp(µ) (oder im p-ten Mittel) gegen f ∈ Lp(µ), falls

||fn − f ||p
n→∞−−−→ 0.

Wir schreiben dann auch fn
n→∞−−−→Lp f .

Proposition 23.6 (Konvergenz im p-ten und q-ten Mittel). Sei µ(E) < ∞, 1 ≤ r <
q ≤ ∞ und f, f1, f2, · · · ∈ Lq. Falls fn

n→∞−−−→Lq f , so auch fn
n→∞−−−→Lr f .

Beweis. Die Behauptung ist klar für q = ∞, sei also q < ∞. Aus (23.2) folgt sofort dass
||f − g||r ≤ ||f − g||q, woraus die Behauptung bereits folgt.
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Proposition 23.7 (Vollständigkeit von Lp). Sei p ≥ 1 und f1, f2, . . . eine Cauchy-Folge
in Lp. Dann gibt es ein f ∈ Lp mit ||fn − f ||p

n→∞−−−→ 0.

Beweis. Sei ε1, ε2, . . . summierbar, also z.B. εn := 2−n. Da f1, f2, . . . eine Cauchy-Folge ist,
gibt es für jedes k einen Index nk mit ||fm − fn||p ≤ εk für alle m,n ≥ nk. Insbesondere gilt

∞∑
k=1

||fnk+1
− fnk ||p ≤

∞∑
k=1

εk <∞.

Nach monotoner Konvergenz und der Minkowski’schen Ungleichung gilt damit∣∣∣∣∣∣ ∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk |

∣∣∣∣∣∣
p
≤
∞∑
k=1

||fnk+1
− fnk ||p <∞.

Damit ist insbesondere
∑∞

k=1 |fnk+1
− fnk | < ∞ fast überall, also fn1(x), fn2(x), . . . für fast

alle x eine Cauchy-Folge in R. Damit gibt es eine messbare Abbildung f mit fnk
k→∞−−−→ f fast

überall. Nach Fatou’s Lemma gilt

||fn − f ||p ≤ lim inf
k→∞

||fnk − fn||p ≤ sup
m≥n
||fm − fn||p

n→∞−−−→ 0,

d.h. fn
n→∞−−−→Lp f .

23.3 Der Raum L2

Für jedes 1 ≤ p ≤ ∞ gilt, dass ||af ||p = |a| · ||f ||p für a ∈ R gilt. Zusammen mit der
Minkowski’schen Ungleichung bedeutet das, dass Lp(µ) ein reeller Vektorraum ist. Es ist
entscheidend zu bemerken, dass die Abbildung f 7→ ||f ||p eine Pseudo-Norm ist. Sie kann
keine volle Norm sein, weil ||f ||p = 0 nach Proposition 22.20 nur impliziert, dass µ(f 6= 0) = 0,
aber nicht, dass f = 0. Wir werden deswegen im Folgenden Funktionen f und g miteinander
identifizieren, wenn f = g µ-fast überall gilt. Nach dem eben gesagtem ist dann (Lp, || · ||p)
ein normierter Raum. Da || · ||p nach Proposition 23.7 vollständig ist, ist (Lp, || · ||p) sogar ein
Banachraum für jedes 1 ≤ p ≤ ∞. Als nächstes betrachten wir den Spezialfall p = 2. Wir
definieren eine Abbildung L2 × L2 → R durch

〈f, g〉 := µ[fg].

Dann ist 〈·, ·〉 offensichtlich linear, symmetrisch und positiv semi-definit, also ein Skalarpro-
dukt Wir schreiben konsequenterweise f ⊥ g genau dann, wenn µ[fg] = 0. Da ||f || := ||f ||2 =
〈f, f〉1/2, ist (L2, 〈·, ·〉) also ein Hilbertraum.

Lemma 23.8 (Parallelogrammidentität). Seien f, g ∈ L2. Dann gilt

||f + g||2 + ||f − g||2 = 2||f ||2 + 2||g||2.

Beweis. Aus der Definition von || · || und der Symmetrie und Bilinearität von 〈·, ·〉 folgt

||f + g||2 + ||f − g||2 = 〈f + g, f + g〉+ 〈f − g, f − g〉 = 2〈f, f〉+ 2〈g, g〉 = 2||f ||2 + 2||g||2.
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Proposition 23.9 (Zerlegung vonf ∈ L2). Sei M ein abgeschlossener, linearer Teilraum
von L2. Dann hat jede Funktion f ∈ L2 eine fast sicher eindeutige Zerlegung f = g + h mit
g ∈M,h ⊥M .

Beweis. Für f ∈ L2 definieren wir

df := inf
g∈M
{||f − g||}.

Wähle g1, g2, . . . mit ||f − gn||
n→∞−−−→ df . Nach der Parallelogrammidentität gilt

4d2
f + ||gm − gn||2 ≤ ||2f − gm − gn||2 + ||gm − gn||2 = 2||f − gm||2 + 2||f − gn||2

m,n→∞−−−−−→ 4d2
f .

Also ist ||gm − gn||2
m,n→∞−−−−−→ 0, d.h. g1, g2, . . . ist eine Cauchy-Folge. Nach Proposition 23.7

gibt es damit ein g ∈ L2 mit ||gn − g||p
n→∞−−−→ 0, und wegen der Abgeschlossenheit von M

auch g ∈M . Da ||h|| = df für h := f − g, folgt für alle t > 0, l ∈M , wegen der Definition von
df ,

d2
f ≤ ||h+ tl||2 = d2

f + 2t〈h, l〉+ t2||l||2.
Da dies für alle t gilt, folgt 〈h, l〉 = 0, also h ⊥M .

Zum Beweis der Eindeutigkeit sei g′+h′ eine weitere Zerlegung von f . Dann ist aufgrund
der Linearität von M einerseits g − g′ ∈M , andererseits ist fast sicher g − g′ = h− h′ ⊥M ,
also g− g′ ⊥ g− g′. Dies bedeutet ||g− g′|| = 〈g− g′, g− g′〉 = 0, also g = g′ fast überall.

Proposition 23.10 (Riesz-Fréchet). Eine Abbildung F : L2 → R ist genau dann stetig
und linear wenn es ein h ∈ L2 gibt, so dass für alle f ∈ L2

F (f) = 〈f, h〉.

Dann ist h ∈ L2 fast sicher eindeutig bestimmt.

Beweis. ’⇐’: Die Linearität von f 7→ 〈f, h〉 folgt aus der Bilinearität von 〈·, ·〉. Die Stetigkeit
folgt aus der Cauchy-Schwartz Ungleichung mittels

|〈|f − f ′|, h〉| ≤ ||f − f ′|| · ||h||.

’⇒’: Falls F ≡ 0 wähle h = 0. Falls F 6≡ 0, ist M = F−1{0} ein (wegen der Stetigkeit von
F ) abgeschlossener und (wegen der Linearität von F ) linearer Unterraum von L2. Wähle
f ′ ∈ L2 \M mit der (nach Proposition 23.9 fast sicher eindeutigen) orthogonalen Zerlegung
f ′ = g′ + h′ mit g′ ∈ M und h′ ⊥ M . Da f ′ /∈ M , ist h′ 6≡ 0 und F (h′) = F (f ′) − F (g′) =
F (f ′) 6= 0. Wir setzen h′′ = h′

F (h′) , so dass h′′ ⊥M und F (h′′) = 1 und es gilt für alle f ∈ L2

F (f − F (f)h′′) = F (f)− F (f)F (h′′) = 0.

d.h. f − F (f)h′′ ∈M , also insbesondere 〈F (f)h′′, h′′〉 = 〈f, h′′〉 und

F (f) = 1
||h′′||2 · 〈F (f)h′′, h′′〉 = 1

||h′′||2 · 〈f, h
′′〉 = 〈f, h′′

||h′′||2 〉.

Nun folgt die Behauptung mit h = h′′

||h′′||2 .

Zur Eindeutigkeit sei 〈f, h1 − h2〉 = 0 für alle f ∈ L2; insbesondere ist mit f = h1 − h2

||h1 − h2||2 = 〈h1 − h2, h1 − h2〉 = 0,

also h1 = h2 µ-fast sicher.

Bemerkung 23.11 (Allgemeingültigkeit der letzten Aussagen). Lemma 23.8, sowie die
Propositionen 23.9 und 23.10 gelten ebenso, falls man L2 durch einen anderen Hilbert-Raum
ersetzt.
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23.4 Satz von Radon-Nikodým

Aus Beispiel 21.22 sind bereits zwei Maße mit Dichten (bezüglich des Lebesgue-Maßes) be-
kannt. Dieses Konzept wird nun aufgegriffen und in den Kontext von Integralen eingebettet.
Sei hierzu ν ein weiteres Maß auf F . Ziel ist es, Bedingungen anzugeben, wann das Maß ν
durch eine Dichte darstellbar ist. Die Antwort findet sich im Satz von Radon-Nikodým (Korol-
lar 23.16). Er ist ein Spezialfall des Lebesgue’schen Zerlegungssatzes, Theorem 23.15. Dieser
zeigt, dass für je zwei σ-endliche Maße µ, ν das Maß ν (additiv) in zwei Anteile zerlegt werden
kann: einen absolutstetigen bzgl. µ und einen zu µ singulären. Der absolutstetige Anteil hat
dabei eine Dichte bzgl. µ. Zunächst müssen wir alle Begriffe erklären.

Definition 23.12 (Absolutstetige Maße). 1. Wir sagen, ν besitzt eine Dichte f bzgl.
µ, falls für alle A ∈ F

ν(A) = µ[f ;A].

gilt. Wir schreiben dann f = dν
dµ und ν = f · µ.

2. Das Maß ν heißt absolutstetig bzgl. µ, falls alle µ-Nullmengen auch ν-Nullmengen
sind. Wir schreiben dann ν � µ. Ist sowohl ν � µ als auch µ� ν, so heißen µ und ν
äquivalent.

3. Die Maße µ und ν heißen singulär, falls es ein A ∈ F gibt mit µ(A) = 0 und ν(Ac) = 0.
Wir schreiben dann µ ⊥ ν.

Lemma 23.13 (Kettenregel und Eindeutigkeit). Sei µ ein Maß auf F .

1. Sei ν ein σ-endliches Maß. Sind g1 und g2 Dichten von ν bzgl. µ, so ist g1 = g2 µ-fast
überall.

2. Sei f : E → R+ und g : E → R messbar. Dann gilt

(f · µ)[g] = µ[fg],

falls eine der beiden Seiten existiert.

Beweis. 1. Sei E1, E2, · · · ∈ F so, dass En ↑ E und ν(En) <∞. Setze An := En ∩ {g1 > g2}.
Da sowohl g1 als auch g2 Dichten von ν bzgl µ sind, folgt

µ[g1 − g2;An] = 0.

Da auf An nur g1 > g2 möglich ist, ist g1 = g2 1Anµ-fast überall. Außerdem ist

µ{g1 > g2} = µ
( ⋃
n∈N

An

)
= 0.

Analog folgt µ{g1 < g2} = 0 und damit g1 = g2 µ-fast überall.

2. gilt per Definition für g = 1A mit A ∈ F . Damit erweitert man die Aussage schrittweise
für einfach Funktionen, positive messbare Funktionen und schlussendlich auf den allgemeinen
Fall.
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Beispiel 23.14 (Bekannte Dichten). 1. Aus der Vorlesung Stochastik sind bereits eini-
ge Dichtefunktionen bekannt. Sei etwa für µ ∈ R, σ2 ∈ R+

fN(µ,σ2)(x) :=
1√

2πσ2
exp

(
− (x− µ)2

2σ2

)
und λ das eindimensionale Lebesgue-Maß. Dann heißt das Wahrscheinlichkeitsmaß
fN(µ,σ2) · λ auch Normalverteilung mit Erwartungswert µ und Varianz σ2.

Für γ ≥ 0 und
fexp(γ)(x) := 1x≥0 · γe−γx

heißt fexp(γ) · λ auch Exponentialverteilung zum Parameter γ. Man kann nun beispiels-
weise mit Lemma 23.13 berechnen, dass

fexp(γ) · λ[id] =

∫ ∞
0

γe−γxxdx = −e−γxx
∣∣∞
0

+

∫ ∞
0

e−γxdx =
1

γ
.

Den Wert 1/γ haben wir bereits als Erwartungswert der Exponentialverteilung zum
Parameter γ interpretiert.

2. Es gibt natürlich nicht nur Dichten bezüglich des Lebesgue-Maßes. Sei beispielsweise

µ =

∞∑
n=0

δn

das Zählmaß auf N0 (siehe Beispiel 21.2) und f : N0 → R+, gegeben für ein γ ≥ 0 durch

f(k) = e−γ
γk

k!
.

Dann ist f · µ die Poisson-Verteilung zum Parameter γ auf 2N0 nach Beispiel 21.2.

Theorem 23.15 (Lebesgue’scher Zerlegungssatz). Seien µ, ν σ-endliche Maße auf
(E,F). Dann lässt sich ν eindeutig schreiben als

ν = νa + νs mit νa � µ, νs ⊥ µ.

Das Maße νa hat eine Dichte bzgl. µ, die µ-fast überall endlich ist.

Beweis. Durch eine Ausschöpfung E1, E2, · · · ⊆ E mit En ↑ E und ν(En), µ(En) <∞ können
wir uns auf den Fall endlicher Maße zurückziehen. Mit Proposition 23.6 ist die lineare Abbil-
dung {

L2(µ+ ν) → R)

f 7→ ν[f ]

stetig. Nach Proposition 23.10 gibt es also ein h ∈ L2(µ+ ν) mit

ν[f ] = (µ+ ν)[fh], (23.3)

also

ν[f(1− h)] = µ[fh] (23.4)
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für jedes f ∈ L2(µ+ ν). Wählt man f = 1{h<0} in (23.3) folgt

0 ≤ ν{h < 0} = (µ+ ν)[h;h < 0] ≤ 0,

also h ≥ 0 (µ+ ν)-fast überall. Analog kann man mittels f = 1{h>1} aus (23.4) folgern, dass

0 ≤ µ[h; {h > 1}] = ν[1− h; {h > 1} ≤ 0,

also h ≤ 1 (µ + ν)-fast sicher. Sei nun f ≥ 0 messbar und f1, f2, · · · ∈ L2(µ + ν) mit fn ↑ f .
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

ν[f(1− h)] = lim
n→∞

ν[fn(1− h)] = lim
n→∞

µ[fNh] = µ[fh],

d.h. (23.4) gilt für alle messbaren f ≥ 0.
Sei nun E := h−1{1}. Aus (23.4) folgt mit f = 1E , dass

µ(E) = µ[h;E] = ν[1− h;E] = 0.

Wir definieren für A ∈ F zwei Maße νa und νs durch

νa(A) = ν(A \ E), νs(A) = ν(A ∩ E),

so dass ν = νa + νs und νs ⊥ µ. Um zu zeigen, dass νa � µ wähle A ∈ F mit µ(A) = 0.
Damit ist nach (23.4)

ν[1− h;A \ E] = µ[h;A \ E] = 0.

Da h < 1 auf A \ E ist, gilt damit νa(A) = ν(A \ E) = 0, also νa � µ.
Um die Dichte von νa bzgl. µ zu bestimmen, setzen wir g := h

1−h1E\E und verwenden
(23.4), so dass

µ[g;A] = µ
[ h

1− h
;A \ E

]
= ν(A \ E) = νa(A).

Also ist g = dνa
dµ .

Um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, sei ν = νa + νs = ν̃a + ν̃s für νa, ν̃a � µ,
νs, ν̃s ⊥ µ. Wähle A, Ã ∈ A mit νs(A) = µ(Ac) = ν̃s(Ã) = µ(Ãc) = 0. Dann gilt

νs(A ∩ Ã) = ν̃s(A ∩ Ã) = νa(A
c ∪ Ãc) = ν̃a(A

c ∪ Ãc) = 0

und deshalb

νa = 1
A∩Ã · νa = 1

A∩Ã · ν = 1
A∩Ã · ν̃a = ν̃a,

νs = ν − νa = ν − ν̃a = ν̃s.

Korollar 23.16 (Satz von Radon-Nikodým). Seien µ und ν σ-endliche Maße. Dann hat
ν genau dann eine Dichte bzgl. µ, wenn ν � µ.

Beweis. ’⇒’: klar.
’⇐’: Nach Theorem 23.15 gibt es eine eindeutige Zerlegung ν = νa + νs mit νa � µ, νs ⊥ µ.
Da ν � µ, muss νs = 0 gelten und damit ν = νa. Insbesondere existiert die Dichte von ν
bzgl. µ.
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Beispiel 23.17 (Gegenbeispiel für nicht σ-endliche Maße). Im Zerlegungssatz von Le-
besgue 23.15 und im Satz von Radon-Nikodým 23.16 darf man die Voraussetzung, dass µ und
ν σ-endlich sind nicht weglassen, wie folgendes Beispiel zeigt:

Sei (E,F) ein Messraum mit überabzählbarem E und

F := {A : A oder Ac abzählbar}.

Seien µ und ν unendliche Maße auf (E,F), gegeben durch

ν(A) :=

{
0, A abzählbar,

∞, sonst,
µ(A) :=

{
|A|, A endlich,

∞, sonst.

Dann ist offenbar ν � µ. Angenommen, es gäbe eine F-messbare Dichte von ν bzgl. µ, so
wäre für alle x ∈ E

0 = ν{x} = µ[f ; {x}] = f(x)µ({x}) = f(x).

Damit wäre f = 0 und ν = 0 im Widerspruch zur Definition von ν.

24 Produkträume

Sei (Ei)i∈I eine Familie von Mengen. Dann heißt

E :=×
i∈I

Ei := {(xi)i∈I : xi ∈ Ei}

Produktraum der (Ei)i∈I . Weiter definieren wir für H ⊆ J ⊆ I die Projektionen

πJH :×
i∈J

Ei →×
i∈H

Ei.

sowie πH := πIH und πi := π{i}, i ∈ I. In diesem Kapitel werden wir alle bisher eingeführ-
ten Konzepte auf solche Produkträume anwenden. Dabei werden wir meistens nur endliche
Produkträume betrachten (d.h. I ist endlich). Unendliche (sogar überabzählbar unendliche
Produkträume) werden in der Vorlesung Stochastische Prozesse eine wichtige Rolle spielen.

24.1 Topologie

Wir beginnen mit der Definition der Topologie auf Produkträumen. Diese ist gerade so ge-
macht, dass Projektionen stetige Funktionen sind.

Definition 24.1 (Produktraum und Produkt-Topologie). Ist (Ei,Oi)i∈I eine Familie
von topologischen Räumen, dann heißt die von

B := {×
i∈J

Ai × ×
i∈I\J

Ei : J b I, Ai ∈ Oi}

erzeugte Topologie (siehe Definition 19.1.7) O die Produkttopologie auf E.

Bemerkung 24.2 (Stetigkeit der Koordinatenabbildungen). Es sei bemerkt, dass
bezüglich der Produkttopologie O alle Projektionen πi, i ∈ I stetig sind. Es ist nämlich

π−1
i (Ai) = Ai ××

j 6=i
Ej ∈ O

für Ai ∈ Oi. Damit ist die Projektion stetig (siehe Definition 19.1.9).
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Proposition 24.3 (Abzählbare Produkte polnischer Räume sind polnisch). Sei
(Ei,Oi)i∈N eine Familie polnischer Räume. Dann ist der Produktraum (E,O) aus Defini-
tion 24.1 polnisch.

Beweis. Sei E′i ⊆ Ei abzählbar mit E′i = Ei und ri eine vollständige Metrik, die Oi erzeugt,
i ∈ N. Weiter sei (x′i)i∈N ∈×i∈NE

′
i.

Zunächst bemerken wir, dass für x1 = (x1
i )i∈N, x

2 = (x2
i )i∈N ∈ E durch

r(x1, x2) :=

∞∑
i=1

2−i
(
ri(x

1
i , x

2
i ) ∧ 1

)
eine vollständige Metrik auf E definiert wird, die O erzeugt. Außerdem ist damit die Menge{

(xi)i∈N ∈×
i∈N

E′i : xi 6= x′i für endlich viele i ∈ N
}

abzählbar und dicht in E. Also ist (E,O) polnisch.

24.2 Mengensysteme

Analog zur Topologie ist die Produkt-σ-Algebra gerade so, dass Projektionen messbare Funk-
tionen sind.

Definition 24.4 (Produkt-σ-Algebra). Ist (Ei,Fi)i∈I eine Familie von Messräumen,
dann heißt die σ-Algebra⊗

i∈I
Fi := σ

(
{×
i∈J

Ai × ×
i∈I\J

Ei : J b I, Ai ∈ Fi}
)

(24.1)

die Produkt-σ-Algebra auf E. Ist (Ei,Fi) = (E,F), i ∈ I, so setzen wir FI :=
⊗

i∈I F .

Bemerkung 24.5 (Messbarkeit der Koordinatenabbildung). Analog zur Produktto-
pologie gilt, dass die Projektionen πi messbar bzgl.

⊗
i∈I Fi sind. Es ist nämlich für Ai ∈ Fi

π−1
i (Ai) = Ai ××

j 6=i
Ej ∈

⊗
i∈I
Fi.

Außerdem gilt ⊗
i∈I
Fi = σ

({
Ai ××

j 6=i
Ej : Ai ∈ Fi}

)
. (24.2)

Lemma 24.6 (Produkt-σ-Algebra bei abzählbaren Produkten). Sei I abzählbar und
(Ei,Oi)i∈I eine Familie polnischer Räume sowie (E,O) der Produktraum, versehen mit der
Produkttopologie aus Definition 24.1. Dann ist B(E) =

⊗
i∈I B(Ei). Insbesondere ist B(Rd) =⊗d

i=1 B(R).

Beweis. Da alle (Ei,Oi), i ∈ I, separabel sind, gibt es nach Lemma 19.6 für jedes i ∈ I eine
abzählbare Basis Ci von Oi. Damit ist

C := {×
i∈J

Ai × ×
i∈I\J

Ei : J b I, Ai ∈ Oi}
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eine abzählbare Basis von (E,O). Nach Lemma 20.8 gilt σ(C) = B(E). Außerdem ist offenbar
C ⊆

⊗
i∈I B(Ei) und damit B(E) ⊆

⊗
i∈I B(Ei). Andersherum liefert (24.2), dass für Ai ∈ Fi

Ai ××
j 6=i

Ej ∈ σ
({
Ai ××

j 6=i
Ej : Ai ∈ Oi

})
= π−1

i (Fi) ⊆ B(E),

woraus die Behauptung folgt.

Lemma 24.7 (Produkte von Erzeugern/Halbringen sind Erzeuger/Halbringe). Sei-
en (Ei,Fi) Messräume und E =×i∈I Ei.

1. Sei I endlich und Hi ein Halbring mit σ(Hi) = Fi. Dann ist

H := {×
i∈I

Ai : Ai ∈ Hi, i ∈ I} (24.3)

ein Halbring mit σ(H) =
⊗

i∈I Fi.

2. Sei I beliebig und Hi ein schnittstabiler Erzeuger von Fi, i ∈ I. Dann ist

H := {×
i∈J

Ai × ×
i∈I\J

Ei : J b I, Ai ∈ Hi, i ∈ J}

ein schnittstabiler Erzeuger von
⊗

i∈I Fi.

Beweis. Für 1. ist o.E. I = {1, . . . , d}. Es ist zunächst klar, dass H schnittstabil ist. Die
Eigenschaft (ii) für Halbringe zeigt man durch Induktion über d. Die Behauptung ist klar für
d = 1, da H1 ein Halbring ist. Gilt sie für d− 1, so gilt

(A1 × · · · ×Ad) \ (B1 × · · · ×Bd)
=
(
A1 × · · · ×Ad−1 × (Ad \Bd)

)
]
(
(A1 × · · · ×Ad−1) \ (B1 × · · · ×Bd−1)

)
× (Ad ∩A′d)

Der erste Term der letzten Zeile ist als disjunkte Vereinigung von Mengen aus H darstellbar,
da Hd ein Halbring ist. Der zweite Term ist als disjunkte Vereinigung darstellbar, da nach
Induktionsvoraussetzung (A1 × · · · ×Ad−1) \ (B1 × · · · ×Bd−1) als disjunkte Vereinigung aus
Mengen der Form A1 × · · · ×Ad−1 mit Ai ∈ Hi, i = 1, . . . , d− 1 darstellbar ist.

Für 2. ist wieder klar, dass H schnittstabil ist. Aus (24.1) folgt sofort, dass H ⊆
⊗

i∈I Fi,
also σ(H) ⊆

⊗
i∈I Fi. Andersherum ist klar, dass für Ai ∈ Fi

Ai ××
j 6=i

Ej ∈ σ
({
Ai ××

j 6=i
Ej : Ai ∈ Hi

})
⊆ σ(H),

woraus
⊗

i∈I Fi ⊆ σ(H) wegen (24.2) und damit die Behauptung folgt.

In Lemma 20.9 haben wir bereits die Borel’sche σ-Algebra auf Rd kennen gelernt. Natürlich
handelt es sich bei Rd auch um einen Produktraum. Wir überprüfen nun, ob es sich bei der
σ-Algebra B(Rd) auch tatsächlich um die hier eingeführte Produkt-σ-Algebra handelt.

Korollar 24.8 (Borel’sche σ-Algebra auf Rd wird von Quadern erzeugt). Sei E = Rd.
Für a = (a1, . . . , ad), b = (b1, . . . , bd) ∈ Rd setzen wir a ≤ b genau dann, wenn ai ≤ bi, i =
1, . . . , d, sowie mit

(a, b] := (a1, b1]× · · · × (ad, bd]
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den halboffenen Quader. Dann definiert

H := {(a, b] : a, b ∈ Q, a ≤ b}

einen Halbring mit σ(H) = B(Rd).

Beweis. Nach Beispiel 20.3.1 und Lemma 24.7.1 ist H ein Halbring, der
⊗d

i=1 B(R) = B(Rd)
erzeugt; siehe Lemma 24.6.

24.3 Maße und Integrale

Mehrfachintegrale sind schon aus der Analysis bekannt. Wir definieren nun zunächst Maße auf
Produkträumen und im gleichen Atemzug auch die dazu gehörigen (Mehrfach-)Integrale. Mit
dem Satz von Fubini (Theorem 24.12) können dann Integrale nach Maßen auf Produkträum-
en als Mehrfachintegrale interpretiert und ausgewertet werden. Hierzu ist es notwendig, dass
die in den Mehrfachintegralen auftauchenden Integranden messbar sind. Dies wird in Lem-
ma 24.10 sichergestellt. Um Maße auf Produkträumen in genügender Allgemeinheit definieren
zu können, benötigen wir zunächst den Begriff des Übergangskernes.

Definition 24.9 (Übergangskern). Seien (Ei,Fi), i = 1, 2 Messräume. Eine Abbildung
κ : E1 × F2 → R+ heißt ein Übergangskern von (E1,F1) nach (E2,F2), wenn (i) für alle
x1 ∈ E1 ist κ(x1, .) ein Maß auf F2 und (ii) für alle A2 ∈ F2 ist κ(., A2) nach F1-messbar.

Ein Übergangskern heißt σ-endlich, wenn es eine Folge E11, E12, · · · ∈ F1 gibt mit E1n ↑ E1

und supx1
κ(x1, E1n) < ∞ für alle n = 1, 2, . . . Er heißt stochastischer Kern oder Mar-

kov’scher Kern, falls für alle x1 ∈ E1 gilt, dass κ(x1, E2) = 1.

Lemma 24.10 (Messbarkeit integrierbarer Schnitte). Seien (Ei,Fi), i = 1, 2
Messräume, κ ein σ-endlicher Übergangskern von (E1,F1) nach (E2,F2) und f : E1 ×E2 →
R+ nach F1 ⊗F2 messbar. Dann ist

x1 7→ κ(x1, .)[f ] :=

∫
κ(x1, dx2)f(x1, x2)

nach F1-messbar.

Beweis. Wir nehmen an, dass κ(x1, E2) <∞ für alle x1 ∈ E1 gilt. (Der allgemeine Fall erfolgt
dann mittels einer Folge E11, E12, · · · ∈ F1 mit E1n ↑ E1.) Sei

D := {A ∈ F1 ⊗F2 : x1 7→ κ(x1, .)[1A] ist F1-messbar}.

Dann prüft man leicht nach, dass D ein schnittstabiles Dynkin-System ist. Weiter ist sicherlich
H ⊆ D, wobei H wie in (24.3) definiert ist. Damit ist nach Theorem 20.13 F1⊗F2 = σ(H) ⊆
D ⊆ F1 ⊗ F2. Also ist x1 7→ κ(x1, .)[1A] für alle A ∈ F1 ⊗ F2 nach F1-messbar. Diese
Aussage lässt sich sofort erweitern, indem man anstatt 1A eine Treppenfunktionen einsetzt.
Durch monotone Konvergenz folgt dann auch, dass x1 7→ κ(x1, .)[f ] für alle messbaren, nicht-
negativen Funktionen nach F1-messbar ist.

Theorem 24.11 (Satz von Ionescu-Tulcea). Seien (Ei,Fi), i = 0, . . . , n Messräume, µ

ein σ-endliches Maß auf F0 und κi ein σ-endlicher Übergangskern von
(
×i−1

j=0Ej ,
⊗i−1

j=0Fj
)
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nach (Ei,Fi), i = 1, . . . , n. Dann gibt es genau ein σ-endliches Maß µ
⊗n

i=1 κi auf(
×n

i=0Ei,
⊗n

i=0Fi
)

mit

(
µ

n⊗
i=1

κi

)
(A0 × · · · ×An) =

∫
A0

µ(dx0)
(∫

A1

κ1(x1, dx2) · · ·
(∫

An

κn(x0, . . . , xn−1, dxn)
)
· · ·
)
.

(24.4)

Beweis. Wir zeigen das Theorem nur für n = 1, der allgemeine Fall erfolgt dann durch
Induktion.

Der Beweis ist eine Anwendung von Theorem 21.15. Zunächst stellen wir fest, dass nach
Lemma 24.7 das in (24.3) definierte Mengensystem H ein Halbring auf ×n

i=1Ei ist. Wir
zeigen zunächst, dass die angegebene Mengenfunktion σ-endlich auf H ist. Es gibt nämlich
Ei1, Ei2,∈ Fi mit Ein ↑ Ei, i = 0, 1 mit µ(E0n) < ∞, κ1(x0, E1n) < ∞, n = 1, 2, . . . , x0 ∈ E0

und supx0∈E0
κ1(x0, E1n) =: Cn < ∞. Damit ist µ ⊗ κ1(E0n × E1n) ≤ Cn · µ(E0n) < ∞ und

E0n × E1n ↑ E0 × E1. Damit ist also µ ⊗ κ1 auch σ-endlich. Definiert man µ̃ auf H mittels
(24.4), so ist dies also eine σ-endliche Mengenfunktion.

Wir zeigen nun, dass µ̃ σ-subadditiv und endlich additiv auf H ist. Für A1, . . . , An ∈ H
und A =

⋃∞
n=1An ∈ H ist wegen der σ-Subadditivität von κ1(x0, .) für alle x0 ∈ E0

µ̃(A) =

∫
µ(dx0)

∫
κ1(x0, dx1)1A(x0, x1)

≤
∞∑
n=1

∫
µ(dx0)

∫
κ1(x0, dx1)1An(x0, x1) =

∞∑
n=1

µ̃(An).

Analog zeigt man die endliche Additivität. Nach Lemma 21.4 ist µ̃ damit σ-additiv. Aus
Theorem 21.15 folgt nun, dass es genau eine Erweiterung von µ̃ auf σ(H) =

⊗n
i=1 σ(Hi) gibt,

welche die im Theorem angegebene ist.

Wir beschäftigen uns nun mit dem in Theorem 24.11 definierten Maß.

Theorem 24.12 (Satz von Fubini). Seien (Ei,Fi), µ, κi und µ
⊗n

i=1 κi wie in Theo-
rem 24.11. Weiter sei f :×n

i=0Ei → R+ messbar bezüglich
⊗n

i=0Fi. Dann gilt∫
fd
(
µ

n⊗
i=0

κi
)

=

∫
µ(dx0)

(∫
κ1(x1, dx2) · · ·

(∫
κn(x0, . . . , xn−1, dxn)f(x0, . . . , xn)

)
· · ·
)
.

(24.5)

Diese Gleichheit gilt auch, falls f :×n
i=0Ei → R messbar ist mit

∫
|f |d

(
µ
⊗n

i=0 κi
)
<∞.

Beweis. Betrachte die Mengenfunktion µ̃ auf
⊗n

i=0Fi, gegeben durch

µ̃ : A 7→
∫
µ(dx0)

(∫
κ1(x1, dx2) · · ·

(∫
κn(x0, . . . , xn−1, dxn)1A(x0, . . . , xn)

)
· · ·
)
.

Man sieht, dass µ̃ auf H aus (24.3) mit µ
⊗n

i=1 κi übereinstimmt. Da H schnittstabil ist, folgt
die Gleichheit (24.5) für Indikatorfunktionen wegen Proposition 21.10. Mittels Linearität des
Integrals erweitert man (24.5) zunächst auf einfache Funktionen und dann mit Monotonie auf
beliebige, nicht-negative, messbare Funktionen. Man beachte hierbei, dass alle vorkommenden
Integranden nach Lemma 24.10 messbar sind.
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Korollar 24.13 (Produktmaße). Sei E = ×n
i=1Ei und Hi ⊆ 2Ei ein Halbring, i =

1, . . . , n, sowie µi : Hi → R+ σ-endlich und, σ-additiv, i = 1, . . . , n. Dann gibt es genau
ein Maß µ1 ⊗ · · · ⊗ µn auf

⊗n
i=1 σ(Hi) mit

µ1 ⊗ · · · ⊗ µn(A1 × · · · ×An) = µ1(A1) · · ·µn(An). (24.6)

Für eine Funktion f : E → R+ und jede Permutation π auf {1, . . . , n} gilt dann∫
fdµ1 ⊗ · · · ⊗ µn =

∫ (
· · ·
(∫

f(x1, . . . , xn)µπ(1)(dxπ1)
)
· · ·
)
µπ(n)(dxπ(n)).

Diese Formel gilt auch für f : E → R, falls
∫
|f |dµ1 ⊗ · · · ⊗ µn <∞.

Beweis. Das Korollar folgt direkt aus Theorem 24.11 und Theorem 24.12, wenn man
κi(x0, . . . , xi−1, .) = µi(.) für alle x0, . . . , xi−1 setzt.

Definition 24.14 (Endliches Produktmaß). Betrachte dieselbe Situation wie in Korol-
lar 24.13. Dann heißt das eindeutige Maß µ1 ⊗ · · · ⊗ µn aus Korollar 24.13 das Produktmaß
der µ1, . . . , µn. Wir schreiben auch

n⊗
i=1

µi := µ1 ⊗ · · · ⊗ µn.

Gilt (Ei,Hi, µi) = (E0,Hi, µ0), i = 1, . . . , n, sind also alle Räume gleich, so bezeichnen wir
es auch mit

µ⊗n0 := µ1 ⊗ · · · ⊗ µn.

Beispiel 24.15 (Mehrdimensionales Lebesgue-Maß). 1. Sei λ das ein-dimensionale
Lebesgue-Maß auf B(R) aus Proposition 21.17. Dann heißt λ⊗d das d-dimensionale
Lebesgue-Maß.

2. Sei f : R2 → R gegeben durch

f(x, y) =
xy

(x2 + y2)2
.

Dann ist für jedes x ∈ R ∫
λ(dy)f(x, y) = 0,

da f(x, .) ∈ L1(λ) und f(x, y) = −f(x,−y). Also gilt insbesondere∫
λ(dx)

(∫
λ(dy)f(x, y)

)
=

∫
λ(dy)

(∫
λ(dx)f(x, y)

)
= 0,

allerdings ist |f | nicht nach λ⊗2 integrierbar, weil f in (0, 0) eine nicht integrierbare
Polstelle besitzt. Wie dieses Beispiel zeigt, muss man mit Mehrfachintegralen aufpassen.
Insbesondere folgt aus der Gleichheit und Endlichkeit der Mehrfachintegrale nicht, dass
der Integrand integrierbar ist.

Wir erweitern nun die partielle Integration aus Theorem 8.30 auf mehrdimensionale Integrale.
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Proposition 24.16 (Partielle Integration). Es seien f, g ∈ C1(Rd) so, dass
∂f
∂xj

g, f ∂g
∂xj

, fg ∈ L1(λd). Dann gilt∫
∂f

∂xj
gdλd = −

∫
f
∂g

∂xj
dλd.

Beweis. Es genügt zu zeigen, dass ∫
∂h

∂xj
dλd = 0 (24.7)

für h ∈ C1(λd) mit h, ∂h∂xj ∈ L
1(λd).

Ist dies nämlich bewiesen, folgt die Behauptung mit der Wahl h = fg.
Sei zunächst h = 0 außerhalb K := {x : |xj | ≤ R} für ein R > 0. Wir zeigen (24.7)
durch Induktion nach d. Für d = 1 muss j = d sein und dann folgt die Behauptung nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung. Gilt (24.7) für ein d, zeigen wir die
Behauptung nun für d+ 1. Ist j ≤ d, folgt mit Fubini∫

∂h

∂xj
dλd+1 =

∫ ∫
∂h(x, xd+1)

∂xj
λd(x)λ(dxd+1) =

∫
0dλ(dxd+1) = 0.

Für j = d+ 1 ist wieder nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung∫
∂h

∂xj
dλd+1 =

∫ ∫
∂h(x, xd+1)

∂xj
λ(dxd+1)λd(x) =

∫
0dλd(dx) = 0.

Im allgemeinen Fall wählen wir ϕ ∈ C1(R, [0, 1]) mit 1[−1,1] ≤ ϕ ≤ 1[−2,2] und bemerken,
dass x 7→ ϕ(εxj)h(x) die Voraussetzungen von oben erfüllt. Damit gilt mit majorisierter
Konvergenz ∫

∂h(x)

∂xj
dx = lim

ε→0

∫
ϕ(εxj)

∂h(x)

∂xj
dx

= lim
ε→0

∫
∂

∂xj
ϕ(εxj)h(x)−

∫
f(x)εϕ′(εxj)dx

= lim
ε→0

∫
∂

∂xj
ϕ(εxj)h(x)dx = 0.

Definition 24.17 (Normalgebiet). Eine Menge E ⊆ Rd heißt ein Normalgebiet basierend
auf Funktionen a1, ..., ad, b1, ..., bd, wenn

E = {x : a1 ≤ x1 ≤ b1, a2(x1) ≤ x2 ≤ b2(x1),a3(x1, x2) ≤ x3 ≤ b3(x1, x2), ...,

ad(x1, ..., xd−1) ≤ xd ≤ bd(x1, ..., xd−1)}.

Proposition 24.18 (Integration über ein Normalengebiet). Sei E ein Normalengebiet
und f : E → R messbar. Existiert

∫
E f(x)dx, so gilt∫

E
f(x)dx =

∫ b1

a1

∫ b2(x1)

a2(x1)
· · ·
∫ bd(x1,...,xd−1)

sd(x1,...,xd−1)
f(x1, ..., xd)dxd · · · dx1.
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Beweis. Dies folgt direkt aus Korollar 24.13.

Beispiel 24.19 (Inhalt eines Kreises, eines Kegels und einer Kugel). 1.
Bekanntermaßen ist der Inhalt von B1(0) ⊆ R2 gerade π. Dies berechnen wir
nun mittels des Satzes von Fubini, Proposition 24.18. Der Vollkreis B1(0) lässt sich
schreiben als

B1(0) = {(x, y) : −1 ≤ x ≤ 1,−
√

1− x2 ≤ y ≤
√

1− x2}.

Es ist

d

dx
x
√

1− x2 + arcsin(x) =
√

1− x2 − 2x2

2
√

1− x2
+

1√
1− x2

=
1− x2 − x2 + 1√

1− x2
= 2
√

1− x2

und damit

λ2(B1(0)) =

∫
1B1(0)(x, y)d(x, y) =

∫ 1

−1

∫ √1−x2

−
√

1−x2

1dydx =

∫ 1

−1
2
√

1− x2dx

= 2x
√

1− x2 + arcsin(x)
∣∣1
x=0

= π.

Genauso zeigt man

λ2(Bz(0)) =

∫ z

−z

∫ √z2−x2

−
√
z2−x2

1dydx
x′=x/z

= z

∫ 1

−1

∫ −√z2−x′2z2

−
√
z2−x′2z2

1dydx′

y′=y/z
= z2

∫ 1

−1

∫ −√1−x′2

−
√

1−x′2
1dy′dx′ = z2π.

2. Wir betrachten die Menge

E = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1,−z ≤ x ≤ z,−
√
z2 − x2 ≤ y ≤

√
z2 − x2},

also eine Teilmenge eines Kegels. Hier ist

λ3(E) =

∫ 1

0
λ2(Bz(0))dz = π

∫ 1

0
z2dz =

π

3
.

3. Nun betrachten wir die Kugel im R3

K = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 1} = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1− z2}.

Dann ist

λ3(K) =

∫ 1

−1
λ2(B√1−z2(0))dz = π

∫ 1

−1
(1− z2)dz =

4π

3
.

4. Es liegt nahe, den Zusammenhand zwischen λ2(B1(0)) und λ3(B1(0)) zu verallgemei-
nern. Sei hierfür αd := λd(B1(0)). Dann gilt sicher λd(Br(0)) = rdλd(B1(0)). Hiermit
schreiben wir

αd+1 = λd+1(B1(0)) =

∫ 1

−1
λd(B√1−z2)dz = αd

∫ 1

−1
(1− z2)d/2dz

z=cosϕ
= αd

∫ π

0
sind+1 ϕdϕ︸ ︷︷ ︸
=:βd+1

.
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Nun ist mit partieller Integration

βd+1 =

∫ π

0
sind+1 ϕdϕ = d

∫ π

0
cos2 ϕ sind−1 ϕdϕ = d(βd−1 − βd+1),

also βd+1 = d
d+1βd−1 mit β0 = π, β1 = 2. Daraus folgt

βd =


1
2 ·

3
4 · · ·

d−1
d π = π

∏
k<d ungerade k∏
k<d+1 gerade k

, d gerade,

2
3 ·

4
5 · · ·

d−1
d 2 = 2

∏
k<d gerade k∏

k<d+1 ungerade k
, d ungerade.

Damit ist

αd = α1 ·
α2

α1
· · · αd

αd−1
= 2β2 · · ·βd−1 · βd

=

(2π)d/2 1∏
k<d+1 gerade k

= πd/2

(d/2)! , d gerade,

2(2π)(d−1)/2 1∏
k<d+1 ungerade k

= 2(2π)(d−1)/2

d·(d−2)···1 = π(d−1)/2

d
2 ·
d−2

2 ···
1
2

, d ungerade.
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Teil VI

Das Lebesgue-Maß auf B(Rd)

In dem nun folgenden Teil der Vorlesung wenden wir Gelerntes auf das in Proposition 21.17
konstruierte Lebesgue-Maß λd auf B(Rd) an. Wir erinnern daran, dass dies das einzige Maß
auf B(Rd) ist mit

λd
( d∏
i=1

(ai, bi]
)

=

d∏
i=1

(bi − ai) (24.8)

für alle a1, ..., ad, b1, ..., bd ∈ Q mit ai ≤ bi, i = 1, ...d. Für Integrale bezüglich des Lebesgue-
Maßes gibt es mehrere Schreibweisen. Sei f : Rd → R messbar. Falls λd[f ] existiert, schreiben
wir

λd[f ] =

∫
fdλd =

∫
f(x)λd(dx) =

∫
f(x)dx

=

∫
f(x1, ..., xd)λ

d(dx1, ..., dxd)

=

∫
f(x1, ..., xd)d(x1, ..., xd)

=

∫
· · ·
∫
f(x1, ..., xd)dx1 · · · dxd.

In diesem Abschnitt geht es um Rechenregeln dieses Integrals. Vor allem sind das die Trans-
formationsformel, Theorem 25.13 und der Satz von Gauss, Theorem 27.11. Letzteres Theorem
erfordert, dass wir neben λd auch noch das Integral auf Untermannigfaltigkeiten des Rd defi-
nieren, wozuAbschnitt 26 vorgesehen ist.

25 Eigenschaften

Wir kommen nun zu wichtigen Eigenschaften des Lebesgue-Maßes bzw. des Lebesgue-
Integrals. In Abschnitt 25.1 geben wir Charakterisierungen von Nullmengen, bschäftigen
uns dann mit der Translationsinvarianz in Abschnitt 25.2. Schließlich folgt die für konkre-
te Rechnungen wichtige Transformationsformel in Abschnitt 25.3. Dies ist die Erweiterung
der Integration durch Substitution aus Theorem 8.32 auf mehrdimensionale Integrale.

25.1 Nullmengen

Für das Lebesgue-Maß λd : B(Rd) → R+, ist eine Nullmenge eine Menge N ∈ B(Rd) mit
λd(N) = 0. Aus der Konstruktion des äußeren Maßes in Theorem 21.15 wissen wir auch, dass
wir für N ′ /∈ B(Rd) das Maß λd(N ′) = 0 definiern können, wenn es N ∈ B(Rd) gibt mit
N ′ ⊆ N . In diesem Abschnitt erhalten wir weiter eine geometrische Anschauung von solchen
Nullmengen.

Lemma 25.1 (Offene Mengen als Vereinigung von Würfeln). Sei A ⊆ Rd offen (in
der euklidischen Topologie). Dann gibt es kompakte (oder halboffene) Würfel W1,W2, ..., die
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höchstens Randpunkte (keine Punkte) gemeinsam haben mit A =
⋃∞
n=1Wn. Außerdem gilt

λd(A) =
∞∑
n=1

λd(Wn).

Beweis. Wir definieren im Falle von halboffenen Würfeln

Vk =
{( n

2k
,
n+ 1

2k

]
: n ∈ Z},

Wk =
{
V1 × · · · × Vd : V1, ..., Vd ∈ Vk}.

(25.1)

Dann haben W1 ∈ Wk,W2 ∈ W` mit ` ≥ k entweder keine Punkte gemeinsam oder es ist
W2 ⊆W1. (Im Falle von kompakten Würfeln gibt es höchstens Randpunkte gemeinsam.) Wir
definieren nun iterativ

W1,U := {W ∈ Wk : W ⊆ U},
Wk+1,U := {W ∈ Wk+1 : W ⊆ U,W 6⊆W ′ für alle W ′ ∈ Wk,U}.

Dann ist nach Konstruktion A =
⋃∞
k=1

⋃
W∈Wk,U

W , woraus die erste Behauptung folgt. Für

die zweite Behauptung ist zunächst per Definition klar, dass λd(W ) für einen Würfel W nicht
davon abhängt ob der Wüfel halboffen oder kompakt ist. Deshalb schreiben wir im Falle von
halboffenen Würfeln mit monotoner Konvergenz

λd(U) = λd[1U ] = λd
[ ∞∑
n=1

1Wn

]
=
∞∑
n=1

λd[1Wn ] =
∞∑
n=1

λd(Wn)

und die Behauptung folgt.

Theorem 25.2 (Charakterisierung von λd-Nullmengen). Sei N ⊆ Rd. Dann sind fol-
gende Aussagen äquivalent:

1. N ist eine λd-Nullmenge.

2. Für jedes ε > 0 gibt es eine offene Menge A ⊇ N mit λd(A) < ε.

3. Für jedes ε > 0 gibt es eine abzählbare Familie W1,W2, ... von (kompakten) Würfeln mit

N ⊆
∞⋃
n=1

Wn und

∞∑
n=1

λd(Wn) < ε.

Beweis. 1.⇒2.: Wir wissen, dass λd als Einschränkung des äußeren Maßes µ∗ auf B(Rd)
entsteht, wobei µ∗ die einzige Fortsetzung einer Mengenfunktion auf dem Halbring H der
halboffenen Würfel entsteht; siehe Theorem 21.15 und Lemma 25.1. Es gibt also halboffene
Würfel W1,W2, ..., die N überdecken und

∑∞
n=1 λ

d(Wn) < ε. Wir vergrößern Würfel Wn an

den abgeschlossenen Seiten zu einem offenen Würfel W̃n ⊇ Wn mit λd(W̃n \Wn) < ε2−n.

Dann ist W̃1, W̃2, ... eine offene Überdeckung von N mit

∞∑
n=1

λd(W̃n) ≤
∞∑
n=1

λd(Wn) + ε2−n < 2ε.
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Mit A :=
⋃∞
n=1 W̃n folgt die Behauptung.

2.⇒3.: Dies folgt direkt aus Lemma 25.1.

3.⇒1.: Wegen der σ-Subadditivität von λd gilt

λd(N) ≤
∞∑
n=1

λD(Wn) < ε.

Daraus folgt bereits λd(N) = 0.

Korollar 25.3 (Bilder von Nullmengen sind Nullmengen). 1. Sei ϕ : Rd → Rd

Lipschitz-stetig und N eine λd-Nullmenge. Dann ist auch ϕ(N) eine λd-Nullmenge.

2. Sei N eine λd-Nullmenge und ϕ ∈ C1(O,Rd) für eine offene Menge U ⊇ N . Dann ist

auch ϕ(N) eine λd-Nullmenge.

Beweis. 1. Wir definieren r∞(x, y) := maxi=1,...,d |xi − yi|. Dann ist r∞ eine Metrik auf Rd
und es gibt 0 < c < C, so dass c|x− y| ≤ r∞(x, y) ≤ C|x− y|. Insbesondere ist die Funktion
ϕ auch Lipschitz-stetig (mit Lipschitz-Konstante L∞) bezüglich r∞. Weiter sind offene Bälle
bezüglich r∞ gerade offene Würfel mit derselben Seitenlänge. Wie wir aus dem Beweis von
Lemma 25.1 wissen, können wir die offenen Würfel aus Theorem 25.2.3 so wählen, dass sie
Bälle bezüglich r∞ sind. Es gibt also eine offene Überdeckung W1 = x1 + (0, ε1)d,W2 =
x2 + (0, ε2)d, ... mit offenen Bällen von N und

∑∞
n=1 λ

d(Wn) < ε.

Für den offenen Ball W = x + (0, ε)d bezüglich r∞ mit Seitenlänge ε > 0 ist wegen der
Lipschitz-Stetigkeit von ϕ gerade ϕ(Q) ⊆ ϕ(x)+L∞(W−x). Nun ist W ′n = ϕ(xn)+L∞(Wn−
xn), n = 1, 2, ... eine Überdeckung von ϕ(N) mit

∞∑
n=1

λd(W ′n) ≤ L∞
∞∑
n=1

λd(W ′n) ≤ L∞ε.

Daraus folgt nun, dass ϕ(N) eine Nullmenge ist.

2. Nach Lemma 25.1 und Theorem 25.2 gibt es abzählbar viele kompakte Würfel W1,W2, ... ⊆
U , die N überdecken. Nun ist ϕ|Wn ∈ C1(Wn,Rd) nach dem Schrankensatz, Theorem 15.8,
Lipschitz-stetig. Also ist ϕ(N ∩Wn) nach 1. eine λd-Nullmenge, also auch

λd(ϕ(N)) = λd
(
ϕ
( ∞⋃
n=1

N ∩Wn

))
≤
∞∑
n=1

λd(ϕ(N ∩Wn)) = 0.

25.2 Translationsinvarianz

Wir erinnern an Beispiel 21.26, in dem wir die Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes
gezeigt haben. Wir zeigen nun in Proposition 25.8, dass Vielfache des Lebesgue-Maßes die
einzigen translationsinvarianten Maße auf B(Rd) sind.

Definition 25.4 (Translationsinvariante Maße). Sei µ ein Maß auf (Rd,B(Rd)). Dann
heißt µ translationsinvariant, falls µ(x+A) = µ(A) für alle x ∈ Rd, A ∈ B(Rd).
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Beispiel 25.5 (Translationsinvarianz des Lebesgue-Maßes). Das d-dimensionale
Lebesgue-Maß λd ist translationsinvariant.
Denn: Für x ∈ Rd sei µx(A) := λd(x + A) für A ∈ B(Rd). Ist A =

∏d
i=1(ai, bi] für

a1, ..., ad, b1, ..., bd ∈ R mit ai ≤ bi, i = 1, ...d, so gilt µx(A) = λn(A) wegen (24.8). Des-
halb stimmen λd und µx auf einem schnittstabilen Erzeuger von B(Rd) überein und deshalb
gilt λd = µx wegen Proposition 21.10. Mit anderen Worten ist λd(x+A) = µ(A).

Lemma 25.6 (Nullmengen translationsinvarianter Maße). Sei µ ein translationsinva-
rientes, von innen bezüglich des Systems kompakter Menge reguläres Maß auf (Rm,B(Rm)).

1. Ist H := Hi,c := {x ∈ Rm : xi = c} für i = 1, ..., d und c ∈ R. Dann ist µ(H) = 0.

2. Ist U offen, U ⊇ E ∈ B(Rd) und f ∈ C0(U,Rd) Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
L. Dann gilt

µ(f(E)) ≤ Ldµ(E).

3. Ist insbesondere f ∈ C0(Rd,Rd) Lipschitz-stetig und µ(N) = 0, so ist auch µ(f(N)) = 0.

Beweis. 1. Sei Q = [0, 1)m und G = Q ∩ {x : xi = 0}. Wegen der Regularität und der
Translationsinvarianz können wir für s1, ..., sN ⊆ [0, 1] paarweise verschieden

N · µ(G) =

N∑
j=1

µ(sjei +G) = µ
( N⋃
j=1

sjei +G
)
≤ µ(Q) <∞

schreiben. Da N beliebig groß war, gilt also µ(G) = 0. Die Behauptung folgt nun aus

µ(H) = µ
( ⋃
x∈Zm,xi=0

cei + x+G
)

=
∑

x∈Zm,xi=0

µ(G) = 0.

2. OBdA ist µ(E) <∞ (sonst ist die Aussage klar). Angenommen, es gilt µ(f(E)) > Ldµ(E).
Da µ von innen bezüglich des Systems kompakter Menge regulär ist, gibt es eine kompakte
Menge K ⊆ E mit µ(f(K)) > µ(K). Sei ε > 0. Da K mit endlich vielen Quadern Q mit
Kantenlänge ε > 0 überdeckt werden kann, gibt es damit auch einen Quader Qε(x) = x +
[0, ε)d ⊆ U mit

µ(f(Qε(x))) > Ldµ(Qε(x)).

Wegen der Lipschitz-Stetigkeit ist jedoch |f(x)−f(y)| ≤ L|x−y|, also f(Qε(x)) ⊆ QLε(f(x))
und damit

µ(f(Qε(x)) ≤ µ(QLdε(f(x))) = Ldµ(Qε(x)),

wobei die letzte Gleichheit aus der Translationsinvarianz von µ folgt. Dies ist jedoch ein
Widerspruch und die Aussage folgt. 3. folgt sofort aus 1. und 2.

Beispiel 25.7. Sei A ∈ Rd×d und H := {x ∈ Rd : (Ax)i = c}. Dann ist λd(H) = 0.

Proposition 25.8 (Translationsinvariante Maße auf Rd). Sei µ ein Maß auf
(Rd,B(Rd)). Dann sind äquivalent:

1. µ = c · λd für c = µ([0, 1]d).

2. µ ist translationsinvariant und von innen bezüglich des Systems kompakter Mengen (⊆
Rd) regulär.
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Beweis. 1.⇒2.: Dies folgt sofort aus Beispiel 25.5.

2.⇒1.: Sei Q =
∏d
i=1(ai, bi] für a1, ..., ad, b1, ..., bd ∈ Q mit ai ≤ bi, i = 1, ...d. Wir müssen

zeigen, dass µ(Q) = c · λd(Q) gilt. Wegen der Eindeutigkeit der Maßfortsetzung folgt dann
die Behauptung. Sei n groß genug, so dass na1, ..., nad, nb1, ..., nbd ∈ Z. Dann gilt

Q =
d∏
i=1

nbi⋃
ki=nai

1

n
(ki, ki + 1] =

nb1⋃
k1=na1

· · ·
nbd⋃

kd=nad

d∏
i=1

1

n
(ki, ki + 1].

Wegen der Translationsinvarianz von µ ist nun

µ(Q) = ndµ( 1
n [0, 1]d)

d∏
i=1

(bi − ai) = µ([0, 1]d)

d∏
i=1

(bi − ai) = µ([0, 1]d)λd(Q).

Daraus folgt die Behauptung.

Lemma 25.9 (Darstellung invertierbarer Matrizen). Sei A ∈ Gl(R, d). Dann gibt es
λ1, ..., λd und orthogonale Matrizen S

1
, S

2
, so dass A = S

1
DS

2
mit D = diag(λ1, ..., λd).

Beweis. Die Matrix AA> ist symmetrisch und hat damit d reelle Eigenwerte. Ist x ein Eigen-

vektor zum Eigenwert λ, so gilt λ〈x, x〉 = 〈AA> x, x〉 = 〈Ax,Ax〉 > 0, woraus λ > 0 folgt.
Also ist für eine orthogonale Matrix T und eine Diagonalmatrix D mit positiven Diagonal-
einträgen

A>A = T D2T>.

Wir setzen S
1

= AT D−1, also

S>
1
S

1
= D−1T>A>AT D−1 = E

d

und damit S
1

orthogonal. Weiter ist S
2

:= T> orthogonal und es gilt

S
1
DS

2
= AT D−1DT> = A.

Daraus folgt die Behauptung.

Proposition 25.10 (Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Integrals). Sei A ∈ Rd×d und
AE = {Ax : x ∈ E}. Dann gilt

λd(AE + x) = c · λd(E)

für x ∈ Rd und c = λd(A[0, 1]d). Ist außerdem A sogar orthogonal, so gilt λd(AE+x) = λd(E).

Beweis. Wegen der Translationsinvarianz von λd ist oBdA x = 0. Ist A nicht invertierbar, so
folgt die Behauptung aus Beispiel 25.7. Ist A invertierbar, so definieren wir

µ(E) := λd(AE).

Dann gilt

µ(x+ E) = λd(Ax+AE) = λd(AE) = µ(E)
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wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Integrals. Aus Proposition 25.8 folgt nun

λd(AE) = c · λd(E)

für E ∈ B(Rd) und c = λd(A[0, 1]d) und damit die erste Behauptung. Für die zweite Be-
hauptung benutzen wir AB1(0) = B1(0), falls A orthogonal ist. (Hierzu berechnet man

||Ax||2 = 〈Ax,Ax〉 = 〈x,A>Ax〉 = ||x||2.) Also gilt

λd(A[0, 1]d) · λd(B1(0)) = λd(A[0, 1]d) · λd(AB1(0)) = λd(B1(0)),

also λd(A[0, 1]d) = 1. Daraus folgt nun auch die zweite Behauptung.

25.3 Transformationsformel

Ziel der Transformationsformel ist die Erweiterung der Integration durch Substitution (siehe
Theorem 8.32) auf mehrdimensionale Lebesgue-Integrale. Ist ϕ ∈ C1(I, J) (und I und J
Intervalle) und ϕ eindeutig umkehrbar (insbesondere also ϕ(I) = J), so gilt∫

I
f(ϕ(x)) · |ϕ′(x)|dx =

∫
J
f(x)dx.

(Man bemerke, dass es hier erlaubt ist, dass ϕ monoton fällt.) Offenbar erweitert Theo-
rem 25.13 dieses Ergebnis. Wir beginnen mit einer Folgerung aus Proposition 25.10.

Korollar 25.11 (Lineare Transformationsformel). Sei A ∈ Rd×d. Dann gilt für E ∈
B(Rd)

λd(AE + x) = |det(A)| · λd(E).

Insbesondere gilt: Since x1, ...xd linear unabhängige Vektoren. Dann ist das Volumen des von
diesen Vektoren aufgespannten Parrallelotops |det(A)|, wobei A) die Matrix mit Spaltenvek-
toren x1, ..., xd.

Beweis. Die Behauptung ist für orthogonales A bereits in Proposition 25.10 gezeigt, da in

diesem Fall |det(A)| = 1 gilt. Andernfalls gilt es noch zu zeigen, dass λd(A[0, 1]d) = |det(A)|.
Ist det(A) = 0, so folgt die Behauptung aus Beispiel 25.7. Anderfalls verwenden wir Lem-
ma 25.9 und schreiben für orthogonale Matrizen S

1
, S

2
, und eine Diagonalmatrix D mit

Diagonaleinträgen λ1, ..., λd > 0

λd(A[0, 1]d) = λd(S
1
DS

2
[0, 1]d) = λd(DS

2
[0, 1]d) = λd(D[0, 1]d) · λd(S

2
[0, 1]d)

= λd([0, λ1]× · · · × [0, λd]) · λd([0, 1]d) = det(D)λd([0, 1]d) = |det(A)| · λd([0, 1]d).

Für die letzte Behauptung genügt es zu sehen, dass das Parallelotop, das von x1, ..., xd auf-
gespannt wird, gerade A[0, 1]d ist.

Lemma 25.12 (Infinitesimale Transformationsformel). Sei E ⊆ Rd offen, x ∈ E und
f : E → Rd mit Df(x) invertierbar. Weiter seien Wr Würfel mit Seitenlänge r, so dass
x ∈Wr, r > 0. Dann gilt

λd(f(Wr))

λd(Wr)

r→0−−−→ | detDf(x)|.
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Beweis. OBdE ist x = f(x) = 0. Wir betrachten zunächst den speziellen Fall Df(x) = E
d
.

Nach Definition der Differenzierbarkeit gilt dann

||f(x)− f(0)− E
d
x||

||x||
=
||f(x)− x||
||x||

x→0−−−→ 0.

Sei rj ↓ 0 und ε > 0. Für x ∈Wrj und j groß genug gilt dann

||f(x)− x|| ≤ ε||x|| ≤ εrj

und damit

λd(Wrj(1−2ε)) ≤ λd(f(Wrj )) ≤ λd(Wrj(1+2ε)),

also

(1− 2ε)d ≤
λd(f(Wrj ))

λd(Wrj )
≤ (1 + 2ε)d

Die Behauptung folgt nun mit j →∞ und ε→ 0.
Im allgemeinen Fall betrachten wir g = Df(0)−1 ·f , also Dg(0) = E

d
. Mit Korollar 25.11

folgt dann

λd(f(Wr))

λd(Wr)
=
λd(Df(0) · g(Wr))

λd(Wr)
= |det(Df(0))| ·

λd(g(Wr))

λd(Wr)

r→0−−−→ | det(Df(0))|.

Theorem 25.13 (Transformationssatz). Seien E,E′ ⊆ Rd offen und ϕ ∈ C1(E,E′) ein

Diffeomorphismus. Ist f nach B(Rd) messbar, so gilt∫
E′
f(x)dx =

∫
E
f(ϕ(x)) · | det(Dϕ(x))|dx,

falls eine der beiden Seiten existiert.

Beweis. Es genügt, die Behauptung für f = 1A für ein A ∈ B(Rd) mit A ⊆ E′ zu zeigen.
Wie üblich folgt das allgemeine Resultat durch Approximation mit einfachen Funktionen. Wir
behaupten nun die Gleichheit der zwei Maße

µ = (ϕ−1)∗λ
d, ν = |det(Dϕ(·))| · λd. (25.2)

Ist dies gezeigt, so folgt für A ∈ B(Rd)∫
1Adx = λd(A) = λd(ϕ(ϕ−1(A))) = µ(ϕ−1(A)) = ν(ϕ−1(A))

=

∫
1ϕ−1(A)(x) · | det(Dϕ(x))|dx =

∫
1ϕ(x)∈A · | det(Dϕ(x))|dx,

also die Behauptung. Nach Proposition 21.10 genügt es, die Gleichheit der zwei Maße µ und
ν aus (25.2) für einen schnittstabilen Erzeuger von B(Rd) zu zeigen. Sei hierzu

C =

∞⋃
k=1

Wk
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mitWk aus (25.1) die Menge aller (halboffenen) Würfel, wobeiWk die Würfel mit Seitenlängen
2k und Eckpunkten in 2−kZd sind. (Damit ist C schnittstabil und nach Lemma 25.1 ein
Erzeuger von B(Rd).) Angenommen, es gibt W ∈ C mit Seitenlänge r > 0 mit µ(W ) 6= ν(W ).
OBdA gibt es also 0 < θ < 1 mit µ(W ) ≤ θν(W ). (Im Fall von ν(W ) ≤ θµ(W ) erfolgt die
Argumentation analog.) Teilt man W in 2d Quader mit Kantenlängen r/2, so muss es darunter
auch einen Würfel W1 geben mit µ(W1) ≤ θν(W1). Iterativ konstruiert man so eine Folge
von Würfeln W1,W2, ... mit Kantenlängen r1, r2, , ... ↓ 0 und µ(Wn) ≤ θν(Wn), n = 1, 2, ...,
insbesondere also

lim sup
n→∞

µ(Wn)

ν(Wn)
≤ θ < 1. (25.3)

Sei nun x ∈
⋂∞
n=1Wn und damit

lim
n→∞

µ(Wn)

ν(Wn)
= lim

n→∞

λd(ϕ(Wn))

|det(Dϕ(x))| · λd(Wn)
= 1

wegen der Stetigkeit von x 7→ Dϕ(x) und Lemma 25.12. Dies widerspricht aber (25.3), woraus
nun µ = ν folgt.

25.4 Beispiele

Beispiel 25.14 (d = 2, Polarkoordinaten). In Beispiel 16.11 haben wir bereits Polarko-
ordinaten betrachtet, also den Diffeomorphismus

f :

{
R+ × (0, 2π) → R2 \ {(x, 0) : x ≥ 0}
(r, ϕ) 7→ (r cosϕ, r sinϕ).

Die Jacobi-Matrix ist nach Beispiel 16.17

Df(r, ϕ) =

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
mit

det(Df(r, ϕ)) = r.

Ist also I ein Intervall und KI := {(x, y) ∈ R2 :
√
x2 + y2 ∈ I} eine Kugelschale (etwa ist

I = [0, 1] und KI = B1(0)) und g ∈ C(KI ,R) messbar, dann ist∫
KI

g(x)dx =

∫
I

∫ 2π

0
g(r cosϕ, r sinϕ)rdϕdr. (25.4)

Denn: Polarkoordinaten sind zwar nur für R2 \ {(x, 0) : x ≥ 0} definiert, diese Menge ist
jedoch nach Lemma 25.6 eine λ2-Nullmenge.

Wir geben nun ein paar Beispiele für die Berechnung mit Polarkoordinaten an.

1. Als Beispiel berechnen wir erneut den Inhalt des Kreises Bz(0) wie in Beispiel 24.19.
Aus (25.4) lesen wir∫

Bz(0)
1 dx =

∫ z

0

∫ π

−π
rdϕdr = 2π

∫ r

0
rdr = z2π

ab.
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2. Gegeben sei eine messbare Funktion x 7→ f(||x||2), also eine rotationssymmetrische
Funktion. Dann gilt∫

KI

f(||x||2)dx =

∫
I

∫ π

−π
f(||(r cosϕ, r sinϕ)||2)rdϕdr = 2π

∫
I
f(r)rdr. (25.5)

Insbesondere ist f genau dann über KI integrierbar, wenn r 7→ f(r)r über I integrierbar
ist.

Beispiel 25.15 (Polarkoordinaten in Rd). Allgemeiner als oben kann man auch im Rd
Polarkoordinaten einführen. Dies geben wir hier nur skizzenhaft an. Wir definieren rekursiv
(in d)

P 2(r, ϕ1) := (r cosϕ1, r sinϕ1),

P d+1(r, ϕ1, ..., ϕd) := (Pd(r, ϕ1, ..., ϕd−1) · cosϕd, r sinϕd)

mit r ∈ [0,∞), ϕ1 ∈ (−π, π), ϕ2, ..., ϕd ∈ (−π/2, π/2). Nun berechnen wir die Jacobi-Matrix
von Pd rekursiv als

DPd+1 =

(
DPd · cosϕd −Pd · sinϕd
sinϕd, 0, ..., 0 r cosϕd

)
.

Daraus ergibt sich rekursiv durch Entwickeln der Determinante nach der letzten Zeile (wegen
r ∂∂rPd = Pd)

det(DPn(r, ϕ1, ..., ϕd)) = −(−1)d(−1)d−1r sin2 ϕd cosd−1 ϕddet(DPd)

+ det(DPn(r, ϕ1, ..., ϕd−1) · r cosϕd+1
d

= det(DPn(r, ϕ1, ..., ϕd−1) · r cosd−1 ϕd.

Daraus und mit det(DPn(r, ϕ) = r folgt

det(DPn(r, ϕ1, ..., ϕd)) = rn−1 cos0 ϕ1 · cos1 ϕ2 · · · cosd−2 ϕd−1.

Ist nun x 7→ f(||x||2) eine messbare Funktion, folgt damit genau wie oben mit KI = {x :
||x|| ∈ I} für ein messbares I ⊆ R∫

KI

f(||x||2)dx =

∫
I
f(r)rd−1dr ·

∫
| cos0 ϕ1 · · · cosd−2 ϕd−1|dϕd−1 · · · dϕd

=

∫
I
f(r)rd−1dr ·

∫ 1

0
drd−1dr ·

∫
| cos0 ϕ1 · · · cosd−2 ϕd−1|dϕd−1 · · · dϕd

=

∫
I
f(r)rd−1dr · d · λd(B1(0)) =

∫
I
f(r)rd−1dr · d · αd (25.6)

mit αd aus Beispiel 24.19.4.

Beispiel 25.16 (Das Gauss’sche Integral). In Proposition 9.3 haben wir bereits den Wert∫ ∞
−∞

e−
1
2x

2

dx =
√

2π (25.7)
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mittels der Γ-Funktion berechnet. Weiter haben wir durch parameterabhängige Integrale in
Beispiel 16.8 dasselbe Integral erneut berechnet. Nun erfolgt eine dritte Berechnungsweise,
die vermutlich die einfachste der drei aufgezeigten Möglichkeiten darstellt. Wir schreiben mit
dem Satz von Fubini und (25.5)(∫ ∞

−∞
e−

1
2x

2

dx
)2

=

∫ ∞
−∞

∫ ∞
−∞

e−
1
2 (x2+y2)dydx = 2π

∫ ∞
0

e−
1
2 r

2

rdϕdr = 2πe−
1
2 r

2∣∣r=∞
r=0

= 2π,

woraus (25.7) folgt.

Beispiel 25.17 (Jacobi-Abbildung). Wir betrachten den Diffeomorphismus

f :

{
R+ × [0, 1] → R2

+

(u, v) 7→ (s, t) := (u(1− v), uv),

bekannt als Jacobi-Abbildung. Diese Abbildung ist ein Diffeomorphismus und erfüllt f1(u, v)+
f2(u, v) = u. Ihre Jacobi-Matrix ist

Df(u, v) =

(
1− v −u
v u

)
mit

det(Df(u, v)) = u.

Damit gilt für eine messbare Funktion g : R2 → R∫
R2

+

g(s, t)d(s, t) =

∫
R+×[0,1]

g(u(1− v), uv)ud(u, v),

falls eine der beiden Seiten existiert.

Als Beispiel für diese Transformation betrachten wir die Beta-Funktion, siehe Abschnitt 9.1.
In Definition 9.1 und Lemma 9.2 haben wir gesehen, dass∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt =

Γ(x)Γ(y)

Γ(x+ y)
(25.8)

mit

Γ(x) :=

∫ ∞
0

tx−1e−tdt

gilt. Um dies erneut einzusehen, berechnen wir mit Hilfe des Satzes von Fubini

Γ(x)Γ(y) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

sx−1ty−1e−s−tdsdt =

∫ ∞
0

∫ 1

0
(u(1− v))x−1(uv)y−1e−uudvdu

=

∫ ∞
0

ux+y−1e−udu

∫ 1

0
(1− v)x−1vy−1dv = Γ(x+ y) ·

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1dt,

woraus (25.8) folgt.
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26 Untermannigfaltigkeiten des Rd

Eine (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit stellt man sich als eine (glatte) niedrig-
dimensionale Fläche in einem höher-dimensionalen Raum vor, etwa also die zwei-dimensionale
Kugeloberfläche im R3. Den Spezialfall von ein-dimensionalen Untermannigfaltigkeiten haben
wir bereits in Abschnitt 17 als Kurven kennen gelernt.

26.1 Definition und topologische Eigenschaften

Wir werden in diesem Abschnitt drei verschiedene Arten und Weisen kennen lernen, wie
man Untermannigfaltigkeiten definieren kann. Siehe auch Tabelle 26.1. Vorher benötigen wir
jedoch einen weiteren topologischen Grundbegriff.

Definition 26.1 (Relativ- oder Spurtopologie). Sei (D, r) ein metrischer Raum und OD
die von r erzeugte Topologie sowie E ⊆ D. Dann heißt die von r|E×E erzeugte Topologie auf
E die Relativtopologie oder Spurtopologie OE.

Lemma 26.2 (Charakterisierung der Spurtopologie). Sei (D, r) ein metrischer Raum
und OD die von r erzeugte Topologie, E ⊆ D, und OE die Relativtopologie auf E.

1. Es gilt
OE = {A ∩ E : A ∈ OD}.

2. Weiter ist
{A ∩ E : Ac ∈ OD}

die Menge der in OE abgeschlossenen Mengen.

3. Eine Teilmenge K ⊆ E ist genau dann kompakt bezüglich OE, wenn K kompakt bezüglich
OD ist.

Beweis. 1. Für x ∈ E und ε > 0 gilt Bε(x) ∩ E = BE
ε (x), wobei BE

ε (x) der Ball um x mit
Radius ε bezüglich r|E×E ist, und Bε(x) der Ball um x mit Radius ε bezüglich r.
⊆: Sei B ∈ OE . Dann gilt

B =
⋃
{BE

ε (x) ⊆ B} =
⋃
{Bε(x) ∩ E : Bε(x) ∩ E ⊆ B} =

⋃
{Bε(x) : Bε(x) ∩ E ⊆ B} ∩ E.

Damit haben wir B als Schnitt einer in D offenen Menge und E dargestellt.
⊇: Sei x ∈ A ∩ E für ein A ∈ OD. Dann gibt es ε > 0 mit Bε(x) ⊆ A und damit ist
BE
ε (x) = Bε(x) ∩ E ⊆ A ∩ E. Es folgt direkt, dass A ∩ E ∈ OE .

2. Die in OE abgeschlossenen Mengen sind aus Definition

{B : Bc ∈ OE} = {B : E \B = A ∩ E für ein A ∈ OD}
= {B : B = E \A für ein A ∈ OD}
= {Ac ∩ E : A ∈ OD} = {A ∩ E : Ac ∈ OD}.

3. Sei K kompakt bezüglich OE und (Ai)i∈I eine (bezüglich OD) offene Überdeckung von
K. Dann sind nach 1. die Mengen Bi := Ai ∩ E ∈ OE , i ∈ I. Dann ist offenbar (Bi)i∈I
eine (in OE) offene Überdeckung von K. Da K bezüglich OE kompakt ist, gibt es J b I, so
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dass K ⊆
⋃
j∈J Bj , also auch K ⊆

⋃
j∈J Bj ⊆

⋃
j∈J Aj . Insbesondere hat die (in OD) offene

Überdeckung (Ai)i∈I eine endliche Teilüberdeckung. Damit ist K kompakt bezüglich OD. Die
Rückrichtung zeigt man analog.

Für 0 ≤ m ≤ d bezeichnen wir im Folgenden

Rm0 := {x = (x1, ..., xd) ∈ Rd : xm+1 = · · · = xd = 0} ⊆ Rd. (26.1)

Diese Menge ist bereits der Prototyp einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkein im Rd.

Definition 26.3 (Differenzierbare Untermannigfaltigkeit). 1. Eine Menge E ⊆ Rd
heißt m-dimensionale (differenzierbare) Untermannigfaltigkeit von Rd, wenn es zu x ∈
E eine Umgebung Ux von x (in Rd) und einen Diffeomorphismus ϕx : Ux → V ⊆ Rd
mit V offen gibt, so dass ϕx(E∩Ux) = Rm0 ∩V . Die Abbildung ϕx heißt dann eine Karte
von E und E ∩ Ux ein Kartengebiet. Ist Ux ⊇ E, so heißt ϕ eine globale Karte (und
E ist ein Kartengebiet). Eine Familie (E ∩Ux)x∈D von Kartengebieten heißt Atlas von
E, wenn die Familie E überdeckt. (Existiert eine globale Karte ϕ von E, so ist E bereits
ein Atlas.)

2. Seien (E,O) und (E′,O′) topologische Räume. Eine stetige, bijektive Abbildung γ : E →
E′ mit stetiger Umkehrabbildung heißt Homöomorphismus von E und E′. Gibt es eine
solche Abbildung, so heißen E und E′ homöomorph.

Beispiel 26.4 (Kreislinie und Ellipse). 1. Sei

E := {(x, y) : x2 + y2 = 1} ⊆ R2

die Kreislinie. Dann ist E eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Denn: Sei (x, y) ∈ E. OBdA ist y ≥ 0 und wir setzen

U(x,y) :=

{
{(x′, y′) : −1 < x′ < 1, |

√
1− (x′)2 − y′| < ε}, falls y 6= 0

{(x′, y′) : −1 < y′ < 1, |
√

1− (y′)2 − x′| < ε}, falls y = 0

sowie

ϕ(x,y)(x
′, y′) =

{
(x′, y′ −

√
1− (x′)2), falls y 6= 0

{(y′, x′ −
√

1− (y′)2), falls y = 0
.

Dann ist ϕ(x,y) für alle (x, y) ∈ E ein Diffeomorphismus. Außerdem gilt

ϕ(x,y)(E ∩ U(x,y)) = (−1, 1)× {0}

für alle (x, y) ∈ E. (Man beachte, dass dies nun auch für y = 0 gilt.) Insbesondere ist
ϕ(x,y) eine Karte. Weiter ist etwa (mit einer analogen Konstruktion im Falle y < 0) die
Familie (E ∩ U(1,0), E ∩ U(0,1), E ∩ U(−1,0), E ∩ U(0,−1)) ein Atlas von E.

Offenbar kann man E auch anders, nämlich etwa mittels

E = {(cos(t), sin(t) : 0 < t < 7}

beschreiben.
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2. Wir betrachten für a, b > 0 die Abbildung

γ : (x, y) 7→ (ax, by).

Dann ist (mit E wir in 1.)

γ(E) =
{

(x, y) :
x2

a2
+
y2

b2
= 1
}

eine Ellipse mit den Halbachsen a und b. Diese ist homöomorph zu E, und ebenfalls
eine Untermannigfaltigkeit– wie wir gleich zeigen werden – weil γ ein Isomorphismus
ist.

Lemma 26.5 (Einfache Eigenschaften). 1. Sei E ⊆ Rd eine m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit, Ux eine Umgebung von x ∈ E und ϕx : Ux → V ⊆ Rd mit V offen, so
dass ϕx(E ∩ Ux) = Rm0 ∩ V . Dann ist ϕx|E∩Ux ein Homöomorphismus von E ∩ Ux ⊆ E
(versehen mit der Spurtopologie OE) und Rm0 ∩ V ⊆ Rd (versehen mit der euklidischen
Topologie O auf Rd).

2. Sei E ⊆ Rd und ι : Rd → Rd ein Isomorphismus. Dann ist E genau dann eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn ι(E) eine m-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit ist.

Beweis. 1. ist klar, da der Diffeomorphismus ϕx stetig ist und eindeutig umkehrbar ist. Damit
ist auch die Einschränkung ϕx|E∩Ux stetig und umkehrbar.

2. Sei E eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und x ∈ E. Weiter sei Ux, ϕx und V
wie in Definition 26.3. Dann gilt mit ϕ̃ι(x) := ϕx ◦ ι−1

ϕ̃ι(x)(ι(E) ∩ ι(Ux)) = ϕx ◦ ι−1(ι(E) ∩ ι(Ux)) = ϕx(E ∩ Ux) = Rm0 ∩ V.

Da ι(Ux) eine Umgebung von ι(x) ist, ist also ι(E) einem-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
Die Umkehrung zeigt man analog.

Beispiel 26.6 (Untermannigfaltigkeiten). 1. Laut Definition ist klar, dass jede Menge
Rm0 ∩ V für eine offene Menge V ⊆ Rd eine Untermannigfaltigkeit ist. (Man wähle
ϕx = id.) Ist weiter ι : Rd → Rd ein Isomorphismus, also ι(x) = Ax ∈ Gl(d,R). Dann
ist {Ax : x ∈ Rm0 ∩V } für jede offene Menge V nach Lemma 26.5.2 eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit.

2. Der Graph der Abbildung γ : t 7→ (sin(t), sin(2t)), 0 ≤ t ≤ 2π, E = {γ(t), 0 ≤ t ≤ 2π} ist
keine (ein-dimensionale) Untermannigfaltigkeit (von R2). (Siehe auch Abbildung 26.1.)
Denn: Angenommen, E wäre eine Untermannigfaltigkeit. Dann müsste es ein ε > 0
klein genug und eine offene Menge V ⊆ R2 geben, so dass E ∩ Bε((0, 0)) homöomorph
zu R1

0 ∩ V ist. Dies ist jedoch offensichtlich nicht möglich.

Lemma 26.7 (Kompakte Ausschöpfung von Untermannigfaltigkeiten). Sei E ⊆ Rd
eine (m-dimensionale) Untermannigfaltigkeit und OE deren Spurtopologie. Dann gibt es eine
Folge von K1,K2, ... ⊆ E kompakter (bezüglich OE) Mengen, so dass Ki ⊆ K◦i+1 (wobei das
Innere von Ki+1 in der Topologie OE gemeint ist) und

⋃∞
n=1Ki = E.



262 26 Untermannigfaltigkeiten des Rd

−1.0 −0.5 0.0 0.5 1.0

−
1.

0
−

0.
5

0.
0

0.
5

1.
0

Abbildung 26.1: Der Graph der Abbildung t 7→ (sin t, sin(2t)) ist keine ein-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R2.

Beweis. Sei

B = {E ∩Bε(x) : E ∩Bε(x) kompakt in Rd,Q 3 ε > 0, x ∈ Qd}.

Dann ist B offenbar eine abzählbare Basis der Spurtopologie OE , also können wir B =
{B1, B2, ...} schreiben. Wir setzen dann K1 = B1 und iterativ Kn =

⋃kn
i=1Bi, wobei kn

so gewählt ist, dass Kn ⊆ K◦n+1.

Proposition 26.8 (Existenz eines abzählbaren Atlas). Sei E ⊆ Rd eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Dann gibt es einen abzählbaren Atlas von E, d.h. es gibt D ⊆ E
höchstens abzählbar, Ux ⊇ {x} offen in Rd, so dass Ux ∩ E ein Kartengebiet ist, x ∈ D und
E ⊆

⋃
x∈D Ux.

Beweis. Es gibt für jedes x ∈ E eine (in Rd) offene Umgebung Ux, so dass Ux ∩ E eine
Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte ist. Wir werden nun die abzählbare Ausschöpfung
von E aus Lemma 26.7 verwenden, um den abzählbaren Atlas von E zu konstruieren. Sei-
en also K1,K2, ... ⊆ E kompakt (bezüglich OE) mit Kn ⊆ K◦n+1 und

⋃∞
n=1Kn = E. Es

ist (Ux ∩K◦n+1)x∈Kn eine offene Überdeckung von Kn, die also eine endliche Teilüberdeckung
(Ux∩K◦n+1)x∈Dn besitzt, n = 1, 2, ... OBdA sei nun Dn ⊆ Dn+1. Mit der Hilfe dieser endlichen
Teilüberdeckungen können wir eine abzählbare Überdeckung (Ux)x∈D mit D =

⋃∞
n=1Dn kon-

struieren. Jede der Mengen Ux∩E hat eine globale Karte ϕx, x ∈ D, ist also ein Kartengebiet.
Somit haben wir einen abzählbaren Atlas konstruiert.

Definition 26.9 (Zerlegung der Eins). 1. Sei (E,O) ein topologischer Raum und f :
E → R. Dann ist Tr(f) := {f 6= 0} der Träger von f .

2. Sei E ⊆ Rd eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit. Eine Zerlegung der Eins von
E ist eine (abzählbare) Familie von Funktionen h1, h2, ... ∈ C(E, [0, 1]), so dass (i) es
für jedes x ∈ E ein Ix b N gibt mit hi(x) = 0 für i /∈ Ixx, und (ii)

∑∞
i=1 hi = 1.

Sei weiter B ⊆ OE. Dann heißt (hn)n=1,2, dem Mengensystem B untergeordnet, wenn
es für alle n ein B ∈ B gibt mit Tr(hn) ⊆ B.
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Beispiel 26.10 (Zerlegung der Eins auf der Kreislinie). Sei

E = {(x, y) : x2 + y2 = 1} = {(cos(t), sin(t) : 0 < t < 7}

die Kreislinie aus Beispiel 26.4. Wir haben bereits gesehen, dass B = {E∩U(1,0), E∩U(0,1), E∩
U(−1,0), E ∩ U(0,−1)} eine Überdeckung von E ist. Wir geben nun eine B untergeordnete Zer-
legung der Eins auf E an. Hierzu setzen wir (wobei wir t und t± 2π identifizieren)

hk(cos(t), sin(t)) = cos2(3t) · 1t∈(kπ/6,(k+2)π/6), k = 1, 3, 5, 7, 9, 11,

hk(cos(t), sin(t)) = sin2(3t) · 1t∈(kπ/6,(k+2)π/6), k = 0, 2, 4, 6, 8, 10.

Es gilt nämlich etwa {h0 > 0} ⊆ U(1,0) sowie
∑
hi = 1 nach Konstruktion.

Lemma 26.11 (Existenz der Zerlegung der Eins bei Untermannigfaltigkeiten). Sei
E ⊆ Rd eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und B eine offene Überdeckung von E.
Dann gibt es eine B untergeordnete Zerlegung der Eins von E.

Beweis. Wir beweisen zunächst folgende Behauptung:

Sei O ∈ OE und x ∈ O. Dann gibt es ϕx,O ∈ C(E, [0,∞)) mit ϕx,O(x) ≥ 0 und
{y : ϕx,O(y) > 0} ⊆ O.

Sei hierzu ε klein genug, so dass E ∩Bε(x) ⊆ O. Weiter definieren wir einfach

ϕx,O :

{
E → [0,∞)

y 7→ (ε− r(x, y))+.

Nach Konstruktion ist dann klar, dass {y : ϕ(y) > 0} = E ∩Bε(x) ⊆ O.
Nun seien K1,K2, ... ⊆ E kompakt, so dass

⋃∞
n=1Kn = E (siehe hierzu Lemma 26.7). Wir

betrachten zunächst K1. Für x ∈ B ∈ B verwenden wir ϕx,B aus obiger Behauptung. Es ist
{Trϕ◦x,B : x ∈ K1, B ∈ B} eine offene Überdeckung von K1. Da K1 kompakt ist gibt es also
J1 endlich und xj ∈ K1, Bj ∈ B, so dass K1 ⊆

⋃
j∈J Trϕ◦xj ,Bj

.

Betrachten wir nun K2. Wie oben ist

{Trϕ◦xj ,Bj : j ∈ J1} ∪ {Trϕ◦x,B : x ∈ K2 \K1, B ∈ B}

eine offene Überdeckung, zu er es wegen der Kompaktheit von K2 eine endliche Teilüber-
deckung gibt. Fahren wir so fort, erhalten wir eine abzählbare Menge J ⊆ E und eine abzähl-
bare Überdeckung

{Trϕ◦xj ,Bj : j ∈ J}.

Weiter haben wir die Überdeckung so konstruiert, dass für jedes y ∈ E nur endlich viele Werte
ϕxj ,Bj (y) positiv sind. Daraus folgt auch, dass

ϕ =
∑
j∈J

ϕxj ,Bj

stetig (insbesondere endlich) ist. Nach Konstruktion ist außerdem ϕ > 0. Damit folgt die

Behauptung, indem wir hj =
ϕxj,Bj
ϕ setzen.
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Voraussetzungen E =
Normalenraum
Tangentialraum

Referenzen

Graph E′ ⊆ Rm offen,
f ∈ C1(E′,Rd−m)

{(x, f(x)) :
x ∈ E′}

Ta = Im(A),

Na = Ker(A>)

für A =

(
E
m

Df(x)

) Prop. 26.12,
Prop. 26.29

Niveaumenge

E′ ⊆ Rd offen,
f ∈ C1(E′,Rn),
c ∈ f(E′),

Df(a) ∈ Rn×d
für alle a ∈ E sur-
jektiv, m+ n = d

f−1(c)
Ta = Ker(Df(a))

Na = Im((Df(a))>)
Prop. 26.14,
Prop. 26.31

Einbettung

E′ ⊆ Rm offen,
γ ∈ C1(E′,Rd),
Dγ(x) für alle
x ∈ E′ injek-
tiv, E′ und γ(E′)
homöomoprh

γ(E′)

Ta = Im(Dγ(x)),

Na = Ker(Dγ(x)>)

für a = γ(x)

Prop. 26.25,
Prop. 26.33

Tabelle 26.1: Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten. Siehe auch Theo-
rem 26.26.

26.2 Charakterisierungen

In Definition 26.3 haben wir definiert, was eine Untermannigfaltigkeit ist. Nun lernen wir
kennen, in welcher Form Untermannigfaltigkeiten auftreten können, nämlich als Graphen,
Niveaumengen und durch Einbettungen. Dies ist in Tabelle 26.1 zusammen gefasst; siehe
auch Theorem 26.26.

Proposition 26.12 (Graphen von Funktionen als Untermannigfaltigkeiten). Sei m+
n = d, E′ ⊆ Rm offen und f ∈ C1(E′,Rn) stetig differenzierbar. Dann ist E := {(x, f(x)) :

x ∈ E′} ⊆ Rd eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit des Rd und

ϕ :

{
E′ × Rn → Rd

(x, y)) 7→ (x, f(x)− y)

ist eine globale Karte von E. Insbesondere ist E auch ein Kartengebiet.

Beweis. Sei x ∈ E′, also (x, f(x)) ∈ E und ϕ wie angegeben. Dann ist

ϕ(E ∩ U) = ϕ(E) = {(x, f(x)− f(x)) : x ∈ E′} = E′ × {0}n = Rm0 ∩ V.

Daraus folgen alle Behauptungen.
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Beispiel 26.13 (Kreislinie 1). Sei m = n = 1, d = 2, E′ = (−1, 1) und f : x 7→
√

1− x2.
Dann ist offenbar {(x,

√
1− x2) : x ∈ E′} eine Untermannigfaltigkeit, nämlich der Teil einer

Kreislinie im R2.

Proposition 26.14 (Niveaumengen als Untermannigfaltigkeiten). Sei m + n = d,
E′ ⊆ Rd offen und f ∈ C1(E′,Rn) stetig differenzierbar. Weiter sei E := f−1(c) ⊆ Rd für

c ∈ Rn die Niveaumenge von c unter f nicht leer, d.h. E 6= ∅. Ist Df(a) ∈ Rn×d für alle a ∈ E
surjektiv (d.h. rg(Df(a)) = n), dann ist E eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Sei a ∈ E und X0 = Ker(Df(a)). Wegen der Surjektivität von Df(a) ∈ Rn×d ist

dim(X0) = d−n und es gibt y
1
, ..., y

n
∈ Rd mit Y0 = span(y

1
, ..., y

n
) und Rd = span(X0, Y0).

Dann ist sowohl Df(a)|Y0 als auch ι : X0 × Y0 → Rd, (x, y) 7→ x+ y ein Isomorphismus. Wir
betrachten g := f ◦ ι. Es gilt mit der Kettenregel

Dg(x, y) = Df(ι(x, y)) ·D ι(x, y),

also für (h, k) ∈ X0 × Y0

Dg(x, y)(h, k) = Df(x+ y)(h+ k).

Insbesondere gilt damit für a = x+ y

D
Y 0
g(x, y)k = Dg(x, y)(0, k) = Df(a)k.

Da Df(a)|Y0 ein Isomorphismus ist, ist D
Y 0
g(x, y) : Y0 → Rd−n invertierbar. Damit gibt es

nach dem Satz über implizite Funktionen, Theorem 16.20, eine Umgebung V ×V ′ von (x0, y0
)

und eine Funktion h ∈ C1(V, V ′), so dass

{(x, y) ∈ V × V ′ : g(x, y) = c} = {(x, h(x)) : x ∈ V }.

Insbesondere ist (E ∩ V ) × V ′ der Graph von h|V , nach Proposition 26.12 also eine Unter-
mannigfaltigkeit.

Die Eigenschaft, die x bzw. c in der letzten Proposition erfüllen muss, fassen wir in folgender
Definition zusammen.

Definition 26.15 (Regulärer Wert). Sei E ⊆ Rd und f ∈ C1(E,Rn). Dann heißt x ∈ E
regulärer Punkt von f , wenn Df(x) surjektiv ist. Andernfalls heißt x ein singulärer Punkt.

Sind für ein c ∈ f(E) alle x ∈ f−1(c) reguläre Punkte, so heißt c ein regulärer Wert von f .
Andernfalls heißt c ein singulärer Wert von f .

Nun können wir die Aussage von Proposition 26.14 mit Hilfe von regulären Werten einfacher
formulieren.

Korollar 26.16 (Spezialfall regulärer Werte). Sei m + n = d, E′ ⊆ Rd offen und f ∈
C1(E′,Rn). Ist c ∈ Rn ein regulärer Wert von f , so ist f−1(c) (falls diese Menge nicht leer
ist) eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beispiel 26.17 (Kreislinie 2). Sei m = n = 1, d = 2, E′ = (−1, 1) und f : (x, y) 7→ x2 + y2

sowie c = 1 und E = {(x, y) : x2 + y2 = 1}. Dann ist ∇f(x, y) = (2x, 2y), also insbesondere
für (x, y) ∈ E surjektiv. Damit ist E eine Untermannigfaltigkeit, nämlich die Kreislinie in R2.
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Untermannigfaltigkeiten können nach eben gesagtem als Graph einer Funktion oder als Ni-
veaumenge dargestellt werden. Wir kommen nun zu einer dritten Möglichkeit durch eine
reguläre Parameterdarstellung. Diese verallgemeinert die Darstellung einer Untermannigfal-
tigkeit durch einen Graphen.

Definition 26.18 (Reguläre Parameterdarstellung). Sei E′ ⊆ Rm offen und γ ∈
C1(E′,Rd). Ist Dγ(x) ∈ Rd×m für alle x ∈ E′ injektiv (d.h. rg(Dγ(x)) = m), so heißt γ
Immersion oder reguläre Parameterdarstellung. Weiter heißt dann E′ der Parameterbereich
von γ und γ(E′) die Spur von γ.

Zwei Immersionen γ
1
∈ C1(E′1,Rd) und γ

2
∈ C1(E′2,Rd) heißen äquivalent, wenn es einen

Diffeomorphismus ψ : E′1 → E′2 gibt mit γ
1

= γ
2
◦ ψ.

Bemerkung 26.19 (Kurven). In Definition 17.1 haben wir C1-Kurven als Abbildungen
γ ∈ C1(I,Rd) für ein Intervall I ⊆ R definiert. Definition 26.18 verallgemeinert diesen Begriff
auf mehr-dimensionale Obkjekte.

Die Bedingung rg(Dγ(x)) = 1 bedeutet für Kurven, dass γ′(t) 6= 0 gilt. Um zu verstehen,
was das bedeutet, betrachten wir die Kurve

γ :

{
I := (−1, 1) → R2

t 7→ (t3, |t|3)
.

Offenbar gilt γ′(t) = (3t2, 3t|t|), also ist γ ∈ C1(I,R2). Allerdings ist γ′(0) = (0, 0) und somit
ist γ keine Immersion. Weiter ist

γ(I) = {(t, |t|) : −1 < t < 1},

also wohl keine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R2. Die Bedingung rg(Dγ(x)) = m
in Definition 26.18 ist also essentiell dafür, dass γ(E′) eine Untermannigfaltigkeit ist.

Bemerkung 26.20 (Graphen als reguläre Parameterdarstellungen). Wir haben be-
reits in Proposition 26.12 reguläre Parameterdarstellungen kennen gelernt. Ist nämlich f ∈
C1(E′,Rn) für E′ ⊆ Rm offen (und m+n = d), so setzen wir γ(x) = (x, f(x)) ∈ Rd. Damit ist
(D (γi(x))i=1,...,m = E

m
, also insbesondere rg(Dγ(x)) = m. Damit definiert jeder Graph eine

Immersion, und der Graph stimmt mit der Spur der Immersion überein. Insbesondere ist die
Spur der Immersion ein Kartengebiet.

Da wir bereits wissen, dass Graphen Untermannigfaltigkeiten sind, liegt es nahe, dass auch
Spuren von Immersionen ebenfalls Untermannigfaltigkeiten sind. Dies gilt jedoch nur lokal,
wie wir nun sehen werden.

Lemma 26.21 (Immersionen und Untermannigfaltigkeiten). Sei E′ ⊆ Rm offen und
γ ∈ C1(E′,Rd) eine Immersion. Dann gibt es für jedes x ∈ E′ eine Umgebung U ′x ⊆ E′ von x,

eine Permutation P : Rd → Rd der Koordinaten, V ⊆ Rm offen und einen Diffeomorphismus
ϕ
x

: U ′x → V mit P ◦ γ|U ′x = γ∗ ◦ ϕ
x

für ein γ∗ ∈ C1(V,Rd) und

γ∗(y) = (y, γ∗n+1(y), ..., γ∗d(y)).

Insbesondere sind γ und γ∗ äquivalent und γ(U ′x) ist eine m-dimensionale Untermannigfal-
tigkeit mit globaler Karte.
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Beweis. Wir ordnen die Koordinaten so um, dass die ersten m Zeilen von Dγ(x) ∈ Rd×m
linear unabhängig sind. Betrachten wir also die Abbildung h = (γ1, ..., γm) ∈ C1(E′,Rm), so
hat deren Jacobi-Matrix vollen Rang, ist also nach Theorem 16.15 lokal umkehrbar. Also gibt
es eine Umgebung U ′x von x, so dass V := h(U ′x) eine Umgebung von h(x) ∈ Rm ist und

ψ := h|U ′x ∈ C
1(U ′x, V ) ein Diffeomorphismus.

Wir setzen nun γ∗ := γ ◦ ψ−1 ∈ C1(V,Rd) (also ψ ◦ γ∗ = γ wie gefordert) und schreiben

Dγ∗(x) = Dγ(ψ−1(x)) ·Dψ−1(x) = Dγ(ψ−1(x)) · (Dψ(ψ−1(x)))−1,

woraus die Injektivitär von Dγ∗(x) folgt. Weiter ist

(Dγ∗(x)i)i=1,...,m = Dψ(ψ−1(x)) · (Dψ(ψ−1(x)))−1 = E
m
,

womit γ∗ die gewünschte Form hat.
An der Form von γ∗ sehen wir, dass

γ(U ′x) = γ∗(V ) = {(y, f(y)) : y ∈ V }

für f = (γn+1, ..., γd). Insbesondere ist γ(U ′x) der Graph einer Funktion und damit nach
Proposition 26.12 eine Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte, also auch ein Kartengebiet.

Beispiel 26.22 (Spur einer Immersion muss keine Untermannigfaltigkeit sein). In
Lemma 26.21 haben wir gesehen, dass für eine Immersion γ : E′ ⊆ Rm → Rd die Spur γ(E′)

zumindest lokal eine Untermannigkaltigkeit ist. (Schließlich war ja nur behauptet, dass γ(Ux)
für eine Umgebung Ux von jedem x ∈ E′, nicht jedoch, dass γ(E′) eine Untermannigfaltigkeit
ist.) Dies ist auch nicht notwendigerweise der Fall wie wir bereits in Beispiel 26.6.2 gesehen
haben.

Definition 26.23 (Einbettung). Sei E′ ⊆ Rm offen und γ ∈ C1(E′,Rd) eine Immersion.
Dann heißt γ eine Einbettung, wenn E′ und γ(E′) homöomorph sind.

Lemma 26.24 (Kartengebiete sind Spuren von Einbettungen). Sei E∩U (mit U ⊆ Rd
offen) ein Kartengebiet einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit E ⊆ Rd. Dann gibt es
E′ ⊆ Rm offen und eine Einbettung γ ∈ C1(E′,Rd) mit γ(E′) = E ∩ U . Insbesondere sind
offene Untermannigfaltigkeiten mit einer globalen Karte Spuren von Einbettungen.

Beweis. OBdA sei ϕ : U → V ⊆ Rd eine Karte (insbesondere ein Diffeomoprphimsus), also
ϕ(E ∩ U) = Rm0 ∩ V . Wir schreiben nun

Rm0 ∩ V = E′ × {0}d−m

für ein E′ ⊆ Rm offen. Weiter setzen wir

γ :

{
E′ → Rd

x 7→ ϕ−1(x, 0).
.

Da ϕ ein Diffeomorphismus ist, ist γ ein Homöomorphismus. Weiter ist für y ∈ E ∩ U und
ϕ(y) = (x, 0)

Dγ(x) = D
x
ϕ−1(x, 0).

Letztere Matrix ist die d×m-Matrix, die aus den erstenm Spalten der d×d-Matrix Dϕ−1(x, 0)
entsteht. Da ϕ ein Diffeomorphismus ist, müssen alle Spalten von Dϕ−1(x, 0) linear un-
abhängig sein, also ist γ eine Immersion und damit eine Einbettung.
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Proposition 26.25 (Spur einer Einbettung als Untermannigfaltigkeit). Sei E′ ⊆ Rm
offen, γ ∈ C1(E′,Rd) eine Einbettung und E := γ(E′). Dann gilt:

1. E ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

2. Ist Ê′ ⊆ Rm offen, γ̂ ∈ C1(Ê′,Rd) eine weitere Einbettung mit γ(E′) = γ̂(Ê′), so sind
γ und γ̂ äquivalent.

Beweis. 1. Sei E = γ(E′) und a ∈ E′ mit γ(a) = x ∈ E ⊆ Rd. Es genügt zu zeigen, dass es
eine Umgebung Ux von x gibt, so dass Ux ∩ E eine Untermannigfaltigkeit ist.

Wie in Lemma 26.21 sei U ′a eine Umgebung von a. Da γ ein Homöomorphismus ist, muss

auch V ′ := γ(U ′a) ⊇ {x} offen in Oγ(E′) sein, also gibt es eine (in Rd) offene Menge Ux, so dass

V ′ = Ux ∩ E. Insbesondere ist Ux eine Umgebung von x (in Rd). Weiter ist γ(U ′a) = Ux ∩ E
nach Lemma 26.21 eine Untermannigfaltigkeit mit globaler Karte.

2. Sei nun γ̂ eine weitere Einbettung mit γ(E′) = γ̂(Ê′). Wir setzen ϕ = γ−1◦ γ̂ : Ê′ → E′ und
bemerken, dass ϕ bijektiv ist. Als Verknüpfung von stetigen Abbildungen ist diese Abbildung
stetig. Wir müssen zeigen, dass ϕ sogar stetig differenzierbar ist. Analog folgt dann, dass auch

ψ−1 stetig differenzierbar ist. Hierzu müssen wir zeigen, dass γ−1 stetig differenzierbar ist.

Nach Lemma 26.21 gilt: Für a ∈ E′ gibt es eine Umgebung Ua und eine offene Menge
V ⊆ Rm und eine Permutation der Koordinaten P (oBdA setzen wir P = id) und einen
Diffeomorphismus ψ : Ua → V mit γ|Ua = γ∗ ◦ ψ und γ∗ ∈ C1(V,Rd) wie im Lemma, also

γ∗(V ) = γ(Ua). Für die Projektion π : Rd → Rm auf die ersten m Koordinaten gilt für y ∈ V ,

dass π ◦ γ∗(y) = y oder (γ∗)−1(x) = π(x) für x ∈ γ(Ua). Damit ist γ−1 = ψ−1 ◦ (γ∗)−1(x) =

ψ−1 ◦ π(x) für x ∈ Ua. Dies ist offenbar eine stetig differenzierbare Abbildung.

Wir fassen nun Proposition 26.12, Proposition 26.14, Lemma 26.24 und Proposition 26.25
zusammen.

Theorem 26.26 (Charakterisierungen von Untermannigfaltigkeiten). Sei m+n = d
und E ⊆ Rd. Es sind äquivalent:

1. E ist eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

2. Für jedes x ∈ E gibt es eine Umgebung Ux ⊆ Rd, sowie E′x ⊆ Rm und eine Einbettung

γ
x
∈ C1(E′x,Rd) mit E ∩ Ux = γ(E′x).

3. Für jedes x ∈ E gibt es eine Umgebung Ux ⊆ Rd sowie E′x ⊆ Rd offen und f
x
∈

C1(E′x,Rn) mit Df
x
(a) ∈ Rn×d für alle a ∈ E′x surjektiv und E ∩ Ux = {f

x
= 0}.

4. Für jedes x ∈ E gibt es eine Umgebung Ux ⊆ Rd, eine Permutation der Koordinaten
P , E′x ⊆ Rm offen und

Ux ∩ E = P ({(y, h(y)) : y ∈ E′x}

Beweis. Zunächst stellen wir fest, dass die Eigenschaft der Menge E eine Untermannigfaltig-
keit zu sein eine lokale ist, d.h. E ist genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn E ∩U für
jede offene Menge U mit U ∩ E 6= ∅ gilt.

1.⇔2.: Siehe Lemma 26.24 und Proposition 26.25.
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1.⇒3.: Sei also E ⊆ Rd eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit und x ∈ E. Nach Defini-
tion gibt es eine Umgebung Ux ⊆ Rd von x und einen Diffeomorphismus ϕx : Ux → V ⊆ Rd
mit ϕx(E ∩ Ux) = Rm0 ∩ V . Da ϕx ein Diffeomorphismus ist, gilt Dϕx(y) ∈ Gl(d,R) für alle

y ∈ Ux. Bezeichne mit πn : Rd → Rn die Projektion auf die letzten n Koordinaten sowie

f
x

:= πn ◦ ϕx ∈ C1(Ux,Rn). Dann gilt Df
x
(y) =

(
Di (ϕx)j(y)

)
i=1,...,d;j=m+1,...,d

∈ Rn×d. Da

Dϕx vollen Rang hat, ist rg(Df
x
(y))) = n, d.h. Df

x
(y) ist surjektiv für alle y ∈ Ux. Weiter

gilt

{f
x

= 0} = {πn ◦ ϕx = 0} = {ϕ
x
∈ Rm0 } = {ϕ

x
∈ Rm0 ∩ V } = E ∩ Ux.

3.⇒4.: Das ist klar nach Proposition 26.14. In der Tat haben wir dort im Beweis die Eigen-
schaft 4. gezeigt, und erst daraus geschlossen dass E eine Untermannigfaltigkeit ist. (Alter-
nativ zeigt man 2.⇒4. mit Hilfe von Lemma 26.21.)

4.⇒1.: Das ist klar nach Proposition 26.12.

26.3 Tangential- und Normalenräume

Um Untermannigfaltigkeiten beschreiben zu können, führen wir nun die Tangential- und Nor-
malenräume ein. In einem Punkt x ∈ E einer M -dimensionalen Untermannigfaltigkeit ist der
Tangentialraum der (m-dimensionale) Vektorraum aller Vektoren, die tangential zur Unter-
mannigfaltigkeit verlaufen. Das orthogonale Komplement heißt Normalenraum.

Definition 26.27 (Tangential- und Normalenraum). Sei E ⊆ Rd. Ein Vektor x ∈ E
heißt Tangentialvektor an E im Punkt a ∈ E, wenn es ein ε > 0 und ein γ ∈ C1((−ε, ε), E)
gibt mit

γ(0) = a, γ′(0) = x.

Weiter bezeichnen wir mit

TaE := {x ∈ E Tangentialvektor an E in a}

den Tangentialkegel an E in a. Ist dies ein Vektorraum, heißt er auch Tangentialraum. In
diesem Fall heißt

NaE := (TaE)⊥,

das orthogonale Komplement von TaE, auch Normalenraum an E in a.

Ist E eine Untermannigfaltigkeit, stellt sich heraus, dass TaE immer ein Vektorraum ist, der
Normalenraum also existiert.

Lemma 26.28 (Tangentialraum ist ein Vektorraum). Ist E ⊆ Rd eine m-dimensionale
Untermannigfaltigkeit und a ∈ E, so ist TaE ein m-dimensionaler R-Vektorraum.

Beweis. Wir zeigen die Behauptung zunächst im Fall E = Rm0 ∩V für V ⊆ Rd offen. In diesem
Fall ist für a ∈ E

TaE = Rm0 .

Ist nämlich x ∈ TaE, so gibt es eine Kurve γ : (−ε, ε) → E, also x = γ′(0) ∈ Rm0 . Ist
andersherum x ∈ Rm0 , so wählen wir γ(t) = a+ tx und sehen damit x = γ′(t) ∈ TaE.
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Nun zum allgemeinen Fall. Hier gibt es eine Umgebung U von a, V ⊆ Rd offen und einen
Diffeomorphismus ϕ : U → V mit ϕ(E ∩ U) = Rm0 ∩ V . Wir zeigen nun

Ta(E ∩ U) = (Dϕ(a))−1(Rm0 ),

woraus die Behauptung folgt. Ist nämlich x ∈ Ta(E ∩ U) und γ : (−ε, ε) → E mit
γ(0) = a, γ′(0) = x, so ist Dϕ(a)x = Dϕ(γ(0))γ′(0) = D (ϕ ◦ γ)(0) ∈ Rm0 , da ϕ ◦ γ(0) ∈
ϕ(E ∩ U) ⊆ Rm0 . Ist andererseits x ∈ (Dϕ(a))−1(Rm0 ), so setzen wir γ(t) := ϕ−1(ϕ(a) +
tD ϕ(x)) ∈ ϕ−1(Rm0 ∩ V ) = E ∩ U . Weiter ist γ(0) = a und γ′(0) = Dϕ−1(ϕ(a))Dϕ(x) =
(Dϕ(a))−1Dϕ(x) = x, also x ∈ Ta(E ∩ U).

Proposition 26.29 (Tangential- und Normalenraum bei Graphen). Sei E′ ⊆ Rm
offen, f ∈ C1(E′,Rd−m) und E = {(x, f(x)) : x ∈ E′} die m-dimensionale Untermannigfal-
tigkait aus Proposition 26.12. Dann ist für a = (x, f(x)) ∈ E und

A =

(
E
m

Df(x)

)

der Tangential- und Normalenraum gegeben durch

Ta = Im(A), Na = Ker(A>).

Beweis. Sei I ein Intervall und γ ∈ C1(I, E′). Dann ist γ̃ : t 7→ (γ(t), f(γ(t)) ein Weg in E.
Wir wählen I = (−ε, ε) und γi ∈ C1(I, E′) mit γi

j
(t) = x+ δijt, i, j = 1, ...,m. Dann ist

(γ̃i)′(0) = ei +Dif(x).

Da dies für i = 1, ...,m genau m linear unabhängige Vektoren in Rd ergibt, und TaE eine
m-dimensionaler Vektorraum ist, spannen diese TaE bereits auf. Diese Vektoren sind jedoch
gerade die Bilder Aei, woraus die erste Behauptung folgt. Sei weiter y ∈ Im(A), also y = Ay′

für ein y′ ∈ E′ und z ∈ Ker(A>). Dann gilt

〈z, y〉 = 〈z,Ay′〉 = z>Ay′ = 0.

Da dim(Ker(A>)) = n folgt die Behauptung.

Beispiel 26.30 (Tangential- und Normalraum bei einem Kreis 1). Sei E = {(x, y) :
x2 + y2 = 1} die Kreislinie im R2. Für a = (x, y) mit y > 0 ist E lokal durch den Graph
f : (−1, 1)→ (−1, 1), f(x) =

√
1− x2 darstellen. Dann ist

A =

(
1
−x

1−x2

)
die Matrix aus der Proposition. Damit ist

T(x,
√

1−x2) = span

(
1
−x

1−x2

)
, N(x,

√
1−x2) = span

( −x
1−x2

−1

)
.
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Proposition 26.31 (Tangential- und Normalenraum bei Niveaumengen). Ist E =
f−1(c) für ein f = (f1, ..., fn) ∈ C1(E′ ⊆ Rd,Rn) und c ∈ Rn ein regulärer Wert von f , so gilt

TaE = Ker(Df(a)) = {x ∈ Rn : Df(a)x = 0}

und
NaE = span(∇f1(a), ...,∇fn(a)) = Im((Df(a))>).

Beweis. Sei x ∈ TaE mit γ : (−ε, ε) → E mit γ(0) = a, γ′(0) = x. Dann ist f ◦ γ = c
und damit 0 = D (f ◦ γ)(0) = Df(γ(0))γ′(0) = Df(a)x. Insbesondere ist x ∈ Ker(Df(a)),
also TaE ⊆ Ker(Df(a)). Weiter ist dim(TaE) = m nach 1. Betrachten wir nun die Matrix

Df(a)) ∈ Rn×d. Es ist dim(Ker(Df(a))) = d− n = m wegen der Surjektivität von Df(a)).
Daraus folgt nun TaE = Ker(Df(a)). Sei außerdem x ∈ TaE. Dann gilt

0 = Df(a))x = (∇f1(a)x, ...,∇fn(a)x)

und damit stehen ∇f1(a), ...,∇fn(a) auf TaE senkrecht und die letzte Behauptung folgt.

Beispiel 26.32 (Tangential- und Normalraum bei einem Kreis 2). Sei E = {(x, y) :
x2 + y2 = 1} die Kreislinie im R2. Also ist mit f(x, y) = 1−x2− y2 gerade E = {f = 0}. Wir
berechnen Df(x, y) = (2x, 2y) und damit

T(x,y) = Ker(Df(x, y)) = span(−y, x), N(x,y) = Im(Df(x, y)>) = span(x, y).

Proposition 26.33 (Tangential- und Normalenraum bei Einbettungen). Sei E′ ⊆
Rm offen, γ ∈ C1(E′,Rd) eine Einbettung und α : I → γ(E′) eine C1-Kurve auf dem Intervall
I ⊆ R. Dann gibt es genau eine C1-Kurve β : I → E′ mit α = γ ◦ β und es gilt

α′(t) = Dγ(β(t)) · β′(t) =

m∑
i=1

D
i
γ(β(t)) · β′i(t). (26.2)

Insbesondere ist für x ∈ γ(E′)

Tγ(x)γ(E′) = Im(Dγ(x)), Nγ(x)γ(E′) = Ker(Dγ(x))>.

Beweis. Sei E = γ(E′). Wir definieren β = γ−1 ◦ α. Als Verknüpfung stetiger Abbildungen
ist β stetig. Um zu zeigen, dass β stetig differenzierbar ist, müssen wir zeigen, dass γ−1

stetig differenzierbar ist. Sei also a ∈ E′. Genau wie im Beweis von Proposition 26.25 gilt
γ−1 = ψ−1 ◦ π auf einer Umgebung Ua von a. Dies ist offenbar eine C1-Kurve. Die Formel für
α′ folgt direkt aus der Kettenregel. Um Txγ(E′) für x ∈ γ(E′) zu bestimmen, wählen wir einen
Weg β : (−ε, ε)→ E′ mit β(0) = x und β′ = ei. Aus (26.2) folgt nun, dass (γ ◦ β)′ = D

i
γ(x),

also Tγ(x)γ(E′) = Im(Dγ(x)). Sei y ∈ Nγ(x)γ(E′), also y ·Dγ(x)·z = 0 für alle z ∈ Rm. Dann

muss y ·Dγ(x) = 0 gelten, also y ∈ Ker(Dγ(x))>.

Beispiel 26.34 (Tangential- und Normalraum bei einem Kreis 3). Sei E = {(x, y) :
x2 + y2 = 1} die Kreislinie im R2. Wir schreiben nun E = {γ(t) : 0 < t < 7} mit γ(t) =

(cos(t), sin(t)). Damit ist γ′(t) = (− sin(t), cos(t))> und damit

T(cos(t),sin(t)) = Im(γ′(t)) = span(− sin(t), cos(t))>,

N(cos(t),sin(t)) = Ker(γ′(t))> = span(cos(t), sin(t))>.
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26.4 Integration über eine Untermannigfaltigkeit

Wollen wir ein Maß (oder Integral) auf einer Umtermannigfaltigkeit E definieren, so ist das
im Prinzip ganz einfach, zumindest wenn E durch eine Einbettung gegeben ist. Ist γ : E′ ⊆
Rm → E ⊆ Rd eine reguläre Parameterdarstellung von E, so könnten wir für ein f ∈ B(E,R)
das Maß λE auf E ∩ U mittels∫

E
f(x)λE(dx) :=

∫
E′
f(γ(z))λm(dz) (26.3)

definieren, wobei λm das m-dimensionale Lebesgue-Maß ist. Dies geht jedoch schief, wie das
folgende Beispiel zeigt:

Beispiel 26.35 (Wohl-Definiertheit in (26.3)). Sei

E = {(x, y) : −1 < x < 1, y =
√

1− x2} = {(cos(tπ), sin(tπ)), 0 < t < 1}.

Dann ist sowohl γ1(x) = (x,
√

1− x2) als auch γ2(t) = (cos(t), sin(t)) reguläre Parameterdar-
stellungen. Für f = 1 ist weiter ∫ 1

0
f(γ

1
(x))λ(dx) = 1,∫ 1

−1
f(γ

2
(t))λ(dt) = 2.

Insbesondere wäre die linke Seite von (26.3) nicht wohl-definiert.

Die Definition in 26.3 ist wohl deshalb gescheitert, weil man Untermannigfaltigkeiten auf
verschiedene Arten und Weisen parametrisieren kann. Wir werden in Definition 26.40 für eine
reguläre Parameterdarstellung γ : E′ ⊆ Rm → Rd der Untermannigfaltigkeit E∫

E
f(x)λE(dx) :=

∫
E
fdλE := λE [f ] :=

∫
E′
f(γ(z))

√
det(Dγ(z)>Dγ(z))λm(dz) (26.4)

für f : E → R setzen. Dabei wird λE ein Maß auf B(E) werden, das lokal dieselben Eigen-
schaften wie das Lebesgue-Maß besitzt. (Das bedeutet, dass das Lebesgue-Maß einer kleinen
Menge A ⊆ E den Flächen- bzw Rauminhalt der Menge angeben soll.) Um

∫
E fdλE zu

definieren, gehen wir in mehreren Schritten vor.

1. In diesem Abschnitt motivieren und definieren wir das Integral für den Fall, dass es eine
globale Karte von E gibt.

2. Ist eine solche Karte nicht verfügbar, benötigen wir eine Zerlegung der Eins (durch
verschiedene Karten), die im nächsten Abschnitt bereit gestellt wird.

3. Schließlich können wir dann den allgemeinen Fall durch Zusammensetzung des Integrals
auf allen Kartengebieten mittels der Schritte 1. und 2. definieren.

Offenbar, siehe (26.4), spielt die Abbildung z 7→
√

det(Dγ(z)>Dγ(z)) eine wichtige Rolle bei

der Definition des Maßes λE . Dies liegt daran, wie man lokal Flächen auf einer Untermannig-
faltigkeit misst. Dies ist zunächst einfach, wenn wenn E ein Parallelotop ist.
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Definition 26.36 (Parallelotop). Seien x1, ..., xm ∈ Rd. Dann heißt die Menge

P (x1, ..., xm) := {a1x1 + · · ·+ amxm : a1, ..., am ∈ [0, 1]}

das von x1, ..., xm aufgespannte Parallelotop.

Proposition 26.37 (Die Gram’sche Determinante als Flächeninhalt). Es gibt genau
eine Funktion Vm : (Rd)m → R, die folgende Eigenschaften besitzt:

1. Vm(x1, ..., λxi, ..., xm) = λVm(x1, ..., xm) für alle λ ∈ R.

2. Vm(x1, ..., xi + xj , ..., xm) = Vm(x1, ..., xm) für i 6= j.

3. Vm(x1, ..., xm) = 1, falls x1, ..., xm ein Orthonormalsystem bilden.

Diese Abbildung ist gegeben durch

Vm(x1, ..., xm) =
√

det(A>A) mit A = (x>1 , ..., x
>
m) ∈ Rd×m.

Beweis. Zunächst zeigen wir, dass die angegebene Abbildung die Eigenschaften 1. – 3. erfüllt.
Es ist

A>A =

x1
...
xm

 (x>1 , ..., x
>
m) =

(
xkx

>
l

)
1≤k,l≤m.

Bekanntlich ist die Determinante die einzige multilineare, alternierende und normierte Abbil-
dung. Damit ist

det


x1

· · ·
λxi

...
xm

 (x>1 , ..., λx
>
i , ..., x

>
m) = λ2det

x1
...
xm

 (x>1 , ..., x
>
m)

und für i 6= j

det


x1

· · ·
xi + xj

...
xm

 (x>1 , ..., x
>
i + x>j , ..., x

>
m) = det

x1
...
xm

 (x>1 , ..., x
>
m).

Daraus folgen bereits die Eigenschaften 1. und 2. Weiter ist 3. klar, da in diesem Fall A>A =
E
m

.
Nun zeigen wir, dass es höchstens eine Abbildung Vm mit den geforderten Eigenschaf-

ten geben kann. Wir unterscheiden zwei Fälle: entweder sind die Vektoren x1, ..., xm linear
abhängig oder unabhängig. Im Falle der linearen Abhängigkeit ist etwa

∑m
j=1 ajxj = 0 (und

oBdA Aj 6= 0, j = 1, ...,m). Dann gilt

0 = Vm(a1x1, ..., am−1xm−1, 0) = Vm(a1x1, ..., amxm) = a1 · · · am · · ·Vm(x1, ..., xm)
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und damit ist Vm(x1, ..., xm) = 0 eindeutig bestimmt.
Als nächstes zeigen wir, dass

Vm(x1, ..., xi + λxj , ..., xm) = Vm(x1, ..., xm)

für alle x1, ..., xm, λ ∈ R schon aus 1. und 2. folgt. Für λ = 0 ist nichts zu zeigen, und für
λ 6= 0 gilt nämlich.

Vm(x1, ..., xi + λxj , ..., xm) =
1

|λ|
Vm(x1, ..., xi + λxj , ..., λxj , ...xm)

=
1

|λ|
Vm(x1, ..., xi, ..., λxj , ..., xm) = Vm(x1, ..., xm)

Sind nun x1, ..., xm linear unabhängig, so wählen wir uns nach dem Gram-Schmidt’schen Or-
thogonalisierungsverfahren ein Orthonormalsystem von span(x1, ..., xm) sowie Darstellungen
xi =

∑i
j=1 aijzj . Damit gilt

Vm(x1, ..., xm) = Vm(a11z1, a21z1 + a22z2, ..., am1z1 + · · ·+ ammzm)

= Vm(a11z1, a22z2, ..., ammzm) = a11 · · · amm · Vm(z1, ..., zm) = a11 · · · amm.

Insbesondere ist Vm(x1, ..., xm) bereits durch die Eigenschaften 1. – 3. eindeutig bestimmt.

Definition 26.38 (Gram’sche Matrix). Sei E′ ⊆ Rm offen und γ ∈ C1(E′,Rd) eine Im-
mersion. Die Abbildung

g
γ

: x 7→ Dγ(x)> ·Dγ(x) ∈ Rm×m

heißt Gram’sche Matrix (oder Maßtensor) von γ in x ∈ E′. Weiter setzen wir

gγ(x) := det(g
γ
(x)).

Beispiel 26.39 (Lineare Immersion). Sei E′ = Rm und γ(x) := Ax + b für A ∈ Rd×m
und b ∈ Rm. Dann ist

g
γ

:= g
γ
(x) = A>A.

Zu bemerken ist hierbei, dass

x 7→ 〈Ax,Ax〉 = 〈x,A>Ax〉 = x g
γ
x

ein Skalarprodukt auf Rm definiert, falls g
γ
∈ Gl(m,R).

In Beispiel 26.35 haben wir bereits gesehen, dass (26.3) nicht zu einem wohl-definiertem
Integralbegriff geführt hat. Mit Hilfe der Gram’schen Determinante können wir diesen Mangel
nun beseitigen.

Definition 26.40 (Integration auf einem Kartengebiet). Sei E ∈ Rd eine m-
dimensionale Untermannigfaltigkeit mit einer globalen Karte. Sei weiter γ ∈ C1(E′,Rd) für
ein E′ ⊆ Rm offen seine Einbettung mit γ(E′) = E (eine solche existiert immer nach Lem-
ma 26.24). Dann definieren wir für f ∈ B(E,R)∫

E
f(x)λE(dx) :=

∫
E
fdλE := λE [f ] :=

∫
E′
f(γ(x))

√
gγ(x)λm(dx) (26.5)

wobei gγ die Gram’sche Determinante aus Definition 26.38 ist.
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Bemerkung 26.41 (Wohldefiniertheit in (26.5) und Erweiterung). Wir müssen noch
zeigen, dass

∫
E f(x)λE(dx) unabhängig von der Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit

E ist. Seien hierzu γ
i
∈ C(E′i,Rd), i = 1, 2 zwei äquivalente Einbettungen mit γ

1
= γ

2
◦ψ für

einen Diffeomorphismus ψ : E′1 → E′2. Zunächst ist

Dγ
1
(x) = Dγ

2
(ψ(x)) ·Dψ(x)

und damit für die Gram’schen Determinanten gγ
1

und gγ
2

von γ
1

und γ
2

gγ
1
(x) = det(Dγ

1
(x)>Dγ

1
(x)) = det(Dψ(x)>Dγ

1
(x)>Dγ

1
(x)Dψ(x))

= (det(Dψ(x)))2 · det(Dγ
2
(x)>Dγ

2
(x)) = (det(Dψ(x)))2 · gγ

2
(x).

Nach dem Transformationssatz, Theorem 25.13, gilt nun∫
E′2

f(γ
2
(x))

√
gγ

2
(x)λm(dx) =

∫
E′1

f(γ
2
(ψ(x)))

√
gγ

2
(ψ(x)) · |det(Dψ(x))|λm(dx)

=

∫
E′1

f(γ
1
(x))

√
gγ

1
(x)λm(dx).

Damit ist die Wohldefiniertheit in (26.5) gezeigt.
Es ist leicht, die Definition (26.5) auf Funktionen f ∈ B(D,R) mit f(x) = 0 außerhalb

einer Untermannigfaltigkeit E = γ(E′) ⊆ D für eine Einbettung γ ∈ C1(E′,Rd) mittels∫
f(x)λD(dx) :=

∫
f |E(x)λE(dx) (26.6)

für eine Untermannigfaltigkeit E ⊆ Rd zu definieren.

Bemerkung 26.42 (Ein Maß auf E). Sei E′ ⊆ Rm offen und γ ∈ C1(E′,Rd) eine Einbet-
tung sowie E = γ(E′). Dann können wir mittels

λE : A 7→
∫
E′

1γ(x)∈A

√
gγ(x)λm(dx)

ein Maß auf B(E) definieren.

Proposition 26.43 (Integration über einen Graphen). Sei m + n = d, E′ ⊆ Rm und
f ∈ C1(E′,Rd−m). Dann ist γ : x 7→ (x, f(x)) eine Einbettung und es gilt

gγ(x) = det
(
E
m

+Df(x)> ·Df(x)
)
.

Ist m = d− 1, so gilt
gγ(x) = 1 + ||Df(x)||2.

Beweis. Es gilt Dγ(x) =

(
E
d−1

Df(x)

)
. Daraus folgt die erste Formel für die Gram’sche De-

terminante.
Sei nun m = d− 1 und v1, ..., vd−1 eine Orthonormalbasis mit v1 = Df(x)

||Df(x)|| . Dann gilt

vi
(
E
d−1

+Df(x)> ·Df(x)
)
v>j = δij + δi1||Df(x)|| · δj1||Df(x)|| = δij ||Df(x)||2.
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Damit gilt für die Matrix O, die v1, ..., vd−1 als Zeilenvektoren hat

gγ(x) = det
(
O ·
(
E
d−1

+Df(x)> ·Df(x)
)
·O>

)
= det

(
E
d−1

(1 + ||Df(x)||2)
)

= 1 + ||Df(x)||2.

Beispiel 26.44 (Oberfläche einer d-dimensionalen Kugel). Wir betrachten die Kugel-
schale (oder Sphäre)

Sd−1 := ∂B1(0) := {(x1, ..., xd) : x2
1 + · · ·+ x2

d = 1}.

Offenbar ist für f(x) =
√

1− x2
1 − · · · − x2

d−1 gerade

Sd−1 ∩ {x : xd > 0} = {(x, f(x)) : x ∈ Bd−1
1 (0)}

die halbe Kugelschale. Mit dem letzten Resultat berechnen wir ||Df(x)||2 = ||x||2
1−||x||2 und damit

γd := λSd−1(Sd−1) = 2

∫
Bd−1

1 (0)

√
1 + ||Df(x)||2dλBd−1

1 (0)

= 2

∫
Bd−1

1 (0)

1√
1− ||x||2

λBd−1
1 (0)(dx)

= 2(d− 1)αd−1 ·
∫ 1

0

rd−2

√
1− r2

dr

= 2(d− 1)dαd−1 ·
∫ 1

0
rd−2 ·

√
1− r2dr,

wobei wir im letzten Schritt mit partieller Integration verwendet haben dass∫ 1

0

√
1− r2rd−2dr =

1

d− 1

∫ 1

0

(1− (1− r2))rd−1

√
1− r2

dr

=
1

d− 1

(∫ 1

0

rd−2

√
1− r2

dr −
∫ 1

0

√
1− r2rd−2dr

)
.

Wir zeigen nun

γd = dαd. (26.7)

Hierfür berechnen wir

αd = 2

∫
Bd−1

1 (0)

√
1− ||x||2dx = 2(d− 1)αd−1

∫ 1

0

√
1− r2rd−2dr,

woraus die Behauptung folgt.

Beispiel 26.45 (Kurven-Integrale). In Verallgemeinerung von Definition 17.5 definieren
wir für eine offene Menge E ⊆ Rd, f ∈ C0(E,R), ein Intervall I und γ ∈ C1(I, E) das
Kurveintegral ∫

γ(I)
f · dλγ(I) :=

∫
I
f(γ(t))|γ′(t)|dt.
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Dies ist in völliger Analogie zu (26.5), denn

gγ(t) = γ′(t)> · γ′(t) = |γ(t)|2,

also ∫
γ(I)

f · dλγ(I) =

∫
I
f(γ(t))

√
gγ(t)dt.

Wir erweitern nun die Definition 26.5 der Integration über ein Kartengebiet zur Integration
auf einer Untermannigfaltigkeit. Ist nämlich D ⊇ E und f ∈ B(D,R) mit f(x) = 0 für x /∈ E,
so setzen wir einfach ∫

D
fdλD :=

∫
E
f |EdλE . (26.8)

Zusammen mit der Zerlegung der Eins aus Lemma 26.11 ist es nun leicht, das Integral über
eine Untermannigfaltigkeit (die durch mehr als ein Kartengebiet gegeben ist) zu definieren.
Zunächst jedoch formulieren wir ein wichtiges Lemma.

Lemma 26.46 (Zerlegungslemma). Sei D ⊆ Rd, E′ ⊆ Rm, f ∈ B(D,R) mit f(x) = 0
außerhalb einer m-dimensionalen Untermannigfaltigkeit E = γ(E′) ⊆ D für eine Einbettung

γ ∈ C1(E′,Rd). Sei weiter h1, h2, ... ∈ C(E, [0, 1]) eine Zerlegung der Eins von D, so dass gilt:

1. fh1, fh2, ... sind integrierbar,

2.
∑∞

n=1

∫
|f |hnλD <∞.

Dann ist f über D integrierbar und es gilt

∞∑
n=1

∫
fhnλD =

∫
fλD.

Beweis. OBdA ist D = E und m = d. Falls m < d, so ist
∫
E fdλE =

∫
E′ f ◦ γ

√
gdλm und

damit können wir die Aussagen auf Rm übertragen.
Es gilt immer f =

∑∞
n=1 fhn. Gilt nun 1. und 2., so ist |f | (und damit f) nach dem Satz

von der monotonen Konvergenz integrierbar. Weiter folgt die Aussage des Satzes nach dem
Satz der majorisierten Konvergenz.

Folgende Definition erweitert den Integralbegriff auf einem Kartengebiet aus Definiti-
on 26.40. Sie benutzt das Zerlegungslemma 26.46.

Definition 26.47 (Integral auf einer Untermannigfaltigkeit). Sei E ⊆ Rd eine m-
dimensionale Untermannigfalltigkeit und (E ∩ Ux)x∈D ein Atlas von E mit D ⊆ E abzählbar
und (hx)x∈D eine dem Atlas untergeordnete Zerlegung der Eins. (Einen solchen Atlas gibt es
nach Proposition 26.8 und die Zerlegung der Eins nach Lemma 26.11.)

Seien weiter γ
x
∈ C1(E′x,Rd) Einbettungen mit E′x ⊆ Rm offen und γ

x
(E′x) = E ∩Ux, x ∈

D (diese existieren nach Lemma 26.24). Dann definieren wir für f ∈ B(E,R)∫
E
f(x)λE(dx) :=

∫
E
fdλE := λE [f ] :=

∞∑
n=1

∫
E

(f · hn)dλE ,
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falls alle Terme auf der rechten Seite existieren. Ist hier auf der rechten Seite {hn > 0} ⊆
E ∩ Ux für x ∈ D, so ist (siehe auch (26.8))∫

E
(f · hn)dλE :=

∫
E∩Ux

(f · hn)|E∩UxdλE :=

∫
E′x

(f · hn)(γ
x
(y))

√
gγ

x
(y)λm(dy).

Bemerkung 26.48 (Wohl-Definiertheit des Integrals). Offenbar setzt die obige Defini-
tion den Integralbegriff auf einem Kartengebiet aus Definition 26.40 fort. (Dort hatten wir
eine globale Karte, damit ist E ein Atlas und 1 ist eine dem Atlas untergeordnete Zerlegung
der Eins.) Wir müssen jedoch noch zeigen, dass wir das Integral auf Untermannigfaltigkeiten
wohl-definiert haben. Hierzu sei (E ∩ Tw)w∈C für C ⊆ E abzählbar ein weiterer Atlas und
(gn)n=1,2,... eine dem Atlas untergeordnete Zerlegung der Eins. Weiter seien β

w
∈ C1(E′w,Rd)

mit E′w offen Einbettungen mit β
w

(E′w) = E ∩ Tw. Wir müssen nun zeigen, dass

∞∑
n=1

∫
E

(f · hn)dλE =
∞∑
m=1

∫
E

(f · gm)dλE

gilt. OBdA sei f ≥ 0 (sonst zerlegen wir f = f+ − f−) und stellen fest, dass (E ∩ Ux ∩
Tw)w∈C,x∈D ein weiterer Atlas von E und (hngm)n,m=1,2,... ein diesem Atlas untergeordnete
Zerlegung der Eins ist.

Für festes x ∈ D sei n ∈ N mit {hn > 0} ⊆ E ∩ Ux = γ
x
(E′x). Nun erfüllen E ∩ Ux, f · hn

und (hngm)m=1,2,... die Voraussetzungen von Lemma 26.46. Deshalb gilt∫
E

(f · hn)dλE =
∞∑
m=1

∫
E

(f · hngm)dλE .

Deshalb gilt (mit einer analogen Argumentation angewandt auf f · gm
∞∑
n=1

∫
E

(f · hn)dλE =

∞∑
n=1

∞∑
m=1

∫
E

(f · hngm)dλE =

∞∑
m=1

∞∑
n=1

∫
E

(f · hngm)dλE

=
∞∑
m=1

∫
E

(f · gm)dλE ,

womit die Wohldefiniertheit gezeigt ist.

26.5 Integration über eine C1-Fläche

Wir erweitern nun den Begriff der λd-Nullmenge. Dies benötigen wir, um auf einer m-
dimensionalen Untermannigfaltigkeit E ⊆ Rd eine Teilmenge N ⊆ E zu finden, die bei der
Integration über E vernachlässigbar sind. Folgende Definition schließt an Theorem 25.2 an.

Definition 26.49 (m-Nullmenge und C1-Fläche). 1. Sei m ≤ d. Eine Menge N ⊆
Rd ist eine m-Nullmenge, wenn es für jedes ε eine abzählbare Familie von Würfeln
W1,W2, ... ⊆ Rd mit Seitenlängen r1, r2, ... > 0 gibt, so dass

N ⊆
∞⋃
n=1

Wn und
∞∑
n=1

rmn < ε.
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2. Eine Menge E ⊆ Rd ist eine m-dimensionale C1 Fläche, falls es eine m-dimensionale,
offene (in OX) Untermannigfaltigkeit D ⊆ E gibt mit folgenden Eigenschaften:

(a) E \D ist eine m-Nullmenge.

(b) D = E, wobei D der Abschluss von D in OE ist. (Das bedeutet, dass E die Menge
der Häufungspunkte von Folgen in D ist.)

Beispiel 26.50 (Kompakte Teilmengen von Rm0 sind m+ 1-Nullmengen). Sei m < d.
Dann ist Rm0 ∩ [0, 1]d (siehe (26.1)) eine m+ 1-Nullmenge.
Denn: Sei ε > 0. Wir betrachten Würfel der Kantenlänge ε > 0. Von diesem benötigt man
1/εm viele, um Rm0 ∩ [0, 1]d zu überdecken. Außerdem gilt εm+1 · 1

εm = ε, also ist die Summe
der Seitenlängen der überdeckenden Würfel kleiner als ε, wie gefordert. Daraus folgt die
Behauptung.

Offenbar ist nach Theorem 25.2 jede λd-Nullmenge genau eine d-Nullmenge. Wir zeigen
nun, dass m-Nullmengen ähnlichen Regeln unterliegen wie λd-Nullmengen.

Proposition 26.51 (Eigenschaften von m-Nullmengen). Sei m ≤ d.

1. Ist N eine m-Nullmenge und M ⊆ N . Dann ist auch M eine m-Nullmenge.

2. Sei N eine m-Nullmenge und m < d. Dann ist N auch eine m+ 1-Nullmenge.

3. Seien N1, N2, ... ⊆ Rd alle m-Nullmengen. Dann ist auch N :=
⋃∞
`=1N` eine m-

Nullmenge.

Beweis. 1. ist klar, da jede Überdeckung von N mit Würfeln auch eine Überdeckung von M
ist.
2. Sei 0 < ε < 1 und W1,W2, ... ⊆ Rd eine Familie von Würfeln mit Seitenlängen r1, r2, ... > 0
und

∑∞
n=1 r

m
n < ε. Es ist r1, r2, ... < 1, andernfalls wäre die Summe mindestens 1. Deshalb

gilt
∞∑
n=1

rm+1
n ≤

∞∑
n=1

rmn < ε.

Insbesondere ist N auch eine m+ 1-Nullmenge.
3. Sei (W `

k)k=1,2,... eine Überdeckung von N` mit Seitenlängen (r`k)k=1,2,... und
∑∞

k=1(r`k)
m <

ε2−`. Dann ist (W `
k)k,`=1,2,... eine Überdeckung von N und

∞∑
`=1

∞∑
k=1

(r`k)
m ≤

∞∑
`=1

ε2−` = ε.

Damit ist auch N eine m-Nullmenge.

Proposition 26.52 (Untermannigfaltigkeiten sind Nullmengen). Sei m < d und E
eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit von Rd. Dann ist E eine m+ 1-Nullmenge, (ins-
besondere also auch eine d-Nullmenge).

Beweis. Da nach Proposition 26.8 eine Untermannigfaltigkeit die Vereinigung abzählbar vieler
Kartengebiete ist, genügt es nach Proposition 26.51.3 zu zeigen, dass jedes Kartengebiet eine
m+ 1-Nullmenge ist. Eine Karte ϕ : U → Rd ist ein Diffeomoprhismus, also ist insbesondere
ϕ−1 stetig differenzierbar und bildet die m + 1-Nullmenge Rm0 ∩ V (für ein V ⊆ Rd offen;
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siehe Beispiel 26.50) auf U ∩E für eine offene Menge U ⊆ Rd ab. Genau wie in Korollar 25.3
zeigt man, dass Bilder von m + 1-Nullmengen unter stetig differenzierbaren Abbildungen
m+ 1-Nullmengen sind. Insbesondere ist das Kartengebiet U ∩E eine m+ 1-Nullmenge.

Proposition 26.53 (Teilmengen von Untermannigfaltigkeiten als Nullmengen). Sei
E ⊆ Rd eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, πm : Rd → Rm die Projektion auf die
ersten m Koordinaten. Dann ist N ⊆ E genau dann eine m-Nullmenge, wenn für jede Karte
ϕ : U → V (d.h. ϕ(U ∩ E) = V ∩ Rm0 und damit auch πm ◦ ϕ(U ∩N) = πm(V ∩ ϕ(N))) gilt,
dass λm(πm ◦ ϕ(U ∩N)) = 0.

Beweis. Zunächst behaupten wir:

Eine Menge N ⊆ Rm0 ist genau dann eine m-Nullmenge, wenn λm(πm(N)) = 0.

Denn: wir wissen bereits, dass eine Menge N ⊆ Rd genau dann eine d-Nullmenge ist, wenn
λd(N) = 0. (Siehe hierzu Theorem 25.2 und die Definition 26.49.) Den Beweis der Behauptung
führt man entsprechend, konstruiert jedoch alles direkt als Teilmenge von Rm0 .

Nun zum Beweis der Behauptung: ’⇒’: Sei also N eine m-Nullmenge und ϕ : U → V eine
Karte. Damit ist wie in Korollar 25.3 auch ϕ(U ∩N) ⊆ Rm0 eine m-Nullmenge, also gilt nach
obiger Behauptung λm(πm ◦ ϕ(U ∩N)) = 0.

’⇐’: Da E nach Proposition 26.8 einen abzählbaren Atlas (Ux∩E)x∈D mit D ⊆ E abzähl-
bar besitzt und nach Proposition 26.51 die abzählbare Vereinigung von m-Nullmengen wieder
eine m-Nullmenge ist, genügt es zu zeigen, dass Ux ∩N eine m-Nullmenge ist, x ∈ D. Nach
obiger Behauptung ist ϕ(Ux∩N) eine m-Nullmenge und da ϕ−1 stetig differenzierbar ist folgt
die Behauptung genau wie im letzten Beweis aus Korollar 25.3.

Vom Integral einer Funktion f ∈ B(Rd,R) wissen wir, dass sich λd[f ] nicht ändert, wenn man
f auf einer λd-Nullmenge abändert. Dies ist bei der Integration auf Untermannigfaltigkeiten
genauso, wie wir nun zeigen werden.

Theorem 26.54 (Integration auf Untermannigfaltigkeiten und m-Nullmengen). Sei
E ⊆ Rd eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, N ⊆ E eine m-Nullmenge und f, h ∈
B(E,R). Dann gilt:

1. Sei f(x) = h(x) für x ∈ E \ N . Existiert λE [f ], so existiert auch λE [g] und es gilt
λE [f ] = λE [g].

2. Sei N abgeschlossen. Das Integral λE [f ] existiert genau dann, wenn λE\N [f |E\N ] exi-
stiert. In diesem Fall sind beide Integrale gleich.

Beweis. Wir zeigen die Behauptungen nur in dem Fall, wenn E offen ist und es eine globale
Karte ϕ von E gibt. Der allgemeine Fall erschließt sich dann mit Hilfe eines abzählbaren Atlas
von E; siehe Proposition 26.8. Nach Lemma 26.24 gibt es E′ ⊆ Rm und eine Einbettung
γ ∈ C1(E′,Rd) mit γ(E′) = E. Es ist N ′ := γ−1(N) eine m-Nullmenge, also auch eine
λm-Nullmenge.
1. Wir schreiben direkt

λE [f ] =

∫
E′
f(γ(x))

√
g(x)λm(dx) =

∫
E′
f(γ(x))1x/∈N ′

√
g(x)λm(dx)

=

∫
E′
h(γ(x))1x/∈N ′

√
g(x)λm(dx) = λE [h],
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falls eines der Integrale existiert.
2. Es ist γ̃ := γ|γ−1(E\N) eine Einbettung mit Bild E \N . (Hierbei haben wir verwendet, dass

N abgeschlossen und damit E \N offen ist.) Deshalb schreiben wir, da E′ \ γ−1(E \N) eine
λm-Nullmenge ist

λE\N [f |E\N ] =

∫
γ−1(E\N)

f(γ(x))
√
g(x)λm(dx) =

∫
E′
f(γ(x))

√
g(x)λm(dx) = λE [f ].

Wir können nun die Integration auf C1-Flächen definieren. Wieder stellt dies eine Erweiterung
von Definition 26.47 dar.

Definition 26.55 (Integration auf einer m-dimensionalen C1-Fläche). Sei E = D ∪
(E \ D) eine m-dimensionale C1-Fläche, wobei D ⊆ E eine offene m-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit und E \D eine m-Nullmenge und D = E ist; siehe Definition 26.49. Dann
definieren wir für f ∈ B(E,R)∫

E
f(x)λE(dx) :=

∫
E
fdλE := λE [f ] :=

∫
D
f |DdλD,

falls die rechte Seite existiert.

Bemerkung 26.56 (Wohl-Definiertheit des Integrals). Wir müssen zeigen, dass die
Definition unabhängig von der Untermannigfaltigkeit D ist. Zunächst sei hierzu D̃ :=

⋃
{D ⊆

E m-dimensionale Untermannigfaltigkeit, D = E}. Dann ist D̃ als Vereinigung von offenen
Mengen wieder offen, also auch eine offene Untermannigfaltigkeit. Sind nun D′, D′′ ⊆ E offene
m-dimensionale Untermannigfaltigkeiten, so dass E \D′, E \D′′ jeweils m-Nullmengen (und

abgeschlossen, da D′, D′′ offen) sind und D
′
= D

′′
= E. Dann gilt mit Theorem 26.54.2

λD′ [f ] = λE\(E\D′)[f ] = λE [f ] = λE\(E\D′′)[f ]λD′′ [f ].

27 Der Gauss’sche Integralsatz

In diesem Abschnitt steht der Satz von Gauss (oder divergence theorem auf englisch) im
Mittelpunkt. Wir formulieren ihn zunächst für ein Vektorfeld, d.h. für eine Funktion f =

(f1, ..., fd) ∈ C1(Rd,Rd). Wir setzen

27.1 Die Divergenz eines Vektorfeldes

Wir beweisen hier einen einfachen Fall des Gauss’schen Integralsatzes, der den Zusammenhang
zum Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung, veranschaulicht. Hierbei ist

∫
∂E das

Integral auf einer C1-Fläche aus dem letzten Abschnitt.

Definition 27.1 (Divergenz eines Vektorfeldes). Sei E ⊆ Rd offen und f ∈ C1(E,Rd)
ein Vektorfeld. Dann ist die Divergenz von f gegeben als

div(f)(x) :=
∂f1

∂x1
+ · · ·+ ∂fd

∂xd
. (27.1)
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Integration auf

∫
E
fdλE Referenz

Kartengebiet γ(E′) = E mit
E′ ⊆ Rm offen, γ : E′ → E
Einbettung

:=

∫
E′
f(γ(x))

√
g(x)λm(dx),

wobei g Gram’sche Determinante aus De-
finition 26.38

Def. 26.40

Untermannigfaltigkeit E
:=

∫
E∩U

f |E∩UdλE∩U ,

falls E∩U Kartengebiet, {f 6= 0} ⊆ E∩U
(26.6)

Untermannigfaltigkeit E
(E∩Ux)x∈D abzählbarer Atlas
von E

:=
∞∑
n=1

∫
E

(f · hn)dλE ,

wobei (hn)n=1,2,... dem Atlas untergeord-
nete Zerlegung der Eins

Def. 26.47

C1-Fläche E

:=

∫
D
f |DdλD,

mit E = D ∪ (E \D), wobei D eine offe-
ne m-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
E \D eine m-Nullmenge, D = E

Def. 26.55

Tabelle 26.2: Definition des Integrals
∫
E
fdλE für eine Funktion f ∈ B(E,R).
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Theorem 27.2 (Gauss’scher Integralsatz auf Quadern). Sei E =
∏d
i=1[ai, bi] ein d-

dimensionaler Quader und ∂E der Rand von E (∂E := E \E◦). Wir schreiben ∂E = N ]D,
wobei D die Vereinigung der (in ∂E) offenen Seiten des Quaders und N die Kanten des
Quaders sind. Weiter ist

ν :


∂E → Rd

x = (x1, ..., xd) 7→


0, falls x ∈ N,
−ei, falls x /∈ N, xi = ai,

ei, falls x /∈ N, xi = bi.

(27.2)

(Dieses ν werden wir unten als das äußere Einheitsnormalenfeld von E kennen lernen.) Dann
gilt ∫

E
div(f)(x)λd(dx) =

∫
∂E
〈f(x), ν(x)〉λ∂E(dx).

Beweis. Wir setzen Ek :=
∏
j 6=k[aj , bj ] and x−k := (x1, ..., xk−1, xk+1, ..., xd). Wir schreiben

direkt mit Hilfe des Satzes von Fubini, Theorem 24.12, und des Hauptsatzes der Integral- und
Differentialrechnung, Theorem 8.27,

∫
E

div(f)(x)λd(dx) =

d∑
k=1

∫
E

∂fk(x)

∂xk
λd(dx)

=
d∑

k=1

∫
Ek

∫ bk

ak

∂fk(x)

∂xk
dxkλ

d−1(dx−k)

=
d∑

k=1

∫
Ek

(fk(x1, ..., bk, ..., xd)− fk(x1, ..., ak, ..., xd))λ
d−1(dx−k)

=
d∑

k=1

∫
Ek×{ak,bk}

〈f(x), ν(x〉λEk×{ak,bk}(dx)

=

∫
∂E
〈f(x), ν(x)〉λ∂E(dx).

Bemerkung 27.3 (Veranschaulichung der Divergenz). Ist f ∈ C1(E,Rd) für E ⊆ Rd
offen. Für x ∈ E sei Qε der Würfel um x mit Seitenlänge ε > 0 und äußeredem Einheitsnor-
malenfeld wie in (27.2). Dann gilt nach Theorem 27.2

div(f)(x) = lim
ε→0

1

εd

∫
∂Qε

〈f(x), ν(x)〉λ∂Eε(dx).

Die rechte Seite liefert den Fluss des Vektorfeldes f(x) entlang der Oberfläche des Quaders
∂Eε. Dies interpretiert man oft auch als Quelldichte des Vektorfeldes f .
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27.2 Das äußere Normalenvektorfeld eine Polyeders

Unser Ziel ist es, Theorem 27.2 auf allgemeinere Gebiete E ⊆ Rd zu erweitern. Wir werden
dies für C1-Polyeder erreichen, deren Rand eine orientierbare (d.h. es ist klar wo innen und
außen ist) Hyperfläche (d.h. eine d−1-dimensionale C1-Fläche) bildet. Siehe Proposition 27.7.

Definition 27.4 (Hypefläche, C1-Rand, äußere Normale, Polyeder).

1. Eine d − 1-dimensionale C1-Fläche heißt Hyperfläche. Eine d − 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des Rd heißt reguläre Hyperfläche.

2. Sei E ⊆ Rd offen. Ein Punkt x ∈ ∂E heißt regulär, wenn es eine Umgebung U ⊆ Rd
und h ∈ C1(U,R) gibt mit Dh(x) 6= 0 für alle x ∈ U und E ∩ U = {h < 0}. Die Menge
der regulären Randpunkte heißt ∂MG, weiter heißt ∂SE := ∂E \ ∂ME singulärer Rand
von E. Weiter heißt E ein C1-Polyeder, wenn ∂SE eine d− 1-Nullmenge ist.

3. Sei E ⊆ Rd eine reguläre Hyperfläche und x ∈ E. Ein Einheitsnormalenfeld ist eine
stetige Abbildung ν : E → Rd, so dass (siehe auch Definition 26.27) ν(x) ∈ NxE und
||ν(x)|| = 1.

4. Eine reguläre Hyperfläche E heißt orientierbar, wenn es ein Einheitsnormalenfeld ν gibt.
Dann heißt (E, ν) eine orientierte Hyperfläche. Ist weiter f ∈ B(E,Rd), so definieren
wir das Integral ∫

(E,ν)
fdλE :=

∫
E
〈f, ν〉dλE ,

falls die rechte Seite existiert.

Beispiel 27.5 (Einheitsnormalenfelder bei Graphen und Niveaumengen).

1. Sei g ∈ C1(E′,R) für U ⊆ Rd−1. Dann ist nach Proposition 26.29 für a = (x, g(x)) der
Normalenraum gegeben als Na = Ker(A>) für A> = (E

d−1
|(Dg(x))>). Für y ∈ Na gilt

also yk +Dkg(x)yn = 0. Eine Lösung hiervon ist offenbar y = (−Dg(x), 1). Damit sind

ν : x 7→ (−Dg(x), 1)√
1 + ||Dg(x)||2

und ν : x 7→ (Dg(x),−1)√
1 + ||Dg(x)||2

zwei Einheitsnormalenfelder.

2. Sei f ∈ C1(E′,R) für E′ ⊆ Rd offen sowie E = f−1(0). Ist Df(x) 6= 0 für alle x ∈ E, so
sind

ν : x 7→ Df(x)

||Df(x)||
und ν : x 7→ −Df(x)

||Df(x)||
zwei Einheitsnormalenfelder.

Lemma 27.6 (Anzahl von Einheitsnormalenfeldern). Sei E ⊆ Rd eine weg-
zusammenhängende, reguläre Hyperfläche. Dann gibt es entweder kein Einheitsnormalenfeld,
oder genau zwei.

Beweis. Ist ν ein Einheitsnormalenfeld, so ist auch −ν eines. Weiter wissen wir, dass
dim(NxE) = 1 gilt. Sind also ν, ν̃ zwei Einheitsnormalenfelder, so ist s : x 7→ 〈ν(x), ν̃(x)〉
stetig (entlang jeden Weges in E) und s = ±1. Ist s = 1, so muss ν = ν̃, sonst ist ν = −ν̃.
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Proposition 27.7 (Rand eines Polyeders als orientierbare Hyperfläche). Sei E ⊆ Rd
ein C1-Polyeder mit regulärem Rand ∂ME. Dann gilt:

1. Der reguläre Rand ∂ME ist eine orientierbare Hyperfläche.
Insbesondere gilt: Für jedes x ∈ ∂ME gibt es (nach eventueller Umnummerierung der
Koordinaten) einen offenen Quader Q = Q′ × I, wobei I ein Intervall ist und eine
Abbildung f ∈ C1(Q′, I) mit

E ∩Q = {(x, y) : f(x) < y} oder E ∩Q = {(x, y) : f(x) > y},

sowie ∂E ∩Q = {(x, f(x)) : x ∈ Q′}.

2. Auf ∂ME gibt es genau ein Einheitsnormalenfeld ν derart, dass es für jedes x ∈ ∂ME
ein t0 gibt, so dass für 0 < t < t0 gilt, dass x+ tν(x) /∈ E, x− tν(x) ∈ E.
Ist E ∩ U = {h < 0} für eine Umgebung U von x für ein h ∈ C1(U,R), so gilt

ν(x) =
Dh(x)

||Dh(x)||
. (27.3)

Beweis von Proposition 27.7. 1. OBdA ist die Umgebung U in Definition 27.4.2 ein offener
Quader Q. Es gibt also h ∈ C1(Q,R) mit Dh(x) 6= 0 für x ∈ Q und E ∩ Q = {h < 0}, also
auch ∂E ∩Q ⊆ N := {h = 0}.
Wir numerieren die Koorinaten so um, dass die letzte Koordinate von Dh(x) nicht 0 ist.
Damit haben wir mit Q = Q′ × I, dass h ∈ C1(Q′ × I,R) mit h(x, y) = 0 für (x, y) ∈ ∂E ∩Q.
Nach dem Satz über implizite Funktionen, Theorem 16.20, gibt es damit ein f ∈ C1(Q′,R)
mit ∂E ∩Q ⊆ N = {(x, y) : f(x) = y}.
Nun hat h weder auf Z+ := {(x, y) : f(x) > y} noch auf Z− := {(x, y) : f(x) < y} eine
Nullstelle (sonst müsste dort ja f(x) = y gelten). Weiter hat h auf Z+ und Z− unterschiedliche
Vorzeichen (sonst hätte h auf ∂E ∩Q ein Maximum oder Minimum und damit gäbe es x ∈ Q
mit Dh(x) = 0). Also muss {h < 0} = Z− oder {h < 0} = Z+ gelten.

Wir müssen noch ∂E ∩Q = {(x, f(x)) : x ∈ Q′} zeigen. ’⊆’ folgt wegen ∂E ∩Q ⊆ N . Weiter
ist

{(x, f(x)) : x ∈ Q′} ⊆ ∂
(
{(x, y) : f(x) < y} ∪

(
{(x, y) : f(x) > y}

)
⊆ ∂E ∩Q.

2. Wir haben bereits in Beispiel 27.5 gesehen, dass ν aus (27.3) ein Einheitsnormalenfeld ist.
Es bleibt also zu zeigen, dass x + tν(x) /∈ E ist. Hierzu betrachten wir α : t 7→ h(x + tν(x))
und berechnen α′(t) = Dh(x+ tν(x)) · ν(x) und damit α′(0) = (Dh(x) ·Dh(x))/||Dh(x)|| =
||Dh(x)|| > 0. Da E ∩Q = {h < 0}, folgt die Behauptung.

Definition 27.8 (Äußeres Normalenfeld). In der Situation wie in Proposition 27.7 heißt
ν auch äußeres Einheitsnormalenfeld. In diesem Fall definieren wir für f ∈ B(∂ME,Rd)∫

∂E
fdλE :=

∫
(∂ME,ν)

fdλE =

∫
∂ME
〈f, ν〉dλ∂ME ,

falls die rechte Seite existiert.
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Beispiel 27.9 (Äußeres Einheitsnormalenfeld bei Graphen und Niveaumengen).
Sei U ⊆ Rd−1 offen, g ∈ C1(U,R) und E = {(x, y), g(x) < y}. Dann ist

ν : x 7→ (−Dg(x), 1)√
1 + ||Dg(x)||2

das äußere Einheitsnormalenfeld.
Denn: Wir betrachten (x, g(x)) + tν(x) = (x(t), y(t)) mit

x(t) = x− tDg(x), y(t) = g(x) + t.

Dann gilt
d

dt
(y(t)− g(x(t)))

∣∣
t=0

= 1 + ||Dg(x)||2 > 0.

Daraus folgt nun (x, y) + tν(x) /∈ E und die Behauptung ist gezeigt.

27.3 Der Satz von Gauss

Definition 27.10. Sei E ⊆ Rd offen und n ≥ 1. Dann bezeichne

C1(E,Rn) := {f ∈ C1(E,Rn) : f,D f stetig auf E fortsetzbar.}.

Theorem 27.11 (Der Satz von Gauss). Sei E ⊆ Rd ein C1-Polyeder und f ∈ C1(E,Rd).
Dann gilt ∫

E
div(f)dλE =

∫
∂E
fdλ∂E . (27.4)

Beweis. Wir gehen in drei Schritten vor. Zunächst beweisen wir den Satz für Gebiete mit glat-
tem Rand und Vektorfelder mit kompakten Träger, danach für Gebiete mit glattem Rand.
Zuletzt betrachten wir dann die gefordert C1-Polyeder, müssen uns hier also mit dem sin-
gulären Anteil des Randes beschäftigen.
1. Schritt: Sei U ⊆ Rd−1 offen, I = (a, b) ⊆ R und g ∈ C1(U, I) mit Graph Γ = {(x, g(x)) :
x ∈ U}. Weiter sei E = {(x, y) ∈ U × Iy < g(x)} und f ∈ C1(E,Rd) habe kompakten Träger
in K ⊆ (U × I) ∪ Γ. Dann gilt (27.4).

Die Bedingung, dass der Träger von f die kompakte Menge K ⊆ (U ×I)∪Γ ist, bedeutet:
im Integral

∫
∂E fdλ∂E spielen nur Werte von f auf ∂E eine Rolle. Wegen des kompakten

Trägers ist {f 6= 0} ⊆ Γ.
Wir behaupten zunächst

∫
E

∂f

∂xk
dλE =


∫
U
fn(x, g(x))dx, k = n,

−
∫
U
fk(x, g(x))

∂g(x)

dxk
dx, k = 1, ..., n− 1.

(27.5)

Für k = n folgt dies aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und dem Satz
von Fubini und f(x, a) = 0 mit∫

E

∂f

∂xn
dλE =

∫
U

∫ g(x)

a

∂fn
∂xn

dxndx = fn(x, g(x)).
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Für k = 1, ..., n− 1 wählen wir eine Funktion ηε ∈ C1(R, [0, 1]) mit

ηε(x) =

{
0, für x > −ε,
1, für x < −2ε.

Dann gilt mit majorisierter Konvergenz und partieller Integration (zuerst nach xk, dann nach
xn) weges des kompakten Trägers von f∫

E

∂fk(x)

∂xk
dx = lim

ε→0

∫
E

∂fk(x)

∂xk
ηε(xn − g(x−n))dx

= lim
ε→0

∫
E
fk(x)η′ε(xn − g(x−n))

∂g(x−n)

∂xk
dx

= − lim
ε→0

∫
E

∂fk(x)

∂xn
ηε(xn − g(x−n))

∂g(x−n)

∂xk
dx

= − lim
ε→0

∫
E

∂fk(x)

∂xn

∂g(x−n)

∂xk
dx

= −
∫
U

(∫ g(x−n)

a

∂fk(x)(x)

∂xn
dxn

)∂g(x−n)

∂xk
dx

= −
∫
U
fk(x, g(x))

∂g(x)

∂xk
dx.

Damit ist (27.5) gezeigt.
Nun folgt die Aussage mit ν aus Proposition 26.43 wegen∫

E
div(f)dλE =

n∑
k=1

∫
E

∂fk(x)

∂xk
dx

=

∫
U
fn(x, g(x))−

n−1∑
k=1

fk(x, g(x))
∂gk(x)

dxk
dx

=

∫
U
〈f(x), ν(x)

〉√
1 + ||Dg(x)||2dx

=

∫
∂E
〈f, ν〉dλ∂E =

∫
∂E
fdλ∂E .

2. Schritt: Sei E ⊆ Rd eine offene, beschränkte Menge, so dass ∂E eine orientierbare d− 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Weiter sei ν das äußere Einheitsnormalenfeld und
f ∈ C1(E,Rd). Dann gilt (27.4).
Wir wählen zu y ∈ ∂E eine Quaderumgebung Uy, so dass ∂E ∩Uy als Graph wie in Schritt 1

dargestellt werden kann. Für y ∈ E sei Uy = E. Dann ist (Uy)y∈Ē eine offene Überdeckung

der kompakten Menge Ē, also gibt es eine endliche Teilüberdeckung (Uy)y∈D mit D b Ē.
Nach Lemma 26.11 gibt es eine (Uy)y∈D untergeordnete Zerlegung der Eins (hy)y∈D (und
beachten, dass der Träger von hy eine kompakte Teilmenge von Uy ist). Wir betrachten nun
die Vektorfelder f · hy, y ∈ D. Dann gilt∫

E
div(fhy)dλE =

∫
∂E
fhydλ∂E .
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Für y ∈ ∂E erfüllt nämlich hyf die Voraussetzungen von Schritt 1 und für y ∈ E sind beide
Seiten 0, weil hyf eine kompakte Teilmenge von E als Träger hat. Damit ist die linke Seite 0
durch partielle Integration und die rechte da hyf auf ∂E identisch 0 ist. Nun können wir∫

E
div(f)dλE =

∑
y∈D

∫
E
hydiv(f)dλE =

∑
y∈D

∫
E

div(fhy)dλE

=
∑
y∈D

∫
∂E
fhydλ∂E =

∫
∂E
fdλ∂E

schreiben.
3. Schritt: Der allgemeine Fall, E ist eine C1-Polyeder.
Ziel ist es nun noch, den singulären Rand ∂SE zu behandeln. Nach Definition der rechten
Seite in (27.4) spielt bei der Integration nur der reguläre Rand ∂ME eine Rolle. Zuerst stellen
wir fest, dass der Gauss’sche Integralsatz nach Schritt 2 schon gezeigt ist, falls der Träger von
f eine kompakte Teilmenge von Ē ist, die ∂SE nicht trifft.

Zunächst ist ∂SE eine m− 1-Nullmenge. Wegen der Beschränktheit von E ist ∂SE kom-
pakt. Für ε > 0 seien W1, ...,WNε eine Überdeckung von ∂SE mit Seitenlängen r1, ..., rNε > 0
und rd−1

1 + · · · + rd−1
Nε

< ε. Seien W1∗, ...,W ∗Nε Würfel mit Seitenlängen 2r1, ..., 2rNε und

denselben Mittelpunkten. Wir wählen nun Funktionen h1, ..., hNε ∈ C1(Rd), so dass

1Wk
≤ hk ≤ 1W ∗k , ||Dhk|| ≤

c

rk
1W ∗k

für eine (nur von d abhängige) Konstante c. (Um eine solche Funktion zu erhalten, wählen
wir zuerst ein ϕ ∈ C1(R) mit 1[−1,1] ≤ ϕ ≤ 1[−2,2] und setzen dann, falls 0 der Mittelpunkt
eines Würfels mit Seitenlänge r ist, hk(x) = ϕ(x1/r) · · ·ϕ(xd/r).) Wir setzen nun

hε =

Nε∏
k=1

(1− hk)

und bemerken, dass h · f eine kompakte Teilmenge von Ē als Träger hat, die ∂SE nicht trifft.
Also folgt nach Schritt 2, dass∫

E
div(hεf)dλE =

∫
∂E
〈hεf, ν〉dλ∂E .

Nun konvergiert hεf punktweise gegen 1(∂SE)cf und damit konvergiert die rechte Seite gegen
die rechte Seite von (27.4) nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz. Für die linke
Seite gilt

div(hεf) = hεdiv(f) +Dhε · f.
Nun ist∣∣∣ ∫

E
(Dhε · f)dλE

∣∣∣ ≤ C ∫
E
||Dhε||dλE ≤ C

Nε∑
k=1

1

rk

∫
E

1W ∗k dλE ≤ C
Nε∑
k=1

rd−1
k < Cε

für Konstanten C > 0, die von Mal zu Mal verschieden sind. Nun schreiben wir∫
E

div(f)dλE = lim
ε→0

∫
E
hεdiv(f)dλE +

∫
E

(Dhε · f)dλE

= lim
ε→0

∫
E

div(hεf)dλE = lim
ε→0

∫
∂E
〈hεf, ν〉dλ∂E =

∫
∂E
fdλ∂E .
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Beispiel 27.12 (Oberfläche einer d-dimensionalen Kugel). Wir berechnen nun die
(d − 1-dimensionale) Oberfläche λd−1(∂B1(0)) einer (d-dimensionalen) Kugel B1(0). Hier-
zu definieren wir das Vektorfeld f(x) = x. Für das äußere Normalenfeld ν and B1(0) gilt
ν(x) = x und damit 〈f(x), ν(x)〉 = 1. Deswegen ist mit div(f)(x) = d gerade

γd := λd−1(∂B1(0)) =

∫
B1(0)

div(f)(x)λd(dx) = dαd.

Dieses Resultat kennen wir schon aus Beispiel 26.44, (26.7).

27.4 Die Green’sche Formeln und harmonische Funktionen

Wir bringen nun einige Anwendungen des Gauss’schen Integralsatzes. Diese haben mit harmo-
nischen Funktionen, d.h. Lösungen u ∈ C2(E,R) für eine offene, zusammenhängende Menge
E ⊆ Rd der Gleichung

∆u :=
∂2u

∂x1
+ · · ·+ ∂2u

∂xd
= 0.

Solche Funktionen haben wir bereits in Beispiel 14.3 kennen gelernt. Wir haben dort bereits
gesehen, dass (abhängig von der Dimension d)

u(x) =

{
1

2π · log |x|, für d = 2,

− 1
(d−2)γd

· 1
|x|d−2 , für d > 2,

wobei γd wie in (26.7) die Oberfläche der d−1-dimensionalen Kugeloberfläche ist, harmonische,
rotationssymmetrische Funktionen sind. (Man beachte, dass wir dort solche Funktionen bis
auf einen konstanten Faktor bestimmt haben.) Weiter sind mit der Funktion u auch die
Funktionen

uax 7→ u(x− a) (27.6)

für ein beliebiges a ∈ Rd harmonisch. Wir beginnen unsere Untersuchung mit den Green’schen
Formeln. Diese sind eine Anwendung des Integralsatzes auf ein Vektorfeld der Form x 7→
gradh(x) für ein h ∈ C1(E,R) mit E ⊆ Rd. (Solche Vektorfelder hatten wir Gradientenfelder
genannt.)

Theorem 27.13 (Green’sche Formeln). Sei E ⊆ Rd ein C1-Polyeder, ν das äußere Nor-
malenfeld an E und f, g ∈ C2(E,R). Dann gilt∫

E
〈grad f, grad g〉 =

∫
∂E
f〈grad g, ν〉dλ∂E −

∫
E
f ∆gdλE ,∫

E
(f ∆g − g∆f)dλE =

∫
∂E

(f〈grad g, ν〉 − g〈grad f, ν〉)dλ∂E .

Beweis. Wir bemerken zunächst, dass

div(grad u) = div
( ∂u
∂x1

, · · · , ∂u
∂xd

)
= ∆u.

Wendet man nun den Gauss’schen Integralsatz auf das Gradientenfeld fgrad g an, so gilt

div(fgrad g) = 〈grad f, grad g〉+ f ∆g
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und damit durch Anwendung des Gauss’schen Satzes∫
E
〈grad f, grad g〉+

∫
E
f ∆gdλE =

∫
∂E
fgrad gdλ∂E =

∫
∂E
f〈grad g, ν〉dλ∂E .

Die zweite Formel erhält man, indem man in die Rollen von f und g in der ersten Formel
vertauscht und subtrahiert.

Wir kommen nun zur Anwendung auf harmonische Funktionen. Zunächst benötigen wir ein
Lemma.

Lemma 27.14 (Darstellung einer harmonischen Funktion). Sei D ⊆ Rd eine offene
Menge, E ⊆ D ein beschränktes Polyeder mit äußerem Normalenfeld ν und h ∈ C2(D,R)
eine (auf D) harmonische Funktion. Dann gilt (mit der Funktion ua aus (27.6))

h(a) =

∫
∂E

(h〈grad ua, ν〉 − ua〈grad h, ν〉)dλ∂E .

Beweis. Wir wählen ein ε > 0 mit Bε(a) ⊆ E◦ und setzen Ea := E \ Bε(a). (Damit ist
∂Ea = ∂E ] ∂Bε(a).) Für x ∈ Bε(a) gilt ν(x) = −x−a

ε (das ist das äußere Normalenfeld

an Ea) und grad ua(x) = 1
γd

x−a
εd

mit γd aus Beispiel 26.44. Wir berechnen damit direkt für
x ∈ Bε(a)

〈grad ua(x), ν(x)〉 = − 1

γdεd−1
. (27.7)

Die zweite Green’sche Formel (angewandt auf die Funktionen ua und h) ergibt somit∫
∂E

(h〈grad ua, ν〉 − ua〈grad h, ν〉)dλ∂E = −
∫
∂Bε(a)

(h〈grad ua, ν〉 − ua〈grad h, ν〉)dλ∂E

Wir zeigen nun

h(a) = − lim
ε→0

∫
∂Bε(a)

h〈grad ua, ν〉dλ∂E , 0 = lim
ε→0

∫
∂Bε(a)

ua〈grad h, ν〉dλ∂E ,

woraus die Behauptung folgt. Für die erste Behauptung genügt es, (27.7) und die Stetigkeit
von h zu benutzen, da der Flächeninhalt von ∂Bε(a) gerade γdε

d−1 ist. Weiter sei Mε :=
supx∈Bε(0) |grad h(x)|. Dann gilt |〈grad h(x), ν(x)〉 ≤Mε und damit auch

∣∣∣ ∫
∂Bε(a)

ua〈grad h, ν〉)dλ∂E
∣∣∣ ≤ {Mε

2π (log ε) · 2πε = Mε · ε log ε, für d = 2
Mεγdε

d−1

(d−2)γdεd−2 = Mε·ε
d−2 , für d > 2

ε→0−−−→ 0.

Nun folgt also die Behauptung.

Proposition 27.15 (Mittelwerteigenschaft). Sei d ≥ 2, E ⊆ Rd offen und h ∈ C2(E,R)
harmonisch. Dann gilt, falls Br(a) ⊆ E,

h(a) =
1

γdrd−1

∫
∂Br(a)

hdλ∂Br(a).
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Beweis. Wir verwenden die Darstellung von h aus Lemma 27.14 für E = Br(a) und
〈grad ua(x), ν(x)〉 = 1

γdrd−1 für x ∈ Br(a) (siehe den Beweis des letzten Lemmas). Daraus
folgt

h(a)− 1

γdrd−1

∫
∂Br(a)

hdλ∂Br(a) = −u(r)

∫
∂Br(a)

〈grad h, ν〉dλ∂Br(a)

= −u(r)

∫
Br(a)

div(grad h)dλBr(a) = 0

nach dem Gauss’schen Integralsatz wegen div(grad h) = 0.

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Maximumprinzip für harmonische Funktionen,
das besagt, dass sie Maxima (und Minima) nur auf dem Rand eines Gebietes annehmen.

Korollar 27.16 (Maximumsprinzip für harmonische Funktionen). Sei E ⊆ Rd eine
zusamenhängende, offene Menge und h ∈ C2(E,R) harmonisch auf Ē. Ist h nicht konstant,
dann nimmt h ihr globales Maximum (und globales Minimum) auf ∂E an.

Beweis. Angenommen, das globale Maximum M von h länge in a ∈ E, also M = h(a) =
supx∈E h(x). Dann gilt mit der Mittelwerteigenschaft für ein ε > 0 mit Bε(a) ⊆ E

1

γdεd−1

∫
∂Bε(a)

(M − h(x))dλ∂Bε(a)(dx) = 0.

Da M − h ≥ 0 nach Definition von M , muss also M = h gelten. Damit wäre h konstant, was
aber ausgeschlossen war. Dies beweist die Behauptung.

27.5 Der Satz von Stokes

Bereits in Bemerkung 17.19 haben wir die Rotation eines Vektorfeldes definiert. Diese benöti-
gen wir nun auch im Satz von Stokes. Wir besprechen hier nicht die allgemeinste Version
dieses Satzes, sondern nur zwei Versionen, eine in d = 2 (Theorem 27.19) und eine in d = 3
(Theorem 27.23). Wir wiederholen zunächst die Rotation.

Definition 27.17 (Rotation). 1. Sei E ⊆ R2 offen und f = (f1, f2) ∈ C1(E,R2). Dann
ist

rot(f) := D1f2 −D2f1

die Rotation von f .

2. Sei E ⊆ R3 offen und f = (f1, f2, f3) ∈∈ C1(E,R3). Dann ist

rot (f) :=
(
D2f3 −D3f2, D3f1 −D1f3, D1f2 −D2f1

)
die Rotation von f .

Bemerkung 27.18 (Vektorprodukt). 1. Für x = (x1, x2, x3), y = (y1, y2, y3) ∈ R3 ist
bekanntlich

x× y =
(
x2y3 − x3y2 x3y1 − x1y3 x1y2 − x2y1

)
das Vektorprodukt (oder Kreuzprodukt) aus x, y. Dies ist ein Vektor, der sowohl auf
x als auch auf y senkrecht steht (d.h. 〈x, x × y〉 = 〈y, x × y〉 = 0) und als Länge den
Flächeninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms hat. Wegen Propositi-

on 26.37 ist damit |x× y| =
√

det(A>A) mit A = (x>, y>).



292 27 Der Gauss’sche Integralsatz

2. Mit Hilfe des Vektorproduktes und ∇ := (D1, D2, D3) (im R3) schreiben wir auch

rot(f) := ∇× f.

Theorem 27.19 (Satz von Stokes in R2). Sei D ⊆ R2 ein beschränktes Gebiet und E ⊆ D
sei offen mit stetig differenzierbarem Rand ∂E, d.h. es gibt eine Einbettung γ : [a, b] → ∂E.
Außerdem gelte für das äußere Normalenfeld

ν(γ(t)) =
1

|γ′(t)|
Dγ′(t)

mit D(x, y) = (y,−x). (Damit liegt E links von ∂E.) Ist f = (f1, f2) ∈ C1(E,R2), so gilt∫
E

rot(f)(x)λ2(dx) =

∫ b

a
〈f(γ(t)), γ′(t)〉dt.

Beweis. Wir setzen g = (g1, g2) mit g1 = f2, g2 = −f1 und verwenden den Gauss’schen
Integralsatz, Theorem 27.11. Damit ergibt sich∫

E
rot(f)dλ2 =

∫
E

(
D1f2(x)−D2f1(x)

)
λ2(dx)

=

∫
E

div(g(x))λ2(dx)

=

∫
∂E
gdλ∂E =

∫
∂E
〈g, ν〉dλ∂E

=

∫ b

a

1

|γ′(t)|
〈g(γ(t)), Dγ′(t)〉|γ′(t)|dλ∂E

=

∫ b

a
〈(f2,−f1)(γ(t)), (γ′2(t),−γ′1(t))〉dt

=

∫ b

a
〈f(γ(t)), γ′(t)〉dt.

Wir verwenden das letzte Resultat zur Berechnung von Flächeninhalten.

Korollar 27.20 (Flächenformel). Sei E ⊆ R2 eine Fläche mit einer Einbettung γ =
(γ1, γ2) ∈ C1(I,R2) für I = [a, b] des Randes ∂E. Dann gilt

λ2(E) =
1

2

∫ b

a

(
γ1(t)γ′2(t)− γ2(t)γ′1(t)

)
dt.

Beweis. Wir verwenden Theorem 27.19 mit f = (f1, f2) und f1(x, y) = −y, f2(x, y) = x.
Daraus folgt rot(f) = 2 und damit die Aussage.

Beispiel 27.21 (Kreisfläche). Wieder einmal berechnen wir den Inhalt eines Kreises. Sei
also E = Br(0) und γ(t) = (r cos(t), r sin(t)) für t ∈ [0, 2π], also ∂E = γ([0, 2π]). Damit
berechnen wir aus dem letzten Korollar

λ2(Br(0)) =
r2

2

∫ 2π

0

(
cos2(t) + sin2(t)

)
dt = r2π.
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Wir kommen nun zum Satz von Stokes in R3. Zunächst benötigen wir eine Darstellung des
Einheitsnormalenfeldes.

Lemma 27.22 (Einheitsnormalenfeld). Sei E′ ⊆ R2 offen und γ ∈ C1(E′,R3) eine Ein-
bettung. Dann ist

νE = −
D1γ ×D2γ

|D1γ ×D2γ|
◦ γ−1

mit

D1γ ×D2γ =
(
D1γ2D2γ3 −D1γ3D2γ2, D1γ3D2γ1 −D1γ1D2γ3, D1γ1D2γ2 −D1γ2D2γ1

)
ein stetiges Einheitsnormalenfeld auf E = γ(E′).

Beweis. Nach Proposition 26.33 ist

Nγ(x)E = Ker(Dγ(x))> = Ker

(
D1γ1 D1γ2 D1γ3

D2γ1 D2γ2 D2γ3

)
= Ker

(
D1γ

D2γ

)
.

Offenbar ist D1γ×D2γ ein Vektorprodukt im R3 und damit sowohl auf D1γ als auch auf D2γ

senkrecht. Also ist D1γ · (D1γ ×D2γ)> = D2γ · (D1γ ×D2γ)> = 0, also νE(γ(x)) ∈ Nγ(x)E.
Daraus folgt die Behauptung.

Theorem 27.23 (Satz von Stokes im R3). Sei D ⊆ R3 eine 2-dimensionale Untermannig-
faltigkeit, die die Spur einer Einbettung β ∈ C1(D′,R3) für ein D′ ⊆ R2 offen ist. Weiter habe
E′ ⊆ D′ einen stetig differenzierbaren Rand, der durch eine Einbettung γ′ ∈ C1([a, b], ∂E′) für
a < b parametrisiert ist. Für die Parametrisierung γ = β ◦ γ′ von ∂E gilt dann für E = γ(E)
und f ∈ C2(D,R3) und dem Einheitsnormalenfeld νE aus Lemma 27.22∫

E
〈rot(f), νE〉dλE =

∫
∂E

1

|γ̇|
〈f, γ̇〉dλ∂E .

Bemerkung 27.24 (Rotation). Sei D ⊆ R3 eine 2-dimensionale Untermannigfaltigkeit und
E1, E2, ... eine Folge von Teilmengen von D mit Ek ↓ {x}, auf die wir den Stokes’schen Satz
anwenden können. Dann gilt, falls γ

k
den Rand von ∂Ek nach der Bogenlänge parametrisiert

(d.h. |γ̇k| = 1)

〈rot(f)(x), νE(x)〉 = lim
k→∞

1

λD(Ek)

∫
∂Ek

〈f, γ̇〉dλ∂Ek .

Auf der rechten Seite steht die Zirkulation des Feldes f entlang des Randes ∂Ek, die man
aufgrund der Gleichheit als die Rotation in Richtung νE(x) interpretiert.

Beweis. Zunächst eine Vorüberlegung. Es gilt

(Dβ)> ·
(
f ◦ β

)>
=

(
D1β1 D1β2 D1β3

D2β1 D2β2 D2β3

)
·

f1 ◦ β
f2 ◦ β
f3 ◦ β

 .
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Wir schreiben mit Theorem 27.19 (für das vierte Gleichheitszeichen)∫
∂E

1

|γ̇|
〈f, γ̇〉dλ∂E =

∫ b

a
〈f(γ(t)), γ̇(t)〉dt

=

∫ b

a
〈f(γ(t)), D β(γ′(t)) · γ̇′(t)〉dt

=

∫ b

a
〈(Dβ(γ′(t)))> · f ◦ β(γ′(t)), γ̇′(t)〉

=

∫
E′

(
D1(D2β · (f ◦ β)>)−D2(D1β · (f ◦ β)>)

)
dλE′

=

∫
E′

(
D2β · (D1(f ◦ β)>)−D1β · (D2(f ◦ β)>)

)
dλE′

=

∫
E′

(
D2β ·Df · (D1β)> −D1β ·Df · (D2β)>

)
dλE′

=

∫
E′
D1β · ((Df)> −Df) ·D2βdλE′ .

Nun ist mit νE aus Lemma 27.22 und der Gram’schen Determinante gβ

D1β·((Df)> −Df) ·D2β

=
(
D1β1 D1β2 D1β3

) 0 D2f1 −D1f2 D3f1 −D1f3

D1f2 −D2f1 0 D3f2 −D2f3

D1f3 −D3f1 D2f3 −D3f2 0

D2β1

D2β2

D2β3


= (D2f3 −D3f2)(D1β3D2β2 −D1β2D2β3)

+ (D3f1 −D1f3)(D1β1D2β3 −D1β3D2β1)

+ (D1f2 −D2f1)(D1β2D2β1 −D1β1D2β2)

= −rot(f) · (D1β ×D2β)

= 〈rot(f), νE ◦ β〉|D1β ×D2β|
= 〈rot(f), νE ◦ β〉

√
gβ

und damit ∫
∂E

1

|γ̇|
〈f, γ̇〉dλ∂E =

∫
E′
〈rot(f), νE ◦ β〉

√
gβdλE′ =

∫
E
〈rot(f), νE〉dλE

und die Behauptung ist gezeigt.


