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Aufgabe 1 (4 Punkte). Es sei T eine Stoppzeit und t > 0. Zeigen Sie

i) T + t ist eine vorhersehbare Zeit.

ii) T ≡ t ist eine vorhersehbare Zeit.

Hinweis: Verwenden Sie, dass P = σ({A × {0}|A ∈ F0} ∪ {J0, T K|T ist eine Stoppzeit}). Für
einen Beweis dieser Aussage siehe [1, Theorem 2.2].

Aufgabe 2 (4 Punkte). Es sei A ∈ P eine vorhersehbare Menge. Falls für jede vorhersehbare
Zeit T mit [[T ]] ⊂ A gilt, dass P [T =∞] = 1, dann ist A eine verschwindende Menge.

Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass A∗ := {ω ∈ Ω|(ω, t) ∈ A für ein t ∈ R+} messbar ist.
Nehmen Sie an, dass A keine verschwindende Menge ist und verwenden Sie folgenden Satz, um
einen Widerspruch zu zeigen.

Satz 1 (Satz vom vorhersehbaren Schnitt). [1, Theorem 2.14]; Es seien A ∈P eine vorhersehbare
Menge und AΩ ∈ A eine Menge mit

AΩ = {ω ∈ Ω : (ω, t) ∈ A für ein t ∈ R+}.

Dann existiert zu jedem ε > 0 eine vorhersehbare Zeit T mit [[T ]] ⊂ A, sodass

P ({T =∞} ∩AΩ) ≤ ε.

Aufgabe 3 (4 Punkte). i) Es seien X,Y zwei vorhersehbare Prozesse, sodass

XT = YT fast sicher auf {T <∞}.

für jede vorhersehbare Zeit T . Zeigen Sie, dass dann X und Y ununterscheidbar sind.

ii) Zeigen Sie die Eindeutigkeit in Theorem 87 der Vorlesung.

Hinweis: Wir sagen, dass A auf B fast sicher gilt, falls P [A ∩ B] = P [B] oder äquivalent dazu
P [Ac ∩B] = 0.

Lebesgue-Stieltjes Maß und Integration

Definition 1. Ein Mengensystem A ∈ 2Ω heißt Semiring, falls gilt:

1. ∅ ∈ A

2. Für je zwei Mengen A,B ∈ A ist B\A endliche Vereinigung von paarweise disjunkten
Mengen aus A .

3. A ist ∩−stabil.
Satz 2 (Fortsetzungssatz für Maße). [2, Theorem 1.53]; Sei A ein Semiring und µ : A → [0,∞]
eine additive, σ-subadditive, σ-endliche Mengenfunktion mit µ(∅) = 0. Dann existiert ein ein-
deutig bestimmtes, σ-endliches Maß µ̃ : σ(A )→ [0,∞] mit µ̃(A) = µ(A) für alle A ∈ A .



Definition 2. Für eine rechtsstetige monoton wachsende Funktion f heißt das Maß µf auf
(R+,B(R+)) mit µf [{0}] = 0 (manchmal auch = f(0) das ist aber eine Sache der Definition)
und µf [(s, t]] = f(t)− f(s) für alle s, t ∈ R+, s < t, Lebesgue-Stieltjes Maß zur Funktion f .

Aufgabe 4 ( 4 Punkte). i) Beschreiben Sie, welche Voraussetzungen nachzurechnen sind,
um die Wohldefiniertheit von Definition 2 zu gewährleisten (Sie müssen diese nicht zeigen!).

ii) Sei f zusätzlich differenzierbar. Zeigen Sie, dass für messbare Abbildungen h : R+ → R
gilt, dass ∫

R+

h(u)µf (du) =

∫
R+

h(u)f ′(u)du,

falls eines der beiden Integrale existiert.

iii) Berechnen Sie
∫

(0,t] h(u)df(u) :=
∫
R+

1(0,t]h(u)µf (du) für

a) h(t) = t und f(t) = exp(t)

b) h messbar und f(t) =
∑

n∈N 1[an,∞)(t) für eine monoton wachsende Folge (an)n∈N.

Hinweis: Verwenden Sie für ii) den Satz über monotone Klassen. Sie brauchen das Argument
nicht im Detail ausführen.
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