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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Für ein HMM mit Übergangskern Q gäbe es ein ϵ ∈ (0, 1) und ein Wahrscheinlichkeitsmaß κ
auf (X,X ) mit

ϵκ(A) ≤ Q(x,A) ≤ 1

ϵ
κ(A), x ∈ X, A ∈ X .

Zeigen Sie für zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsmaße µ, µ′ auf (X,X ), dass

∥Fj · · · F1µ− Fj · · · F1µ
′∥TV ≤ ϵ−2(1− ϵ2)j∥µ− µ′∥TV ,

wobei

Flµ(A) :=

∫
1A(x)γ(x, yl)Q(x′, dx)µ(dx′)∫

γ(x, yl)Q(x′, dx)µ(dx′)
, l = 1, . . . , j

für ein fixes yl ∈ Y .
Hinweis: Benutzen Sie Gleichung (2.24) im Skript. Diese Aufgabe gibt 4 Bonuspunkte.

Aufgabe 2 (8 Punkte)

Definiere die Abbildung T : Θ → Θ durch T (θ′) := argmaxRN (θ, θ′). Wir nehmen an, dass

a) Θ ist eine offene Teilmenge des Rp,

b) RN (θ, θ′) und Lθ
N sind stetig differenzierbar bezüglich θ für jedes fixe θ′,

c) RN (θ, θ′) ist strikt konkav bezüglich θ für jedes fixe θ′,

d) RN (θ, θ′) hat eine eindeutige Maximalstelle T (θ′) für jedes fixe θ′,

e) und die Abbildung T sei stetig.

Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Sei θ ∈ Θ mit Lθ
N = L

T (θ)
N . Dann ist θ ein Fixpunkt der Abbildung T .

(ii) Für fixes θ′ ∈ Θ definieren wir die Funktion f(θ) := logLθ
N − logLθ′

N −RN (θ, θ′). Dann
ist die Funktion f stetig differenzierbar mit f ≥ 0 und f(θ′) = 0. Insbesondere gilt
∇ logLθ

N = ∇RN (θ, θ′)|θ=θ′ .

(iii) Sei θ ein Fixpunkt der Abbildung T . Dann gilt ∇ logLθ
N = 0.

(iv) Für θ0 ∈ Θ definieren wir die Folge θk := T (θk−1), k ≥ 1. Angenommen, es gilt θk →
θ ∈ Θ. Dann folgt ∇ logLθ

N = 0.
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