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Aufgabe 1 (6 Punkte)

(i) Seien P und Q zwei beliebige Wahrscheinlichkeitsmaße auf dem Messraum (Ω,F) mit
P ≪ Q, und sei G ⊆ F eine Sub-σ-Algebra. Zeigen sie: für die Restriktionen der Maße
auf G gilt PG ≪ QG mit

dPG
dQG

= EQ

[dP
dQ

| G
]
.

(ii) Sei Θ eine Parametermenge. Wir betrachten nun eine Familie von HMM mit Tripletts
(νθ, Qθ, Gθ)θ∈Θ derart, dass die EM-Annahme gelte. Zeigen sie für θ, θ′ ∈ Θ, dass

PY0,...,YN

θ ≪ PY0,...,YN

θ′

und bestimmen sie die zugehörige Dichte.

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Wir betrachten ein nicht-degeneriertes HMM. Bestimmen sie für N ∈ N und k ≤ N ähnlich
zur Filterrekursion eine Darstellung für die bivariate bedingte Verteilung PXk−1,Xk|Y0,...,YN .

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Sei {xn : n ∈ N} ⊆ R eine abzählbare Teilmenge.

(i) Sei ν ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf (R,B(R)) mit ν(
⋃

n{xn}) = 1. Zeigen sie, dass
dann an ≥ 0 existieren mit

∑
n an = 1 und

ν =
∑
n

anδxn .

(ii) Seien an ≥ 0 mit
∑

n an = 1. Bestimmen sie alle Wahrscheinlichkeitsmaße ν auf
(R,B(R)) mit

ν(A) ≤
∑
n

anδxn(A), A ∈ B(R).
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