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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Es gelten folgende Bedingungen:

(i) Es existieren ε > 0, m ∈ N, und ein Wahrscheinlichkeitsmaß κ auf (X,X ), so dass

εκ(A) ≤ Qm(x,A) ≤ 1

ε
κ(A) für alle A ∈ X und alle x ∈ X.

(ii) Es existieren zwei messbare Funktionen γ− und γ+ von Y nach (0,∞), sodass für jedes
y ∈ Y gilt:

γ−(y) ≤ inf
x∈X

γ(x, y) ≤ sup
x∈X

γ(x, y) ≤ γ+(y).

Zeigen Sie, folgende Aussagen:

a) Für alle k,N ∈ N mit 0 ≤ k < n und x ∈ X gilt:

N∏
j=k+1

γ−(yj) ≤ βk|N [yk+1:N ](x) ≤
N∏

j=k+1

γ+(yj),

wobei βk|n durch die Rückwärtsrekursion gegeben ist. Vergleichen Sie dazu im Vorle-
sungsskript die Gleichungen (2.4) und (2.6).

b) Für alle u,N ∈ N mit 0 ≤ u < bN/mc und Wahrscheinlichkeitsmaße ν und ν ′ auf
(X,X ) gilt:

ε2
(u+1)m∏
i=um+1

γ−(yi)

γ+(yi)
≤
∫
βum:N [yum+1:N ](x)ν(dx)∫
βum:N [yum+1:N ](x)ν ′(dx)

≤ ε−2
(u+1)m∏
i=um+1

γ+(yi)

γ−(yi)

c) Für alle u,N ∈ N mit 0 ≤ u < bN/mc existiert ein Übergangskern λu,N von (Y (N−(u+1)m),Y(N−(u+1)m))
nach (X,X ), so dass für alle x ∈ X, A ∈ X und yum+1:N ∈ Y (N−um) gilt:

ε2
(u+1)m∏
i=um+1

γ−(yi)

γ+(yi)
λu,N (y(u+1)m+1:N , A)

≤
( (u+1)m−1∏

i=um

Q̃i[yi+1:N ]
)

(x,A)

≤ 1

ε2

(u+1)m∏
i=um+1

γ+(yi)

γ−(yi)
λu,N (y(u+1)m+1:N , A).
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d) Für alle nicht-negativen ganzen Zahlen u,N ∈ N gilt:

δ
( (u+1)m∏

i=um

Q̃[yi+1:N ]
)
≤

{
%0(yum+1:(u+1)m) für u < bN/mc,
%1 für u ≥ bN/mc,

wobei für alle yum+1:(u+1)m ∈ Y m:

%0(yum+1:(u+1)m) := 1− ε2
(u+1)m∏
i=um+1

γ−(yi)

γ+(yi)
und %1 := 1− ε.

e) Basierend auf den oben genannten Ergebnissen, finden Sie eine geeignete Abschätzung
für ‖πν,k|N − πν′,k|N‖TV , wobei k = jm+ r mit 0 ≤ r < m.

Aufgabe 2 (2 Punkte)

Erfüllt Beispiel 2.19 im Skript die Annahmen (i) und (ii) aus Aufgabe 1?

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Seien ν und ν ′ Wahrscheinlichkeitsmaße auf (X,X ) und für n ∈ N, y0:n ∈ Yn+1, sodass

cν(y0) :=

∫
X
γ(x, y0)ν(dx) > 0 und cν′(y0) :=

∫
X
γ(x, y0)ν

′(dx) > 0.

(i) Zeigen Sie, dass unter Annahme 2.20 folgende Abschätzung gilt:

‖πν,0|n − πν′,0|n‖TV ≤ 2
ζ+(y1)

ζ−(y1)

‖γ‖∞
cν(y0) ∨ cν′(y0)

‖ν − ν ′‖TV .

(ii) Zeigen Sie, dass unter Annahme 2.22 folgende Abschätzung gilt:

‖πν,0|n − πν′,0|n‖TV ≤
2

ε2
‖γ‖∞

cν(y0) ∨ cν′(y0)
‖ν − ν ′‖TV .

Hinweis: Berechnen Sie die Totalvariation mithilfe von Aufgabe 4 (ii), Blatt 4.
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