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1 Grundlagen
1.1 Wiederholung

Wir wiederholen zunéchst einige Grundlagen.

Definition 1.1. Seien (X, X), (Y, Y) messbare Riume. Ein Kern von (X, X) nach (Y,Y)
ist eine Abbildung Q : X x Y — [0,00] mit den Figenschaften

(i) Ve € X ist Q(z,.) ein Maf auf (Y,)),
(ii)) VA €Y ist x — Q(x, A) messbar.

Er heifit Markovkern oder Wahrscheinlichkeitskern, falls alle Q(x,.) in (i) W-Mafe sind.
Ist in diesem Falle X =Y, spricht man von einem Markovschen Ubergangskern. Besitzt
Letzterer eine Dichte beziiglich eines o-endlichen Majffes 1, mennt man dieselbe auch
- Ubergangsdichte.

Markovkerne treten prominent in Form regulidrer Versionen bedingter Verteilungen
auf. Natiirlich spielen diese beim Untersuchen stochastischer Prozesse eine wichtige Rolle.

Bemerkung 1.2 (Eigenschaften von Kernen).

e Sind Q und R (Markov-) Kerne von (X,X) nach (Y,Y) und von (Y,Y) nach
(Z,Z2), dann definiert

QR(z, A) == / Ry, AQ(a.dy), e X, Ac Z,

einen (Markov-) Kern von (X, X) nach (Z, 2).

o W-Mafle operieren auf Markovkernen auf zwei Weisen. Sind p ein W-Maf§ auf
(X, X) und Q ein Markovkern (X, X) nach (Y,Y), dann definiert

HQ(A) = /X Qlr, Ap(dz), A€,

ein W-Maf auf (Y,Y). Dariberhinaus definiert

(10 Q(C) = [ [ tel@y)Q.dulds), CeXe.
xJy
ein W-Maf auf dem Produktraum (X x Y, X ® ).

Fiir einen Markovschen Ubergangskern @ auf (X, X) definiert man induktiv
QO(:U, .) =0y fiir x € X und Q¥ = QQF ! fiir k> 1.

Hierfiir gelten die Chapman-Kolmogorov-Gleichungen Q"™ = Q"Q™ fiir alle
m,n > 0 (Ubungsblatt 1, Aufgabe 1(a))).



Definition 1.3 (Markovkette). Seien (2, F, (Fi)k>0,P) ein filtrierter W-Raum und Q
ein Markovscher Ubergangskern auf einem messbaren Raum (X,X). Bin X -wertiger
stochastischer Prozess (Xy)k>0 heifit (homogene) Markovkette unter P beziglich der Fil-
tration (Fi,)x>0 mit Ubergangskern Q, falls er (F,)-adaptiert ist und fiir alle k > 0 und
alle Ae X

P(Xg11 € AlFg) = Q(Xk, A) (L.1)

erfillt. Die Verteilung von X heifit Startverteilung der Kette und X wird Zustandsraum
genannt.

Im Falle der natiirlichen Filtration, d.h. F, = o(X,, : n < k) fiir alle ¥ > 0, spricht man
einfach von einer Markovkette (ohne Zusatz). Markovketten sind aus der Grundvorlesung
Stochastik bekannt — Beispiele sind Gegenstand von Aufgaben 2 und 3 auf Ubungsblatt 1.
Gilt (1.1) sinngemiB mit Qy statt Q fiir eine Folge von Markovschen Ubergangskernen
(Qk)k>0, nennt man den Prozess (Xj)i>0 inhomogene Markovkette.

Eine zentrale Eigenschaft einer Markovkette ist, dass ihre Verteilung vollsténdig durch
die Startverteilung und den Ubergangskern bestimmt wird (die endlichdimensionalen
Verteilungen bestimmen ein Mafl auf dem unendlichen Produktraum eindeutig):

Proposition 1.4. Sei (Xy)i>0 eine Markovkette mit Startverteilung v und Ubergangskern
Q. Dann gilt V k € Ng und jede (X*1, B(R))-messbare Funktion f: Xkt1 - R

Ef(X(), “eoy Xk) = /f(:L’(), ey :ck)Q(xk,l, da:k) . Q(aﬁo, dxl)l/(dxo). (1.2)

Beweis. Wir zeigen die Aussage zunichst fiir (X*+1, B(R))-messbare, beschrinkte Funk-
tionen f der Form f(zo,...,z;) = Hf:o fi(x;). Hier gilt nach der Turmeigenschaft der

bedingten Erwartung
E(fo(Xo) .. fk(Xk))
- E(fO(XO) o Fe (X D)E(F(X) | Xo - ,X,H))

=K fO(XO) - fkfl(kal) /fk(wk)Q<Xk17 dl‘k))

(

:E(E<fo(Xo)--«fk—l(Xk—l)/fk(fﬂk)Q(Xk—l,dl‘k)‘Xo,---,Xk—2>>
(fO(XO)--'fk1(ch2)]E<fk1(Xk1)/fk(xk)Q(Xklydxk)|X07---7Xk2>
(

fo(Xo) - fro1(Xp—2) /fk—1($k—1)fk($k)@(xk—1,din)Q(Xk—z,dxk—ﬂ)

= /fo(l’o) Ce fk(xk)Q(xk_l, dl’k) Ce Q(.CE(], dl’l)v(d.%'o).

Die Aussage fiir allgemeines f folgt dann aus dem Satz iiber monotone Klassen (oder
Dynkin’s 7 — A-Theorem) — Ubungsblatt 1, Aufgabe 1(b): Die Menge der beschrinkten
Funktionen f, fiir die (1.2) gilt, bilden einen Vektorraum, der die Konstanten enthilt,
stabil unter isotonen Limites gegen beschrinkte Grenzfunktionen ist (nach dem Satz von
der monotonen Konvergenz) und die multiplikative Klasse von messbaren, beschrinkten
Funktionen (z1,...,z,) — Hf:o fi(x;) beinhaltet. O



1.2 Hidden-Markov-Modelle

Ein Hidden-Markov-Modell (HMM) ist ein Markovprozess, der in zwei Komponenten
aufgeteilt ist: Eine beobachtbare Komponente und eine unbeobachtbare oder “versteck-
te” Komponente. D.h. ein Hidden-Markov-Modell ist ein Markovprozess (X, Yy )r>0 auf
einem Zustandsraum X X Y, wobei wir annehmen, dass nur die zweite Komponente Y}
beobachtet wird, nicht jedoch Xj. Wir nennen auch

(X)) den Signalprozess, X den Signalzustandsraum

(Y%) den beobachteten Prozess, Y den Beobachtungszustandsraum.

In einfachen Féllen wie vollkommen diskreten Modellen definiert man HMMs mithilfe
bedingter Unabhéngigkeiten im Sinne der nachfolgenden Proposition 1.8. Dieses Kon-
zept ist aber insbesondere fiir nicht abzdhlbaren Zustandsraum weit schwieriger zu de-
finieren. Deswegen werden HMMs hier als bivariate Markovketten (Xp, Y )r>0 definiert,
deren Ubergangskern eine spezielle Eigenschaft hat, und die iiblichen bedingten Un-
abhéngigkeitseigenschaften werden anschlieend daraus abgeleitet. Eine zentrale Voraus-
setzung ist folgende:

Sowohl (X, Yi)k>0 als auch (Xj)r>o sollen die Markoveigenschaft besitzen. — (1.3)

Aufgabe 4 (a) auf Ubungsblatt 1 zeigt, dass dies fiir eine allgemeine bivariate Markov-
kette nicht zwangslaufig gilt.

Definition 1.5 (Hidden-Markov-Modell). Seien (X, X), (Y,)) messbare Raume, Q ein
Markovscher Ubergangskern auf (X, X) und G ein Markovkern von (X, X) nach (Y,)).
Dann definiert

T((:U,y),C’) = /X/Y]lc(x',y')G(x',dy/)Q(:U,dx'), (r,y) e X xY,CeX®), (14)

einen Markovschen Ubergangskern auf dem Produktraum (X xY,X®)) (Ubungsblatt 1,
Aufgabe 1(c)). Die Markovkette (Xy, Yy )x>0 mit Ubergangskern T und Startverteilung
v® G fir ein W-Maff v auf (X, X) heifst Hidden-Markov-Modell.

Aus der Definition von T ist ersichtlich, dass die Verteilung von (X, Y)) fiir eine
Markovkette (Xp, Y3 )r>0 mit Ubergangskern T nur von der Marginalverteilung von X,
abhiéngt, was auch immer die gemeinsame Verteilung von (X, Yp) ist. Fiir ein HMM
geméf Definition 1.5 gelten

]E(f(Xk-‘rlaYk-‘rl) |X0a}/0> cee 7Xk‘>Yk‘) = /f(l',y)G(l‘,dy)Q(Xk,dl')

E(f(Xo, Y0)) = / f(2,9)C(z, dy)v(dz)

fir jede beschriankte, messbare Funktion f : X x Y — R. Der Prozess (Xy)g>o ist
ebenfalls eine Markovkette (auch beziiglich der Filtration (o(Xo,Yo,..., Xk, Yi))k>0)
mit Ubergangskern @ und Startverteilung v, d.h. ein HMM besitzt insbesondere die
Eigenschaft (1.3).

Bemerkung 1.6. Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 2 zeigt, dass eine bivariate Markovkette mit
FEigenschaft (1.3) nicht notwendig ein HMM sein muss, d.h. Eigenschaft (1.3) erzwingt
nicht die Gestalt des Ubergangskerns T aus Definition 1.5.



Wir bezeichnen nachfolgend mit P, die Verteilung von (X, Yy )r>0 auf dem Produkt-
raum ((X x Y)No (X ®Y)No) und mit [E, den assoziierten Erwartungswert. Den Markov-
kern G aus Definition 1.5 nennen wir auch Beobachtungskern. Sind sowohl X als auch
Y abzahlbar, heifit das HMM diskret.

Beispiel 1.7. Seien (&k)k>1 und (g)k>0, unabhingige iid-Folgen reellwertiger Zufalls-
variablen mit Marginalverteilungen pg und ji,. Fiir messbare Funktionen f: X xR — X
und h: X x R =Y sowie zg € X definieren wir Xo := g, Yo := h(Xo,n0) sowie

X o= f(Xi—1,8),
Yi = h(Xg, k) fir k> 1.

Dann ist (Xp, Yi)k>0 ein Hidden-Markov-Modell mit

Q. A) = [ 1a(f,2) el

und Beobachtungskern
G(z,B) = /]lB(h(:c,z))un(dz)

sowie v = dg,. Das sieht man folgendermafen. Nach Aufgabe 2 auf Ubungsblatt 1 ist
(Xk)k>0 eine Markovkette (auch beziglich (o(Xo, Yo, ..., Xk, Yi))k>0) mit Ubergangskern
Q. Weiter ist damit fiir jede beschrinkte, messbare Funktion g : X XY — R einer-
seits nach der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung und der stochastischen Un-
abhingigkeit von ng11 und (Xo, ..., Xg+1, Y0, -+, Yi)

E(9(Xkt1, Yey1) | Xo, Yo, -, Xp, Vi)
:E(Q(Xk+17h(Xk+1a77k+l)> Xo,%,--.,Xk,Yk)

= E[E(g(Xks1, A(Xks17041)) | Xos- s Xsr Yo, oo Ve ) | X0, You -, X Vi

:IE:/Q(Xk;ﬂ,h(Xk+1,z))d,un(z)'XO,YO,...,Xk,Yk}

= :/Q(Xk+1,y)G(Xk+1,dy) ’XO,YO,---,Xk,Yk]
~ [ 4w 1)G . dy) QX da).
Andererseits ist
(X, Y0) = Eg(an, o m)) = [ (o0, heo,2)din(2) = [ glan.9)Giao,dy)
womit 6z, ® G als Startverteilung von (Xo, Yo) identifiziert ist.

1.2.1 Bedingte Unabhangigkeit

In Beispiel 1.7 ist Y3 eine Funktion ausschliefilich von X und einem unabhingigen
Fehler 7y, der unabhéngig ist von den Fehlern der iibrigen Y, I # k. Ist (Yj)r>o die
iibertragene verrauschte Beobachtung eines Signalprozesses (Xj)r>0, entspricht dies ei-
ner Gedichtnislosigkeit des Ubertragungsmechanismus’.



Proposition 1.8. Uber dem Produktraum (X x Y,X ® Y) sei (X, Yi)k>0 eine Markov-
kette mit Ubergangskern T aus (1.4). Dann gilt fiir jedes p € N, jede geordnete Teilmenge
{k1,...,kp} C No, und alle beschrinkten, messbaren Funktionen fi,...,f,: Y =R

Ey[ili[lfi(yki)}ka---,ka] :ili/fz’(y)G(in,dy)-

Beweis. Fiir jede messbare und beschrinkte Funktion h : (XP, XP) — (R,B(R)) gilt
nach Proposition 1.4

E, [h(Xkla---ka)ﬁfi(Yki)}
i=1
:// Lljlfi(yki)] h(xkl,...ka)G(xg,dyo)u(dxo)flle(xi,dyi)Q(wi1,d$i)
:/X/X </Y"'/YG(9007dy0)Lljl:fi(yki)] [ﬁG(wiadyi)]>
h(zgy, - - xkp)u(d:co) lk_p[ Q(zi—1,dz;)
i=1

:/X/X </YG(éUo,dyo)ili/Yfz’(yki)G(kawdyki))

Ep
h(:l,‘kl, ce l’kp)l/(dl‘o) H Q(:Uifl, d$i),

i=1
wobel wir beim letzten Gleichheitszeichen fY G(zi,dy;) = 1 verwendet haben. Also ist

p

E, [h(ka---Xk:p)Hfi(Yki)] =E, |:h(Xk21""7Xk‘p)H/Yf(yki)G(Xk‘i?dyki) :
i=1

i=1

Die Behauptung folgt nun aus der definierenden Eigenschaft der bedingten Erwartung.
O

Korollar 1.9. (i) Fir jedes p € N und jede Menge {k1,...,kp} CNo, k1 <--- <k,
sind die Zufallsvariablen Yy, , ..., Yy, bedingt unabhingig gegeben Xy, ..., Xy

D

(it) Fir jedes k>0 und p € N und jede Menge {k1,...,kp} C No, k1 <--- < kp, mit
k& {ki,....kp} sind Yy und (Xp,, ..., Xy,) bedingt unabhingig gegeben X.

Beweis. (i) folgt unmittelbar aus Proposition 1.8. Seien f : (Y,Y) — (R,B(R)) und
h: (XP, X®P) — (R, B(R)) beschriinkte messbare Funktionen. Dann gilt nach der Turm-
eigenschaft der bedingten Erwartung

Ey [f(Yi)h(Xpy, .-, Xi,) | Xi] = Eu[Ey[f(Yk>|Xk17--~7kaan]h(Xk1a---7ka) Xk}

Propil.8 ]EI/ [EV [f(Yk) | Xk]h(Xklﬁ e 7ka) Xk]




=K, [f(Y%) | Xi] B [R(Xys - -, Xi,) | Xi]

was (ii) beweist. O

Die bedingte Unabhéngigkeit der Beobachtungen (Y) gegeben die zugrundeliegende
Folge von Zusténden (Xj) impliziert nun Folgendes:

Seien p,p/ € N, by < -+ < kp, Ky <--- < kzla” so dass {kl,...,kp}ﬂ{k’,...,kz’),} = 0.
Dann gilt fiir jede beschrénkte, messbare Funktion f : (Y7, )P) — (R, B(R))

]EV f(YkU'"aYkp)

Xkl,...,ka,Xk/I,...Xk/,,kal,...Yk/,]
P p

:E,,[f(Ykl,...,Ykp) Xkl,...,ka]
Denn in Ausdriicken bedingter Unabhéngigkeit (Notation Il ) gilt einerseits
Yy -+ Vi) L (Yoo oo Yir ) (Xys -+ oo Xy X Xy )
P p
nach Proposition 1.8, andererseits erhélt man wie in Korollar 1.9 (ii)
Yy, Vi) L (Xt - ,szp/)|(Xk1, vy Xky)
und somit

(Y- Vi) AL (X X, Yoo, Vi )| (X, X ).

P

1.2.2 Nicht-Degeneriertheit

Beispiel 1.10. Sei X =Y = R. Seien (& )k>0 eine iid-Folge Z-wertiger Zufallsvariablen
und (ng)k>0 eine wd-Folge N-wertiger Zufallsvariablen. Definiert man nun rekursiv

Xo=Yp=0, Xp=Xpi+ X YieXy (k>1),
Nk

so ist die bivariate Markovkette (Xy,Yy)k>0 ein HMM gemdaf$ Definition 1.5. Der Be-
obachtungsprozess (Yy) ist Q-wertig. Ist der Signalprozess (Xy) aber auch nur minimal
verrauscht, haben Beobachtungen Yy, ..., YN aus der realen Welt diese Figenschaft nicht
langer. Fin statistisches Inferenzverfahren mag aber problematisch sein, wenn die Input-
Variablen nach Modellannahme gar nicht moglich sind.

Natiirlich ist das Beispiel sehr konstruiert. Wir werden aber Techniken entwickeln,
die auf einem Abschnitt Yy, Y1,..., Yy der Beobachtungszeitreihe operieren, und diese
sollen auch sinnvoll (und insbesondere definiert) sein, wenn die Zeitreihe nicht exakt dem
angenommenen Modell gentiigt. Zusétzlich zu den Eigenschaften aus Definition 1.5 wird
daher haufig folgende stirkere Voraussetzung an die Struktur des Beobachtungsprozesses
(Yi) k>0 gestellt, um die Problematik — wie wir spater sehen werden — aus obigem Beispiel
auszurdumen.

Definition 1.11. Sei (X, Yy)r>0 ein HMM auf (X x Y, X ® ) mit Beobachtungskern
G aus Definition 1.5. Man sagt, das Modell habe nicht-degenerierte Beobachtungen, falls
G von folgender Gestalt ist:

G(z,B) = /ﬂB(y)v(w,yW(dy% v€X,Be), (1.5)

mit einer strikt positiven, messbaren Funktion v : X XY — R und einem W-Maf$ ¢ auf
(Y,Y). v wird Beobachtungsdichte genannt.




2 Zustandsinferenz (State Inference)

Sei (X, Yi)k>0 ein vollsténdig charakterisiertes HMM, d.h. v, @ und G sind bekannt
(die statistisch deutlich relevantere Situation unbekannter Kerne wird spéter diskutiert).
In diesem Kaptitel beschéftigen wir uns unter dieser Voraussetzung mit folgender Frage:

Gegeben ein Beobachtungssegment Yy, ..., Yy, was kann man iiber den Signalpro-
zess (Xj)k>0 aussagen?

2.1 Filter-, Glattungs- und Vorhersagerekursionen

Fiir eine beschrinkte, messbare Funktion f : (X, X) — (R, B(R)) differenziert man das
damit insbesondere verbundene Problem, E(f(Xy)|Y0,...,Yn) zu bestimmen, in

o k < N (Glattungsproblem),
e k= N (Filterproblem) und
e k> N (Vorhersageproblem).

Die Losungen werden allesamt rekursiver Natur sein — eine Konsequenz aus der Markov-
struktur des HMMs: Bedingt auf Yy, ..., Yy ist der Signalprozess zwar keine homogene,
aber dennoch eine inhomogene Markovkette (— Ubungsblatt 3, Aufgabe 1).

Zentral fiir die genannten Probleme ist die bedingte Verteilung my v := PXk[Y0r YN
Ist das HMM nicht-degeneriert (Definition 1.11), folgt aus Proposition 1.4 mit 7" aus
Definition 1.5

]Ef(XO?}/ba cee 7Xk7Yk)
k

= / F(@o, 0 - @rs i)y (w0, yo) b(dyo)v (o) | [ (w1, y) Qi dwy) p(dyr).

=1

Hieraus lésst sich dann 73y mithilfe der Bayes-Formel ermitteln, die wir zur Erinnerung
noch einmal formulieren.

Lemma 2.1 (Satz von Bayes). Seien U eine (X, X )-wertige und V eine (Y,Y)-wertige
Zufallsvariable auf einem W-Raum (Q, A, P). Angenommen, fir W-Mafle py und py
auf (X, &) bzw. (Y,Y) sei PUV) <y @ uy mit einer Dichte v : X x Y — (0, 00).
Dann gilt

1 d

— f’V(xay)NU(dx)
=:k(y,A)

Beweis. Nach Definition der bedingten Erwartung ist zu zeigen, dass
E(k(V, A)1o(V)) = E(1a(U)1o(V))
fir alle A € X und C € Y gilt. Umformen der linken Seite ergibt

S 1@ te(V)y (e, V)py (dz)
BV ANe) = B0 G Vo )




v(@', y) o (da) py (dy)

:/fﬂA@)ﬂc(y)v(m,y)uu(dm)
J (@, y)pu (dz)

= / La(z)le(y)y (@, y)po (dz)py (dy)
— E(14(U)1c(V)). =

Filterrekursion

Sei nun der Kern oy, : Y*+1 x X — [0, 00) gegeben durch

k

71w A) = [ Lalar (o sov(dao) [[ (o m)Qorrsdo). (2.)
=1

Satz 2.2 (Filterrekursion). Die bedingte Verteilung ), besitzt die Darstellung

or((Yo, -, yk), A)
or((Yo, - - yx), X) (2.2)

fiir alle A € X und yo, ...,y € Y. Dariberhinaus gilt die Rekursion

7Tk|k:((y07--~7yk>vA> =

Uk((y07 ) yk)7 A) = /]IA("E)’Y(I.a yk)Q(x,7 di”)”k—l((yO» s 7yk—1)a dl',) (k 2 ]')
mit
70(u0: A) = [ Lala (o, pw(doo).
Beweis. Wir definieren py auf (YA YE+1) sowie py auf (XF+1 X+ als

y (dyo, - - - dyk) == ¢(dyo) - - .. - d(dyg),
px (dzo, ..., dzy) == Q(zp—1,dxg) - . .. - Q(w0, dz1)v(d20);

ferner I'(xo, yo, ..., Tk, Yk) := Hf:o ~v(xr,y;). Nach der Bayes-Formel ist
/f(1-07 . ’xk)dP(X077Xk)|(YO77Yk):(y077yk)(x07 . 7xk)

_ f f($07 o ,SUk)F(ZUQ, Yo, .-y Ty yk)dﬂX($0a o ,.’Ek)
IF(.CL'O, Yoy - -y Tk, yk)dMX('IOa cee 7'1’745)
Damit folgt fiir jede messbare und beschrinkte Funktion f: X — R

/f(f'?k)ﬁm((yo, cs k), dy)

= / f(.’L'k-)dPXkI(YO""’Yk):(yO""vyk) (xk-)

:/f(xk)d}p(Xo ..... Xl (Vs Y)=(0r008) ()

_J f@T (@0, Yo, - - - > Thy Yk )dpix (o, - - -, Tg)

[ T(@0,Y0s - Tk, Yr)dpx (To, - . ., Tg)

_ I f@r)or((wo, - - -, yr), day)
Jou((Wos - yk) deg)

Die behauptete Rekursion ist unmittelbar aus der Definition von oy, ersichtlich. O




Bemerkung 2.3. Mithilfe der rekursiven Darstellung von o erhdlt man auch eine
solche fiir my -

f ]lA(x)fY(‘T7 yk)Q(xla dl’)ﬂk—l\k—l((yoa o 7yk71)7 dl’/)
(@, ye) Q2 da)mg_q -1 (Yo, - - - Yk—1), d’)

T ((Yos -+ Yk), A) = (2.3)
(k> 1) mit
J La(@)y(@, yo)v(dwo)

J (@, yo)v(dze)
Due rekursive Gestalt ist fir die Berechnung von my;, vorteilhaft: Um my . 2u ermitteln,
bendtigt man lediglich 7, _y ;1 und Y.

Tojo (Yo, A) =

Glattungsrekursion

Um 7y fiir 0 < k < N zu bestimmen, verwenden wir erneut die Bayes-Formel. Dazu
definieren wir die (unnormierte) Gldttungsdichte ﬂk\ N:X xYN"F - (0,00) durch

Brin @k, (Yk+15 -5 YN)) / H Y(z, y1)Q(w1-1, dxy). (2.4)
ik

Satz 2.4 (Glattungsrekursion). Die bedingte Verteilung myy (k < N) besitzt die Dar-
stellung

T (( ) A) _ f]lA /Bk|N (yk+1,...,yN))ak((yo,...,yk),dg;)
kINWY0, - YN), f6k|N yk+17~~-ayN))Uk((y07-~-,yk),d$)

fiir alle A € X und yo,...,yn €Y. Dariberhinaus erfillt By n die Riickwdrtsrekursion

(2.5)

Brn (@, (Yk+1, - YN)) = /5k+1N($'» (Yrt2s - - YNV (@ yry1)Q(, da’)  (2.6)

mit der Endbedingung By = 1.

Die Beobachtungen Yp, ..., Y, und Yii1,..., Yy treten in dieser Rekursion in unter-
schiedlicher Weise auf.

Beweis. Mit pux, pry und I' wie im Beweis von Satz 2.2 (mit N anstelle des dortigen k’s)
ist fiir jede messbare und beschrinkte Funktion f: (X, X) — (R, B(R))

[renmoto. o). da)
= / f(xk)d]P)Xk|(Y0:-~~:YN)=(yo,‘..,yN) (zx)

= / f(xk_)d]P)(XO»---yXN)|(YO7---7YN):(yOv---»yN) (20, -, ZN)

_ S @) (o, o, - -, 2N, yn)dpx (zo, -, TN)
JT(xo, 0, - - zn, yn)dpx (o, - .., TN)

J F @) B (@, (Yrtts - - - yn)) o (Yo, - - - 5 Yk, da)

[ Ben @k Wty - yn) ok (Yo, - - Yk, da)

wobei beim vorletzten Gleichheitszeichen die Bayes-Formel verwendet wurde. Die be-
hauptete Riickwértsrekursion ergibt sich unmittelbar aus der Definition von Sy n. [
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Korollar 2.5. Definieren wir fir k < N nun BMN c X x YNHL 5 (0,00) durch die
Riickwdrtsrekursion

ka+1|N($lv (Yo, - - yn)V (@', Y1) Q (0, da’)
f V(@ yry1)Q(, dx/)ﬂk\k((yo, oy Yk), d)

Bk‘\N(:m (y0’7yN)) = (27)

(1 <k<N) mit BN|N =1, so gilt fiir alle k < N

mg (W0, - ), A) = / LA () By (@ or- - )T (Wos - - ) )

Bemerkung 2.6. Was die Berechnung anbelangt, miissen hier aber zuerst die Filter-
verteilungen Ty, mittels Vorwértsrekursion aus _(2.3) ermittelt werden, bevor my N fir
k < N dann iiber die Riickwirtsrekursion von Sy n aus (2.7) bestimmt werden kann.
Dieses Vorgehen bezeichnet man als den Vorwdrts-Rickwdrts-Algorithmus.

Beweis. (2.5) ergibt zusammen mit (2.2) die Identitéit

T (( ) A) _ f]lA Bk|N (ka, R ,y]V))Wk|k(<y0, - 7yk),d$)
kN Y05+ YN), fﬂ]ﬂN yk+1,---,yN))Wk‘k((yo,...,yk),dx)

—/]lA(JU)BmN(?C’ (Yo, - - s YN )Tk ((Yos - - -5 Yk), d)
mit

Brin (@, (Ykt15 -+ YN))
s (Ykt1s -+ YN ) Tek (o5 -+ -5 Yk), d)

Bun (@, (Yo, - - yn)) =G (2.8)

Verwenden wir in (2.8) nun die Riickwértsrekursion fiir 8y aus Satz 2.4 und erweitern
anschlieflend deEl Bruch mit jﬂkH‘N(u, (Yrt2s - YN ) Th—1 k-1 (Mo, - - -, Yt1), du), s0
ergibt sich mit By = 1 fiir B n (b < N):

[ Briin (@ Wos - yn) (@, Y1) Q(a, da’)
fﬁk—‘rl\N (y07 SR) yN))fY(xla y)Q(x7 dx/)ﬂk\k((y()a B yk)7 d.’E) ‘

Bk\N(xa (Yo,---,yn)) =

Um By n = Bk| N zu zeigen, bleibt nachzuweisen, dass

/Bk—&—lN(m/? (y07 ey yN))’Y(xlv y)Q(x7 dx/)ﬂ-k\k((y()a cee 7yk)7 dl‘)
~ [ Qe d (- ). o).
Aber aus (2.3) folgt

I Brsin (@ oo - yn) v (@, ) Q(w, da )y (Yo, - - -, yk), dx)
S (@, 9)Q(x, da’)mi (Yo, - - -, Yi), d)

/ﬁk+1|zv (%o, - - - ayN))Wk-i-l\k-i-l((yOa e Ykt1), dal) =

nach Konstruktion von Bk+1\ N- O
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Vorhersagerekursion

Auch fiir k > N lésst sich die bedingte Verteilung )y mithilfe des Bayes-Formel ermit-
teln (Ubungsblatt 4, Aufgabe 1) — wir fiihren hier aber einen anderen Beweis.

Satz 2.7 (Vorhersagerekursion). Fir k > N gilt die Rekursion

w0 yn ), A) = / LA(@)Q( de)m 1y ((os - y), da)

fiir alle A € X und yo,...,yn €Y, wobei myn |y die Startbedingung ist.

Beweis. Sei f : (X,X) — (R,B(R)) eine beschrénkte, messbare Funktion. Dann gilt
nach der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung sowie der Markoveigenschaft von

(Xk)r>0

E(f(Xx) | Yo,. .., V) :E(E(f(Xk)|X0,Y0,...,XN,YN) |Y0,...,YN)
:[E(/f(u)@k_N(XN,du)

/f (z, du)mn N (Yo, ..., YN), dx),

o)

also nach der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (Assoziativgesetz)

Ty = TN QY = (QFTITVQ) = (ryn QY TNQ = meyn @ O

2.2 Einfluss der Startbedingung

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abhéingigkeit der in Abschnitt 2.1 studierten
bedingten Verteilung 7y = 7, 3y von der Startverteilung PXo =y,

Wie nah liegen bspw. 7, 5 n und 7,/ n fiir zwei verschiedene Startbedingungen
v,V und fiir grofles k zusammen?
2.2.1 Totalvariation und Dobrushin-Koeffizient

Seien (X, X) und (Y, )) zwei messbare Ridume. Wir bezeichnen die Menge der endlichen,
signierten Mafle auf (X, X') mit M (X, X) und mit Fp(X, X') die Menge der beschrénkten,
messbaren reellwertigen Funktionen. Mit einem Markovkern K von (X, X’) nach (Y,))
werden zwei Abbildungen assoziiert:

o die Abbildung ./\/l(X X) = M(Y,Y), die £ € M(X, X) das endliche, signierte Mafl
= [ K(z,-)¢(dz) auf (Y,)) (siehe Bemerkung 1.2) zuordnet und

e die Abbildung fb(Y, V) = Fp(X, X), die einer beschréinkten messbaren Funktion
[:(Y,Y) = (R,B(R)) die Funktion (K f)(-) := [ f(y)K(-,dy) zuordnet.

Wir bezeichnen mit £ = £ — &_ die Hahn-Jordan-Zerlegung von £ € M(X,Xx) und
verwenden die Definition der Totalvariation

1€llzv = sup, (I(A)] +[€(A)]) = &4(X) + E-(X)
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fiir ein endliches, signiertes Mafl £ € M(X,X). An dieser Stelle sei darauf hingewie-
sen, dass diese Definition in der Literatur nicht einheitlich ist und gelegentlich einen
zusitzlichen Faktor 1/2 enthélt. Mithilfe der Hahn-Jordan-Zerlegung zeigt man folgen-
den Zusammenhang.

Lemma 2.8. (i) Fir{ € M(X,X) und f € F,(X,X) gilt
\ / fdé‘ < €ll2v ]l .
X
(it) Fir & € M(X,X) ist
l€llzy = sup { [ getaa) - £ € Bl = 1}.
(iii) Fiir | € Fy(X, X) ist
1 Fllup = sup { [ st s € MEx 0 el - 1}.

Beweis. Ubungsblatt 4, Aufgabe 4. O

Definition 2.9 (Dobrushin-Koeffizient). Seien (X, X') und (Y,)) messbare Riume und
K ein Markovkern von (X, X) nach (Y,Y). Der Dobrushin-Koeffizient §(K) von K wird
definiert als

1 K(z,)— K(«',-
SE) =L sup K@) - K@)y = sup  IE@) = K@ llrv.
2 (z,2')EX XX (z,2/)EX XX, 62 — 0ur |l TV
x#x’

Wegen K(-,X) =1 fiir alle z € X gilt 0 < §(K) < 1.

Lemma 2.10. Seien & ein endliches signiertes Mafl auf (X, X) und K ein Markovkern
von (X, X) nach (Y,Y). Dann gilt

1K lrv < 6(K)[|€llrv + (1 = 6(K))[§(X)]. (2.9)

Beweis. Sei £ € M(X,X) mit Hahn-Jordan-Zerlegung £ = ¢ —¢_. Im Falle {_(X) =0
ist £ ein Maf} und es folgt wegen 0 < K(x,A) < 1firallexz € X und A€y

|EK |y = / K(r, X)¢(dr) < €(X) = []lzv-

Dasselbe gilt fiir £ (X) = 0. Seien also nachfolgend sowohl &4 (X) > 0 sowie £_(X) > 0,
ohne Einschrinkung &, (X) > ¢_(X) (andernfalls ersetze man £ duch —§ — das #ndert
die zu beweisende Ungleichung (2.9) nicht). Der Kiirze der Darstellung wegen setzen
wir von nun an ng := [ gdn fir g € Fp(X,X) und n € M(X,X). Sei f : Y — R eine
Y — B(R)-messbare Funktion mit || f||sup = 1. Nach Lemma 2.8 (ii) reicht es,

[(EK) ] < 6(K)(E4-(X) + € (X)) + (1 = 6(K))|§4 (X) — £ (X))
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zu verifizieren, was wegen |4 (X) — £_(X)| = £.(X) — £_(X) dquivalent ist zu
(€R)F] < 28(K)E (X) + £, (X) — £ (X). (2.10)
Mit
(EK)f = E(Kf)
— [@n@en) - [ (KD @e- ()

_ JJE N (@) () (da’) [ (K f)(2")E (dw)E(da')
£-(X) &4+(X)

folgt zunéchst

5Kf|<//‘ ? <3§ &+(X (33)

(dx)é—(da')

(Kf)(z) <>
<o em Xy |6 0E(X)

= swp \€+(X)(Kf)()—£_( YK f)(2)|
(z,2")EX XX

< s e K@) =& GOKE) |y Il

wobei in der letzten Ungleichung Lemma 2.8 (i) verwendet wurde. Schlieflich ergibt sich
(2.10) aus

||€+(X)K($v ) - 5,(X)K(x/, ) || TV
— K@@', )llrv + [§+(X) = E (X[ K (@, ) llrv

<& (XK (x,-)
= & (XK (2, ) — K@) lzv + &4 (X) - € (X)
< 26 (X)O(K) + €. (X) - € (X).

O

Um schérfere Resultate zu erzielen, miissen wir K als einen Operator auf einer kleine-
ren Menge als M(X, X') betrachten. Von speziellem Nutzen wird sich hier die Teilmenge

Mo(X,X) :={{ e M(X,X):£(X) =0}
der signierten Mafle £ mit £(X) = 0 erweisen.
Korollar 2.11. Ist K ein Markovkern von (X, X) nach (Y,)), so gilt
O(K) = sup {[EK v : € € Mo(X, X), [|€]lrv < 1}
Beweis. Wegen £(X) = 0 folgt einerseits die Ungleichung
O(K) > sup {[EK [Irv : € € Mo(X, X), [[€]lrv < 1}

aus Lemma 2.10; die andere Richtung ist unmittelbare Konsequenz aus Definition 2.9:

1
S(K)=  sup Hf(ax—axf)KH < sup  |€K|rv.
(za)eXxx 1l 2 TV " e M(X,X):
i€y <1 ]
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Mo(X, X) bildet einen reellen Vektorraum, der versehen mit der Totalvariation ein
Banachraum ist. Das Korollar zeigt, dass fiir einen Markovkern K von (X, X') nach (Y, ))
der Dobrushin-Koeffizient 0(K) gerade die Operatornorm der linearen Abbildung

Mo(X, X) = Mo(Y,Y) (2.11)
§ EK
ist. Dies wiederum impliziert die Submultiplikativitdt des Dobrushin-Koeffizienten.

Proposition 2.12. Sind K ein Markovkern von (X, X) nach (Y,)) sowie R ein Mar-
kovkern von (Y,Y) nach (Z,Z), so gilt

0(KR) <4(K)-4(R).
Beweis. Fiir £ € Mo(X, X) folgt (K(Y) = [y K(x,Y)é(dx) = £(X) = 0, womit nach
Korollar 2.11

IE(ER)||lrv = [|[(EK)R|rv < 6(R)||EK [7v < 0(R) - 6(K).

2.2.2 Doeblin-Bedingung und gleichmaBige Ergodizitat
Wir betrachten nun Markovketten, deren Ubergangskern @ eine der nachfolgenden Be-
dingungen erfiillt.

Annahme 2.13 (Doeblin-Bedingung). Es existieren m € N und € € (0,1) sowie ein
Markovscher Ubergangskern p von (X x X, X®X) nach (X, X), so dass fir alle z, 2’ € X
und A € X gilt:

min {Qm(m,A), Q™ (', A)} > 5u((m,x'), A).
Annahme 2.14 (Starke Doeblin-Bedingung). Es ezistieren m € N und ¢ € (0,1) sowie
ein W-Maf p auf (X, X), so dass fir alle x € X und A € X gilt:

Q" (x, A) = ep(A).

Der Zusammenhang mit dem Dobrushin-Koeffizienten ergibt sich nun wie folgt. Die
Totalvariation der Differenz zweier W-Mafle P und QQ auf einem gemeinsamen messbaren
Raum (X, X') besitzt nach Aufgabe 1 auf Ubungsblatt 5 die Darstellung

IP = Qllrv = /X p—qldR=2-2 /X min(p, ¢)dR = 2 — 2iﬂfzmin (P(A:), Q(As)),

wobei R ein P und Q dominierendes o-endliches Ma8 ist, p = dP/dR, ¢ = dQ/dR zu-
gehorige Radon-Nikodym-Dichten sind und das Infimum tiber alle endlichen Zerlegungen

von X in X-messbare Mengen A; lduft. Hiermit kann man den Dobrushin-Koeffizienten
d(Q™) ausdriicken als

6(Q™) =1— inf mmeln (z,A;), QM (a', 47)).

xz,x'€X
Gilt nun die Doeblin-Bedingung, ist die rechte Seite durch
e inf 1nf2u z, 1) = ,melnfu((:c a'),Ui4;) = ¢

z,x' e

nach unten beschréankt, womit §(Q™) < 1 —e. Aber damit ist die Abbildung (2.11) fiir
K = Q™ eine (echte) Kontraktion.
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Definition 2.15. Seien Q ein Markovscher Ubergangskern und m ein o-endliches Majf8
auf (X, X). Gilt 1 = 1Q, so heifft w invariantes Maf§ zu Q.

Ist X nicht endlich, muss ein invariantes Maf3 nicht existieren und im Falle seiner Exis-
tenz ist es nicht notwendig eindeutig (— Ubungsblatt 5, Aufgabe 2). Ist ein invariantes
Maf3 endlich, kann man es aber immer zu einem invarianten W-Maf} normieren.

Ist nun (Xj)r>o0 eine Markovkette mit Ubergangskern @, zu welchem ein invariantes
W-Maf} 7 existiert, und ist m zudem die Startverteilung, so gilt fiir alle k € Ny und jede
X*F*+ — B(R)-messbare Funktion f : X*+1 — R gemif Proposition 1.4

E:f(Xo,...,Xg) =Erf(X1,..., Xgt1)-

Damit ist ]P’fr( 0, X1y P?l’xz’“', d.h. die Verteilung der Markovkette auf dem unend-
lichen Produktraum ist Shift-invariant. Stochastische Prozesse, deren Verteilung diese
Shift-Invarianz besitzt, bezeichnet man als stationér; sie sind u.a. Gegenstand der Vor-
lesung Wahrscheinlichkeitstheorie I - Stochastische Prozesse. Startet die Markovkette
in einer beliebigen Startverteilung v und konvergiert die Folge der Marginalverteilungen
(vQ")n>0 in Totalvariation gegen ein Mafl i, muss der Grenzwert p zwangslaufig ein
invariantes Maf sein. Denn fiir jedes f € F(X, X) ist

[ tin =t [ rawQn = im [ Qrawer ) = [Qrau= [ riu@). @12

Das nichste Resultat zeigt, dass ein Markovscher Ubergangskern, der der Doeblin-
Bedingung geniigt, immer ein eindeutiges invariantes W-Maf} besitzt.

Satz 2.16. Seien (X, X) ein messbarer Raum und Q ein Markovscher Ubergangskern,
der die Doeblin-Bedingung erfillt. Dann besitzt Q ein eindeutiges invariantes W-Majs.

Beweis. Wegen der Doeblin-Bedingung existiert ein m € N mit 6(Q™) < 1, womit
Abbildung (2.11) mit K = Q™ eine Kontraktion ist. Nach Proposition 2.12 folgt fiir
jedes W-Mafl v

Q™ — QU™ 1y, < S(Q™F v — vQ™ |7y < 26(Q™)F,

womit (¥Q*™),>1 eine Cauchyfolge in der abgeschlossenen Teilmenge der W-Mafle im
Banachraum (M (X, X), || -||7v) ist. Damit ist sie in der Totalvariationsnorm konvergent
gegen ein W-Mafl 7. Wegen (2.12) (mit Q™ statt Q) muss dann 7 = 7Q™ gelten.
Zudem ist der Grenzwert unabhingig von v, denn |[vQ*™ — v/Q*" |7y < 26(Q™)F — 0
fir K — oo. Somit ist 7 eindeutiges invariantes W-Mafl zu Q™. Nach der Chapman-
Kolmogorov-Gleichung ist aber auch

(rQ)Q™ = (7Q™)Q = 7Q,

also ist auch 7@ invariantes Maf} zu Q™, womit m = 7(Q). O

Definition 2.17. Seien (X, X) ein messbarer Raum und Q ein Markovscher Ubergangs-
kern darauf, zu dem ein eindeutiges invariantes W-Maf$ w existiert. Die Markovkette
mit Zustandsraum X und Ubergangskern Q heifit ergodisch, falls eine Menge A € X
existiert mit m(A) = 1, so dass fir alle x € A gilt: lim,, o [|Q™ (2, ) — 7|7y = 0. Sie
heifit gleichmdjig ergodisch, falls

lim sup ||Q"(x,-) — 7|7y = 0. (2.13)

n—o0 reX
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Eine Markovkette, deren Ubergangskern @ die Doeblin-Bedingung erfiillt, ist gleich-
méfig ergodisch. Denn einerseits existiert ein eindeutiges invariantes W-Mafl 7 nach
Satz 2.16, andererseits existiert ein m € N mit §(Q™) < 1, womit

sup [|Q"(z, ) — m|lrv = sup |Q"(x,-) = 7Q"[l7v < 26(Q") =0 (n — o0)
zeX zeX

nach der Submultiplikativitéit des Dobrushin-Koeffizienten.

Bemerkung 2.18. Gleichmdfige Ergodizitdt impliziert gleichmdflig geometrische Er-
godizitit. Denn mit der Dreiecksungleichung folgt aus (2.13), dass 6(Q™) < 1 fiir ein
m € N. Aber mit M := 26(Q™)~" und p := §(Q™)Y™ ist dann wegen ™ = 7Q™

sup |Q"(z, ) — 7|7y <26(Q") < Mp™ VneNlN.

reX

2.2.3 Vergessen der Startverteilung unter der Atar-Zeitouni-Bedingung

Man konnte versucht sein zu denken, dass gleichméflige Ergodizitit des Signalprozesses
(Xk)k>0 ausreicht, um ||m, yn — T pnll7v — 0 fiir k&, N — oo zu folgern. Dies ist
allerdings mitnichten der Fall, wie folgendes Beispiel zeigt.

Beispiel 2.19. Sei (Ug)r>1 eine iid-Folge von Bernoulli-verteilten Zufallsvariablen mit
Parameter p € (0,1). Sei (Xg)k>0 die Markovkette mit Zustandsraum X = {0,1,2,3},
welche durch die Rekursion Xj = (Xk—1 + Ux) mod 4 sowie Xy ~ v fir ein W-Maf§ v
auf der Potenzmenge von X gegeben ist. Sei weiter Y = 140 9y(Xg), k € No. Dann gilt:

(1) (Xk,Yi)k>0 ist ein HMM,

(i) fiir den Ubergangskern Q von (X1,)x>o erfillt der Dobrushin-Koeffizient 6(Q*) < 1
und (Xi)k>o0 ist damit gleichmdfig ergodisch und

(iti) [|7y ki — T gillov = 70000 = T ojoll7v mit

_vih) .

17,010 = T ololl7v = Yorqon {2 falls 7 =0,2
00 = T oo llTV Ay ami—1a
o)+ (3 j=1,3

Beweis: Ubungsblatt 6, Aufgabe 2.

Der Sachverhalt ist also deutlich spannender. Es sei an die Definitionen von oy in
(2.1) und By in (2.4) erinnert: oy hingt von v ab, By hingegen nicht. In Aufga-
be 1, Ubungsblatt 3, wurde gezeigt, dass der bedingte Prozess (Xk)k>0lY0, ... YN eine
inhomogene Markovkette mit Ubergangskern

Ja Bes1 i n & (kg2 yn )Y (@ yrg1)Q(a,da’)
Qk|N($7A) = Brein (@, (Ykt-15--YN ) falls k- < N (2.14)
Q(z, A) falls k > N

ist, wobei die explizite Abhéngigkeit von (yx1,...,yn) in der Notation Qk‘ N(z, A) un-
terdriickt ist. Der wesentliche Punkt hier ist, dass die Startverteilung v in dem Aus-
druck nicht vorkommt, d.h. die einzige Abhéngigkeit in 7, 3 ny = m, |5 Hl 1 Q;_ 1N von
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— PX0|YO7"'7YTL

v steckt in der bedingten Verteilung m, o|n , die gegeben ist durch

_ Ja7(@o,v0)Boin (o, (1, - -, yn))v(dxo)
Jx 7(@o, y0) Boyv (20, (y1, - - -, yn))v(dao)

7Ty,0|N((y07 s 7yN)7 A)

Damit ergibt Lemma 2.10

k

H@i_lw) oo — T ol (2.15)

70| N — T N Iy < 5(
=1

Das zeigt bereits, dass fiir jedes k € N der Abstand der beiden bedingten Verteilungen
70k N — T v |l7v immer durch |7, 05 — 7,7 o |l7v beschrénkt bleibt.

Wir werden nachfolgend Bedingungen formulieren, welche erlauben, nicht-triviale obe-
re Schranken an den Dobrushin-Koeffizienten 5(1_[?:1 Q;—1n) abzuleiten. Wie gehabt
bezeichnet @ den Ubergangskern des Signalprozesses (X},)x>0-

Annahme 2.20. Es existieren ) — B(R)-messbare Funktionen (~,(T :' Y — (0,00)
sowie ein Markovkern K von (Y,)) nach (X,X), so dass
CTMK@A)S/WWHMKLMQSCWMK@¢® VAeX Ve e X undVycY.
A
Proposition 2.21. Unter Annahme 2.20 gilt fir alle k, N € N und fiir alle W-Majfse
v,V auf (X, X)
min(k,N)

k—min(k,N) (.
Il < | (1= [ ¢ do) I (-5 imow—rsal.

j=1
Beweis. Wegen (2.15) reicht es zu zeigen, dass

o(fl0m) = 0 feu ™ ()

j=1

Sei zunéichst k < N. Mit ¢~ (y;) < [v(2/,y;)Q(z,dz’") < (T (y;) Vo € X folgt aus (2.4)

N N
IT ¢ W) < Bun(@, (wesrs--on) < [T ¢Fwy).
=il =+l

Riickwértsrekursion (2.6) und Annahme 2.20 ergeben fiir jedes W-Maf x auf (X, X)

/Xﬁkw(ﬂ«"a (Yk+15 - - - yn))k(d)
=/ / Brr N (@k41, Wty - - UN))V(@k41, Yk1) Q(, dxger1) k(d)
XJX

< C+<yk+1)/X/8k+1N(xk+la(yk+27--wyN))K(yk+1ad$k+1)
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sowie die analoge untere Schranke

ZC_(yk—l—l)/Xﬁk—&-1|N($k+1>(yk+2a--~73/N))K(yk:+lad33k+1)'

Mithilfe der der Darstellung

fA 5k+1\N($,)a (k2 - YN )Y@, Yr41)Q(z, d')

. o
Qui (7, 4) Jx Berin (@5 (Yo - - yn )Y (@ Y1) Q (2, da’)

folgt daraus

(Yr+1)

¢ (yk+1))\kn((yk+lv o yn), A) < Quin(m, A) < ¢ T XYt 1, - UN), A)
¢~ (Yr+1)

CH(Yr+1)

fiir den Markovkern Ay : YV =% x X — [0, 1], gegeben durch

Ja BN (@rs1, Wrt2s - - - UN)) K (Ykt1, dpqr)
Ix Brsy N (@ra1, Wrt2s - - UN)) K (Yrt1, dTpgr)

)‘k,n((ykJrla C) yN): A) =

fir A € X und yx41,...,ynv € Y. Aber fiir festes yx41,...,yn erfillt QkIN damit die
starke Doeblin-Bedingung, womit

¢ (Yrs1)
Cr(Yry1)

Im Falle k& > N gilt Q) = Q. Wegen [y (@, y)o(dy) = 1 ist

Qmm:Aéwﬁwwmmww:LAwﬁmmwwwm

nach dem Satz von Fubini, wobei ¢ das W-Maf} aus der Nicht-Degeneriertheitsannahme
ist. Dies ergibt mit mit Annahme 2.20 die untere Schranke

Jy ¢ (W) K (y, A)p(dy)
Q4) /f Pldy) = /C Ty ¢ W)éldy)

und damit ebenfalls die starke Doeblin-Bedingung. Zusammen mit der Submultiplikati-
vitdt des Dobrushin-Koeffizienten aus Proposition 2.12 folgt dann die Behauptung. [

5(Qk|N) <1-

Mitunter ist eine verschérfte Variante von Bedingung 2.20 gerechtfertigt.

Annahme 2.22 (Atar und Zeitouni 1997). Es existieren ¢ > 0 und ein W-Maf$  auf
(X, X), so dass

er(A) < Q(x, A) < EH(A) WACX undVa e X. (2.16)

Annahme 2.22 impliziert Annahme 2.20 mit

B = x,y)k(dx —1 z. ) k(dz) un _ fA’Y(x’w’i(dx)
) == [ Awtdn), <o) = 1 [ (el d Ky a) = LD
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Unter Annahme 2.22 verschirft sich die Aussage aus Proposition 2.21 zu

(1 —?)ymnoM (1 — e)bmmineM e oy — m gl (2.17)

|70 k|n — T N llTy <
Die bedingte Verteilung 7, vergisst die Startbedingung PXo = y exponentiell schnell.

Vergleichen wir die Atar-Zeitouni-Bedingung mit der Doeblin-Bedingung, springt ins
Auge, dass die linke Ungleichung in (2.16) gerade die starke Doeblin-Bedingung im Spe-
zialfall m = 1 ist. Das legt nahe, dass die Atar-Zeitouni-Bedingung dahingehend abge-
schwécht werden kann, dass lediglich fiir ein m € N die beiden Ungleichungen (2.16) fiir
Q™ anstelle von ) gefordert werden. Unter einer zusétzlichen Bedingung an die ¢-Dichte
7 des Beobachtungskerns G ist das auch tatszchlich der Fall (Ubungsblatt 7, Aufgabe 1).

2.3 Sequentielle Monte-Carlo-Approximationen

In Abschnitt 2.1 wurde das Filterproblem grundsétzlich fiir nicht-degenierte HMMs
gelost. Im Hinblick auf ihre Berechnung ist die (im Allgemeinen unendlichdimensionale)
Filterrekursion allerdings mit betréchtlichen Schwierigkeiten verbunden. Das suggeriert,
diese Rekursionen durch sogenannte Monte-Carlo-Verfahren zu approximieren.

2.3.1 Sequentielles Importance Sampling

Die Idee hinter Monte-Carlo-Approximationen ist einfach — wir entwickeln sie exempla-
risch fiir den Fall der Filterrekursion. Per definitionem gilt fiir jede beschrinkte, messbare
Funktion f: X — R mit dem Kern o aus (2.1)

/ F@or((Wor ). dz) = E(F(Xi)7(Xo,0) - - - (X ).

Angenommen, wir kénnen eine iid-Stichprobe XM, ..., X () yon P(X0-Xk) generieren,
d.h. den Signalprozess simulieren. Dann gilt nach Satz 2.2 sowie dem starken Gesetz der
grof3en Zahlen

S S g0) - (X
S (X6 w0) X )
fir n — oo. Also ist das Mittel > " | w,(:) f(X ](;)) mit den Gewichten
O X y0) (X )
S (X6 w0) (X )

eine Approximation an [ f(x)mk((vo,- - -, Yk), dx).

) _, [ @m0 da) b

(2.18)

Bemerkung 2.23. Die Gewichte summieren sich zu 1 und konnen daher als W-Gewichte
interpretiert werden. Wenngleich jeder Stichprobenpfad

20 = @f),...,a)
nach Konstruktion gleichwahrscheinlich ist mit W’t 1/n, wird er bei der Berechnung des
Filters durch die beobachtungsabhingigen Gewichte (2.18) neu gewichtet. Also modifi-
zieren die Beobachtungen Yy, ..., Yy die relative Wichtigkeit fiir jeden der Pfade — der
Grund, warum man von ‘Importance Sampling’ spricht.
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Fiir die Berechnung ist nun attraktiv, dass, genau wie die Filterverteilungen, sowohl
die Stichprobe als auch die Gewichte rekursiv ermittelt werden kénnen, was zum soge-
nannten sequentiellen Importance Sampling (kurz SIS) fiihrt:

e Erzeuge X(i), i =1,...,n, iid nach der Startverteilung v.

i (%)
X
e Berechne w(()l) %
225=17(Xg" \wo)

e Firl=1,....k
— erzeuge Xl(i), i=1,...,n, nach Q(X l 1, -) und

(i) _ wl( )17(X( L)

— berechne w . .
! ny wl(])l'Y(Xl(])ayl)

e Berechne die Filterapproximation » . , w,(c) F(X, (z))

Das soeben beschriebene sequentielle Importance Sampling hat allerdings einen beacht-
lichen Haken, wenn die beiden Verteilungen 7 und PX* nicht nahe aneinander liegen.

Sind beispielsweise Yy, ..., Yy eine nahezu unverrauschte Wiedergabe des Signals
Xo, ..., Xy, so konzentriert sich die bedingte Verteilung 7, ((yo,- -, yk),) sehr
stark um das tatséchlich realisierte Signal (Xo,...Xx) = (zo,...,x). Erzeugt
man nun eine iid-Stichprobe XM, ..., X ~ P(Xo0.-.X0) liegt aber nur ein kleiner
Anteil der erzeugten Pfade nahe an (xq, ..., xg).
Das fithrt dann dazu, dass die Gewichte w,(;) fiir alle iibrigen Pfadrealisierungen ()
nahezu Null sind und praktisch nicht zur Filterapproximation beitragen. Der erwartete

Approximationsfehler

‘/f ﬂ-k‘k y07‘°'7yk dl‘ Zwkl)f X(Z)‘

wéchst in k entsprechend sehr schnell. Um dieser Problematik entgegenzuwirken, muss
man die Strategie zum Erzeugen der Stichprobe X, ..., X &ndern.

2.3.2 Interacting Particles — Importance Sampling Resampling

Nach Satz 2.7 ist ;) = m4.1);, womit die Filterrekursion aus Bemerkung 2.3 geschrieben
werden kann als

S La(z)y(z, y) Q2 dx)m_1—1 (Yo, - - -, y1-1), dz’)
S (@, y)Q(, dr)m_yji—1((vo, - - - y1-1), da’)

S 1a(@)y (@, ) (11 @) (Yos - - -5 Yi-1), da)

@) (e @) (o, - - - yie1) da)

S 1a@)y (@, y) -1 (o, - - -, Yi-1), d)

@y - (o, - - - yi—1), d)

Damit lisst sich die Filterrekursion in zwei aufeinanderfolgenden Schritten realisieren:

7Tl|l((y0a-~~ayl)aA) =

(2.19)

Vorhersageschritt “Korrektur”
T—1)i-1 — -1 - Ty
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Angenommen, wir kénnen eine iid-Stichprobe

n) iid
Xl(ﬁ)v'~-aXz(|l) ~ mu((Yo, - 91), ) (2.20)

erzeugen und verfahren dann wie beim SIS-Algorithmus:

Wir generieren eine iid-Stichprobe Xl(+1\l ~ Q(Xl(lzl ,+), i =1,...,n. Nach Satz 2.7

ist dies gerade eine iid-Stichprobe geméf der Verteilung m,1;((vo, - - -, ¥1),)-

i)
. X ,
Anschliefend berechnen wir die Gewichte w!”) :( ”1'(1 )y )
Zj/:l ’Y( l+1|lvyl+l)

I+1 —

Dann gilt fiir jede beschrinkte, messbare Funktion f : X — R nach (2.19) sowie dem
starken Gesetz der grofien Zahlen

Zwl(—?lf(Xl(j-)Hk) — /f($)7rl+1l+1((y03 s ayH—l)v d:L') fs.

=1

fiir n — oo, d.h. die Filterverteilung 7 1);4.1 wird hier approximiert durch das empirische

Maf3

7Tl+1\l+1 = Zlerl Xz(+)1|z' (2.21)
=1

Im SIS-Algorithmus aus Abschnitt 2.3.1 wiirden wir nun unabhéngige Q(X; +1| ;s )-verteil-
te Zufallsvariablen erzeugen, ¢ = 1,...,n, und der Rekursion entsprechend die Gewichte
aktualisieren. Wegen (2.20) ist unsere Stichprobe aber nicht nach PXt+1-verteilt, sondern
gemifl Satz 2.7 nach m ;. Entsprechend kann man eine neue Iteration nun dadurch
beginnen, dass man eine iid-Stichprobe aus der Approximation 7; ;1 in (2.21) der Fil-

terverteilung 7 1,41 generiert. Diese Idee liefert das sequentielle Importance-Sampling-
Resampling-Schema (kurz SISR):

e Erzeuge X, (i), 1=1,...,n, iid nach der Startverteilung v.

: ()
X
e Berechne w(()z) = 77(—%]0))
Zj:l ¥(Xg wo)

e Erzeuge X(()i), 1 =1,...,n, iid nach Z L wg W 20 (gegeben X(() ), . ,Xén)).

e Firl=1,....k
— erzeuge )N(l(i), i=1,...,n, nach Q(X l 17 ),

. (2) (4)

B G w? X m)

berechne w;” = —; w? /(XD
Sy (X )

— erzeuge Xl(i), i=1,...,n, iid nach Z lwl s %0 (gegeben X( ) ,Xl(n)).

und

e Berechne die Filterapproximation %Z?:l f(X kl)).
Gegeben Yy, ..., Y, taucht im “Resample” Xl(l), e ,Xl(n) eine Realisierung von Xl(i)
geringem Gewicht seltener auf als eine mit grolem Gewicht — letztere kann natiirlich
beim Resampling auch mehrfach realisiert werden. Das am Ende von Abschnitt 2.3.1
aufgefiihrte Problem des SIS-Algorithmus wére mit diesem neuen SISR erst einmal be-
hoben.

mit
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Bemerkung 2.24. Wohingegen die Konvergenz des SIS eine unmittelbare Anwendung
des starken Gesetzes der groffen Zahlen ist, ist beim SISR zu konstatieren, dass die Pfade

x\ . x), i=1,.n,

nicht mehr stochastisch unabhdingig sind. Sie “interagieren” miteinander im Resampling-
Schritt, weshalb man bei der Filterapproximation vom ‘Interacting Particle Filter’ spricht.

Die mathematische Analyse des SISR-Algorithmus gestaltet sich entsprechend etwas
anspruchsvoller und ist Gegenstand des néchsten Abschnitts.

2.3.3 Konvergenzanalysis des SISR-Algorithmus

Satz 2.25. Sei (Yp,...,Yx) = (yo,...,yx) eine Realisierung des Beobachtungssegments.
Angenommen,

sup y(z, y1) < o0
xeX

firallel=1,...,k. Sei X]gl)7 e ,X,gn) die 1m SISR erzeugte Stichprobe nach der k-ten
Iteration. Dann gilt fir eine nicht-negative Funktion Cj, : RF — R

s | ( f(x)m((yo,...,ym,dx)—;gﬂx,i“)ﬂ < Glwp),

wobei Fi die Menge der messbaren Funktionen f : (X, X) — (R, B(R)) mit || f|lsup < 1
bezeichnet.

Sei .
- 1
T = ﬁ Zéxl(ih le {17 SER) k:}a
i=1

das empirische Mafl aus den in der [-ten SISR-Iteration erzeugten Xl(i), t=1,...,n. Mit
) aus (2.21) besteht jede einzelne SISR-Iteration dann aus folgender Sequenz:

~  Vorhersage Korrektur ~ Resampling
T T = E Ogt)  —  Tq1ji41 = E le O T
X X
=1
Der Beweis des Satzes besteht nun darin, den Approximationsfehler eines jeden einzelnen
dieser Schritte separat abzuschétzen.

Beweis. Nachfolgend sei (yo,...,yx) fest; entsprechend sind alle Erwartungswerte be-
dingt auf (Yp,...,Y%x) = (yo,...,yx) zu verstehen und explizite Abhéngigkeiten von
(Y0, - - -,yr) werden in der Notation unterdriickt. Insbesondere schreiben wir v (z) fir

(T, yr)-

(i) Resampling-Fehler: Da Xl(+)17 . Xl(+)1

identisch nach 71141 verteilt sind, ist fiir f € Fy

E[(/f(fﬁ)%z+1|l+1(dﬂf) - % Zj:f(Xz(i)l)y ‘ Xl(i)p .. ]

2
</f 2141 (d) (/f 7Tl+1|l+1(d93)> ) < Hfﬂ:up.

gegeben xW x™

141+ +» X4 bedingt unabhingig
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Folglich ist nach der Dreiecksungleichung fiir die Lgo(IP)-Norm

fsélﬁlEl/z[(/f(x)ﬂlﬂllﬂ(da?)_/f(a:)%z+1|z+1(dx)>2]

1 N 2
< s 8| ([ 5@t - [ famnan) |
\/ﬁ fer
(ii) Korrektur-Fehler: Nach (2.19) und Definition des SISR-Schemas gelten

Vi1 (2) T4 (d)
Jx g1 (@) Ty (der)

Vi1 (@) Ty (de)
Jx Vg1 (@) mpg (de)

Tg1p41(de) = sowie My q41(dz) =

Nach Nullerganzung mit [ f(2)yi+1(2)Fppap(dz)l/ [ i1 (2)mgap(dz) folgt

‘ [ @it - [ f@mn )

|ff )1 (@) (de) = [ f @)y (@) (de)|
f%+1 7Tz+1|l(d33)
J T @ @) Tp(de) [ (@) (@) T (de)
J 1 (@) mp(de) S g1 (@) Ty (de)
|ff )41 (@) (de) = [ f(@)yig1 (@) g (de)|
J 1 (@) mp(de)
!ff )41 (@) Tyga (de) ] [ yir (@) Tigp(de) — [y ()74 (de)
S (@) 7 (de) S g1 (@) (de)

Mit fi(z) := f(2)vs1(2)/ | frrillsup und fo(z) := vip1(2)/ I v41llsup ist der letzte Aus-
Hf”sup”'YlJrlusup

druck aber nach oben durch
S v (@) mg(de) /fl )i (d) /fl )41 (dx)

||f||sup||'7l+1||sup /f2 7Tl+1\l d$ /f2 7Tl+1|l(d33)

S g1 (@) (de)

beschrénkt. Nach Konstruktion gilt || f;||sup < 1 fiir j = 1,2, womit schlieSlich

sup ! ([ f@atan - [ f(sv)wlmﬂ(d:c)ﬂ

2017141 llsup sup E1/2[</f(x)7rl+1z(dx)—/f(:r)?rmu(dx))?].

= [ (@)mp(de) er

(iii) Vorhersage-Fehler: Bedingt auf Xl(l) X(n) sind X'V ~ Q(Xl(i)7 .) unabhéngig,
womit

I+1
EH [ @)~ [ 1) GQ)@) }
—EE(‘/]” Tlli R0 d:n /f (7Q) (d)

‘X(l) X > < Hf”sup
n
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fir f € F1. Nach der Dreiecksungleichung, der Identitét m;,1; = m;Q, dem verallgemei-
nerten Satz von Fubini fiir Markovkerne sowie ||Q f||sup < || f]|sup folgt schlieflich

}

< 7 + sup E1/2 /f (T Q) (dz) /f z)m 1 (de)

no fern

SupEl/zH /f )Ty (de) /f z)my1p(de)

fer

/]
]

==+ s B2 [@N@rn(n) - [(@N@m(dr)

n feF
|

Zusammensetzen der drei Abschitzungsschritte aus (i) — (iii) ergibt fiir den Fehler einer
einzelnen SISR-Iteration

fggEl/zK/f(x)m+1|z+1(dx) _/f(x)%l+1l+1(dx))2:|

D
< ”ﬁ” + iy sup B2 [ \ / J(@)p(de) - / F()m(de)

< } + sup BV / f(@)Rp(de) — / F()my(de)

n feF

T

mit
Dy = 2||’Yl+1Hsup
S v (@) mp(de)

Durch Iteration ergibt sich entsprechend

sup EV? H [ t@ustan) ~ [ s

fer

sofern noch gezeigt wird, dass

1/2 2 14 Dy

sup E H /f(x)% dw)—/f(x mojo(dz ] <

sup oo( )mojo(d) T
ist, wobei

2[170llsup
Dy=+—""F—v——.
Jo(z)v(dz

Aber das folgt analog zur obigen Abschitzung eines einzelnen Iterationsschrittes (Ubungs-
blatt 9, Aufgabe 1). O

GleichmaBige SISR-Konvergenz unter Mischungsbedingungen

In vielen Anwendungen wie beispielsweise der Zielverfolgung (target tracking) méchte
man eine Filterapproximation [ fdry), basierend auf Beobachtungen Yy, ..., Y) nicht
nur zu einem festen Zeitpunkt k: Verfolgt man ein sich bewegendes Objekt und re-
prasentiert das Signal Xj dessen Ort zum Zeitpunkt k, ist es wiinschenswert, bei neu
eingehenden Beobachtungen Yj i1, Yiyo,... die Lokation kontinuierlich zu aktualisieren.
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Die Fehlerschranke aus Satz 2.25 rechtfertigt ein solches Vorgehen allerdings noch nicht,
denn wegen
2[| Y141 lsup

Diq > =2
T Tt Ty (@)
ist
k k k
Cutomrom) =3 (400 T D) 23030 228
1=0 j=l+1 1=0

Wir zeigen schlielich noch eine in k gleichméflige Schranke unter der in Abschnitt 2.2.3
eingefiihrten Atar-Zeitouni-Bedingung 2.22 und einer analogen Voraussetzung an die
Beobachtungsdichte v, die in Aufgabe 1 auf Blatt 7 schon einmal verwendet wurde.
Diese Bedingungen werden auch kurz als Mischungsbedingungen bezeichnet.

Satz 2.26. Angenommen, Q erfille die Atar-Zeitouni-Bedingung 2.22 und -~y sei be-
schrinkt sowie gleichmdj$ig von Null weg beschrdnkt. Seien (yo,y1, ... ) eine Realisierung
des Beobachtungsprozesses (Y )k>0 und

(X]gl)7- . ;Xlgn))kzov

die jeweils im SISR erzeugte Stichprobe. Dann gilt fiir alle n € N

SlQ

sup sup B ([ f(a)mge((m.-),do) - iilﬂxﬁhﬂ <

k>0 feF
fiir eine Konstante C' > 0, die weder von n noch von (yo,y1,...) abhingt.

Beweis. Wie im Beweis des Satzes zuvor sei (yo,y1,...) fest und nachfolgend in der
Notation unterdriickt. Fiir beliebige W-Mafle p auf (X, X') definieren wir

[ 1a@)()Q(, da) p(da)
Fu(A) = f’yl(x)Q(»’C/7dI)M(d$/)

Nach Bemerkung 2.3 gilt die Filterrekursion m; = Fym_y;_;, und der Approximations-
fehler 7y — T besitzt die Zerlegung

VAeX. (2.22)

Tk — Thik = Frep—1jp—1 — FeTh—1jk—1 + FrTp—1)k—1 — Tk|k-

Mit Fom_1|_; := mg| erhalten wir damit die Teleskopsummendarstellung

k—1

Tk — %Mk = Z (Fk R F}+1E%l—l|l—l —Fp... F1l+17?l|l) + Fk%kz—lﬂc—l - %k:|k: (223)
1=0

Es ist nun naheliegend, fiir jeden der Summanden sukzessive die Operationen Fj, ..., Fj

abzuschéitzen. Allerdings definiert F; keinen~ Markovkern, denn die Zuordnung p — Fiu
ist nicht linear. Mit den Ubergangskernen Q;, aus (2.14) des inhomogenen Markovpro-
zesses (X)o<i<k|Y0, ..., Y sowie

(4) = S La(@) By, (g, - - - yie) pe(de)
ik I B, (g1, - -+ yw) p(dr)
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ist aber fiir jedes W-Maf p auf (X, X)

Fio. Fraap = mgeQu - - Qr—1jp (2.24)

denn fiir alle x € X und A € X folgt mit der Riickwértsrekursion (2.6), dem verallge-
meinerten Satz von Fubini fiir Markovkerne sowie S, = 1

(- 1k Qr—1x) (A) = /Qk—1|k($aA)Nkz—1|k(d$)

/fAﬁkk (@)Q(x,dz")  By_yjp(w)p(d)
Br— 1\k( x) I Br—1ji(x)p(d)

_ S 1@ By ) k(") Q(z, da') p(dz)
i ﬁk\k ) (T)Q(z, dZ) p(dz)
_ S 1@ /)(MQ)(de)

f% MQ)(dw) = Fhiu(A).

und Iteration ergibt (2.24). Damit kann man (2.23) aber schreiben als

k—1
T = O (Fre1i=) @itk - - Qu—1p— @) unQur - - - Qu—1e) + FrFr—10—1— T
1=0
(2.25)
Erfiillt @ nun die Atar-Zeitouni-Bedingung 2.22 mit einem Markovkern £ und & > 0, so
erfiillt @y, fiir | < k nach dem Beweis von Proposition 2.21 die starke Doeblin-Bedingung

&2 fA 5l+1\k(9€)’n+1 (x)k(dz)

Qur(z, A) > fﬁl+1|k($)71+1(x)”(d$)

= ?K)(A) VezeX, AcX.

Aber dann wird durch .

K = m(@uk - €2Kz)

ein Markovscher Ubergangskern definiert. Wegen VQl\k: — I//Q”k =(1-) (K, —VK))
fiir beliebige W-MaBe v, v/ auf (X, X) und | K;f|lsup < || fllsup gilt

s [ euean) - [ 10 @unan) |
== sup ([ smekoe - [ s i) |

feF

co- gy (i s
< (- eyl sup B K [ s@wian - [ f(w)u’(dar)>2],

wobei die letzte Ungleichung wie in Schritt (ii) aus dem Beweis von Satz 2.25 folgt. Nach
Definition (2.4) von B, und der Atar-Zeitouni-Bedingung ist

1
eCry < Byi(x) < ng,l
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mit Cry = [yt ([0 75(@)Q(@j1, dxj) i1 (wr1)k(daii) € (0,00) wegen 7 <
v < 1/n. Sukzessives Anwenden dieser Abschétzung auf die Summanden in (2.25) ergibt

;gPQIEl/zK [ r@mtan) - [ f(x)%mk(dx))z]

< és*(l —e s 82| ([ smimogatn - [ f<x>%”<dx>)2]

fer

Nun ist aber N
’Yl(@(ﬁqpq@)(dﬂf)
fX ’Yl(x)(%lfl\lle)(dx)’
und die sinngeméf ausgefiithrten Schritte aus dem Beweis von Satz 2.25 (mit der oberen
Schranke 2/n? an die Konstante im Korrekturschritt) ergeben

sup B ([ foppz o) - f<w>%m<da:>>2] <2

Die Behauptung folgt schliellich durch Supremumsbildung iiber k£ € N. O

Fimi_1—1(dz) =

Bemerkung 2.27. Unter den Mischungsbedingungen aus Satz 2.26 kumuliert der Fehler
nicht — genau wie (7Tk|k)k20 die Startbedingung “vergisst” der Algorithmus vorherige
Approximationsfehler.

3 Parameterinferenz

Ein HMM ist vollstindig durch die Startverteilung v von X, den Ubergangskern Q
sowie den Beobachtungskern G spezifiziert. Wohingegen wir uns im vorherigen Kapitel
damit beschiftigt haben, wie man auf Basis von Beobachtungen Yy, ..., Yy bei bekann-
tem (v,Q,G) etwas iiber den unbeobachteten Signalprozess (Xp)g>0 aussagen kann,
16sen wir uns nun von dieser statistisch oft nicht realistischen Situation des vollsténdig
spezifizierten HMMs.

Basierend auf Beobachtungen Yy, ..., Yy studieren wir Parameterschiatzung in der
Situation, wo die Verteilung der bivariaten Markovkette (Xj,Y%)r>0 des HMMs,
also das Triplett (v, @, G), bis auf einen endlichdimensionalen und a priori unbe-
kannten Parameter gegeben ist.

Es gibt zwei sehr prominente Ansiitze zur Parameterschitzung — Bayes-Schétzer sowie
den Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE). In HMMSs hat sich der MLE als sehr erfolg-
reich erwiesen und kann wesentlich effizienter berechnet werden als Bayes-Schétzer.

3.1 Grundlagen

Sei © eine Parametermenge. Jedem 6 € © sei ein HMM mit Triplett (12, Q%, G?) zuge-
ordnet. Py bezeichne die Verteilung der zugehorigen bivariaten Markovkette (X, Y ) k>0,
Py n die Verteilung des Abschnittes (Xy, Y )o<k<n. Entsprechend wird GroBen aus dem
vorherigen Kapitel oben oder unten ein zusétzlicher Index € hinzugefiigt, also bspw.
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wzl > wenn sie unter dem HMM mit Triplett (17, Q% G?) gebildet werden. Wir setzen
voraus, dass © mit einer o-Algebra H versehen werden kann, so dass fiir alle x € X,
A€ X und B € Y die Abbildungen 6 — Q%(z, A) und 6 — G%(z, B) H — B(R)-messbar
sind.

Definition 3.1. Die Familie (Py : 0 € ©) von HMMs heifit nicht-degeneriert, falls fiir
ein W-Maf ¢ auf (Y,)) und jedes @ € © die Beobachtungskerne G° die Darstellung

Gz, B) = / 15 (, v)é(dy), =€ X, Be, (3.1)

mit einer strikt positiven, messbaren Funktion v : X x Y — R besitzen.

Im Falle der Nicht-Degeneriertheit sind die Marginalverteilungen IP’z/O""’YN fiir jedes
0 € © stetig beziiglich des ProduktmaBes ¢®V+1) . Der MLE basierend auf Beobachtun-
gen (Yo,...,Yn) = (vo,...,yn) ist dann definiert als

R dIP’z/O""’YN
HN = aregéréaxm(yo, ce ,yN) (32)
Lemma 3.2. Fir eine nicht-degenerierte Familie (Py : 0 € ©) von HMMs ist
d]P)Y(),...,YN

:O-JOV((you'- . 7yN)7X)
N

— b0, ) TT [ 0. @" @ do)ml_y (o) ),
k=1

Beweis. Fiir jede messbare, beschriinkte Funktion f : (YN YN+ — (R, B(R)) ist

E%f(Yo,...,YN)
N
= [ £ )3 o v ldo) () T 2" o )@ 1, o))
k=1

nach dem Satz von Fubini und der Definition (2.1) des Kerns ¢%,. Das beweist Ly(6) =
% (4o, - - -, yn), X). Die zweite behauptete Gleichheit ist eine unmittelbare Konsequenz
aus Identitdt (2.2) und der Filterrekursion. O

Fiir jedes # € © kann man die Likelihood-Funktion leicht mithilfe der Filterrekursion
berechnen. Um den MLE zu berechnen, miissen wir den Filter aber nicht nur fiir ein festes
0 sondern eigentlich simultan fiir alle bestimmen, um anschliefend das Maximum zu
ermitteln. Ein solches Vorgehen ist allerdings extrem rechenintensiv. Einen Ausweg aus
dieser Misere liefert unter geeigneten Voraussetzungen der sogenannte EM-Algorithmus.

3.2 Der EM-Algorihmus

Der Expectation-Maximization-Algorithmus (kurz EM-Algorithmus) ist ein Verfahren,
eine Maximalstelle von Ly () zu bestimmen, ohne diese Funktion fiir alle § € © aus-
werten zu miissen — vorausgesetzt, die Parameterabhéngigkeit ist von geeigneter Natur.
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Annahme 3.3 (EM-Annahme). Es existieren ein Ubergangskern Q auf (X, X) sowie
W-Mafe v auf (X, X) und ¢ auf (Y,)), so dass Q°, G® und v¥ Dichten der Gestalt von
Ezxponentialfamilien haben:

dq

Qa(x,dx/) = qe(x,x’)Q(x,dx') mit qe(x,x’) = exp (ch(ﬁ)ql(a},x’)>,
=1
d"f

6*(ady) = (a)oldy) mit (o) = exp (3 @)l ).
=1

dy
Vo (dx) =l (z)v(dz) mit u(x) = exp (Zm(G)ul(m)>.
=1

Diese Voraussetzungen sind durchaus nicht unrealistisch, wie folgende Beispiele zeigen.

Beispiel 3.4 (Endliche Zustandsrdume). Ist der Signalzustandsraum X = {1,...,d}
endlich, kann man den Ubergangskern Q° als stochastische Matriz Q° = (Q%)lgi,jgd
darstellen. Gilt dann

Q(i,{j}) = QJ; >0
fiir alle 1 < i,j < d und alle § € O, so erfillt Q% die entsprechende Voraussetzung aus

Annahme 3.3. Fiir den Ubergangskern Q mit Q(i,{j}) = 1/d fir alle 1 < i,5 < d folgt
ndmlich

d
Q’(i,{j}) = Q}; = exp ( > log (Qd) 1x()1,(j) >Q(Z} {1})-
RISL S om (@) =awi(ind)

Ahnlich verifiziert man die Voraussetzungen an G? und v° aus Annahme 3.3, wenn der
Beobachtungszustandsraum Y endlich ist.

Beispiel 3.5 (Gaufische Beobachtungen). Es seien wieder X = {1,...,d} endlich und
Q%(i,{j}) > 0 fiir alle 1 <1i,j < d und alle € ©. Nach Beispiel 3.4 erfiillt die Familie
(Qa : 0 € ©) die entsprechende Voraussetzung aus Annahme 3.3. Ist nun GO(i, dy) eine
Gaufverteilung fiir allei € {1,...,d} und 0 € ©, so besitzt auch die Familie (GY : 6 € ©)
die in Annahme 3.3 geforderte Darstellung. Denn sind m;(0) und v;(0) Erwartungswert
und Varianz der Normalverteilung G®(i,-) sowie ¢ = N'(0,1), dann folgt

Ga(i, dy) = exp (;yQ — W — log( ’Uz‘(9))>¢<dy)

3 4
—exp (3 mu@ution) ) olan)
=1 =1
mit yu(i,y) =y, ya(i,y) = L(0)y, vai(i,y) = 1,(i) und

—v -1 m m 2
Ky = 112(6), Koi(0) = vll((g))’ k3(0) = — 211)1(299)) —log (v/ui(8)).
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Unter der EM-Annahme ist dIP};O"“’YN < dIP’;/,O""’YN fiir 6,60’ € © (Aufgabe 1(ii), Blatt 11).

Wegen
dIP)gO""’YN dP;/IOa-wYN d]P;;/O,m,YN

dIP’z/,O"“’YN ' dp@(N+1) - dp®(N+1)

unabh. von 6
sowie Monotonie des Logarithmus ist dann fiir jedes feste #” € © der MLE gleichermaflen
gegeben durch

R dP;/O:-wYN
Oy = aregéré)axlog <W(y0, e ,yN)>.
Nun ist aber nach Aufgabe 1(i) auf Blatt 11
d[PYO""’YN | dPy v
log [ —0—— | =log (E” | ==~ | Y, ..., Y| ). 3.4
o (dIP);/,O""’YN> o ( [dPG’,N ‘ v ND 34

Das Maximum dieses Ausdrucks iiber @ ist a priori schwer zu berechnen. Betrachten wir
statt dessen aber Erwartungswert und Logarithmus in vertauschter Reihenfolge, also die

Grofle P
N — g &N
Rn(6,0") =E [log <d]P>9/7N>

ldsst sich das Maximum leicht bestimmen, wenn die EM-Annahme gilt. Denn dann ist

}/07"‘7YN:|7

) dIP’gN( )
og dP ZL0,Y0y-- - TN, YN

q

N dy N d
:ZZ k1(0) — w1 (0) ik i) + Z ) — () q(zr—1, xx)

k=0 1=1 k=0 z=1

+ D (m(0) —m(6"))w(wo),

womit
N dy
:ZZ k1 (0) — ki( ))/%(m,yk)ﬂﬁw(dw)
k=0 [=
N dqg
4 Z > (@) - ")) / ai(a, @l Py N0 (g da
k=0 I=1
du,

£ ((0) - m(@)) / ()7 (),

Nach Blatt 11, Aufgabe 2 erfiillt auch mj,_; 3y := PXk-1.Xk[Yo. YN eine Filterrekursion.
Damit kann die Maximalstelle von Ry (6, 6’) in folgenden zwei Schritten ermittelt werden:

(E) Bestimme die univariaten und bivariaten Glattungsverteilungen 7'('2/‘ N und ﬂ'zll KIN
(beispielsweise mithilfe des SISR-Algorithmus).
(M) Lose das deterministische Optimierungsproblem, Ry iiber 6 zu maximieren.

Im Vergleich zum urspriinglichen Problem ist das deutlich einfacher, denn die Maximierung
iiber @ ist separiert von der Berechnung der bedingten Erwartungswerte.
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Was wir gerade exemplarisch im HMM beschrieben haben, ist die Kernidee des EM-
Algorithmus. Unsere Uberlegung hat allerdings eine gravierende Schwachstelle: Natiirlich
konnen wir nicht einfach den Erwartungswert mit dem Logarithmus vertauschen, wie wir
es getan haben, um Ry zu erhalten — entsprechend ist

argmaxgcg Ry (6,6)
gar nicht der MLE! Bemerkenswerterweise gilt allerdings Folgendes:

Lemma 3.6 (EM-Lemma). Ist 0* = argmaxycg Rn(0,0’), dann gilt mit der Likelihood-
Funktion Ly aus (3.3)
Ly(6%) > Ly (6).

Beweis. Mit der Identitdt (3.4) gilt nach der Jensen-Ungleichung
log Ly (6%) — log Ln(8') = log <E9’ [*’ ‘ Yo, ... ,YND > Ry (6%,0). (3.5)

Da 6* Maximierer von 6 — Ry (0,6’) ist und Ry (¢',0") = 0 gilt, folgt Ry (0*,60') > 0. O
Im Ubrigen ist obige Ungleichung (3.5) sogar strikt, sofern
Py YN L PRo YN g e @)\ {6, (3.6)

denn der Logarithmus ist streng konkav. Das Lemma suggeriert jetzt den sogenannten
EM-Algorithmus:

e Wiihle einen beliebigen Startparameter HA](\?).

e Konstruiere eine Folge von Schitzern

ég\?) € argmaxycg RN (0, éj(\?*l)% n €N,

durch iterierte Anwendung der (E)- und (M)-Schritte.

Die Likelihood Ly der EM-Schétzer ég\?) wichst in n, und sofern (3.6) gilt fiir alle
0,0 € © mit 0 # 0, wiichst sie sogar strikt. Insofern besteht Anlass zur Hoffnung, dass
die Folge (ég\?))n cn gegen den MLE konvergiert, was sie unter geeigneten Voraussetzun-
gen auch tatséchlich tut. Um globale Konvergenzresultate und Konvergenzraten fiir den
EM-Algorithmus in zufriedenstellender Allgemeinheit zu beweisen, miissten wir an die-
ser Stelle allerdings recht weit ausholen. Da unser Fokus aber statistische Eigenschaften
des MLEs sind, gehen wir deswegen hier nicht weiter darauf ein.

3.3 Asymptotik des Maximum-Likelihood-Schéatzers

Die klassische Asymptotik des MLEs basierend auf N iid-Beobachtungen fiir N — oo
hiingt im Falle eines kompakten Parameterraumes © C R? und zweimal stetig differen-
zierbarer log-Likelihood-Funktion £y mit dem den Beobachtungen zugrundeliegenden
wahren Parameter 6y an drei grundlegenden Resultaten:
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(i) einem Gesetz der grofen Zahlen vom Glivenko-Cantelli-Typ:

1
sup | =Ln(0) — L(0) | —p, 0 fiir N — oo,
sup | 5L (0) = £0)] s,

(ii) einem zentralen Grenzwertsatz fiir die Score-Funktion VgL (6p) sowie

(iii) einem in 6 lokal gleichméBigen Gesetz der grofen Zahlen fiir N~'V2Ly(6) gegen
die Informationsmatrix Z(6p):

lim lim Py, (e_s;;ﬁ)ﬁ H L0220 (0) = T(00) H > 5) =0 Ve > 0.

Ist Oy eindeutiges argmaxgcg £(6), garantiert Bedingung (i) Konsistenz des MLEs (gele-
gentlich formuliert man (i) mit einer fast sicheren Konvergenzaussage und schlussfolgert
entsprechend die sogenannte starke Konsistenz). Gegeben die Konsistenz liefern (ii) und
(iii) dann asymptotische Normalitét, sofern §y innerer Punkt von © ist und Z(6p) nicht-
singular ist.

3.3.1 Konsistenz

Natiirlich ist es im Hinblick auf obiges (i) naheliegend, einer #hnlichen Strategie fiir
Konsistenzresultate des MLEs in HMMSs zu folgen. Nach Lemma 3.2 und Satz 2.7 besitzt
¢n := N~ 'log L mit der Konvention Wg‘_l = 1 folgende Darstellung:

N N
1 1
= E </ (, i)y 1(Y(J7---,Yk—1,d95)) = NkE—oDZ' (3.7)

—.Do
_‘Dk

Hierfiir mochten wir also ein Gesetz der groflen Zahlen beweisen — die Zufallsvariablen
Dz sind allerdings weder identisch verteilt noch stochastisch unabhéngig.

Proposition 3.7. Seien (Fi)r>o eine Filtration und (Zx)r>0 eine adaptierte Folge von
Zufallsvariablen mit
E(Z|F)| < Co fs.

fir alle 1 <1 <k und eine Konstante C' > 0, 0 < p < 1. Dann gilt

1 n
— E Z — 0 f.s. fiir n — oo.
n

k=0

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Konvergenz im quadratischen Mittel. Mit S,
n~tSr o Z gilt

9 n k-1
2
E(S3) = — kZ_O]E zZ?) + 712; l:oE 7).
Nach Voraussetzung sind Z,% < C? sowie
[E(Ze21) | = |E(E(Z | R)Z) | < C*p",
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womit nach Summierbarkeit der geometrischen Reihe
E(52)<—+—pr_— (3.8)

fiir eine Konstante K = K(C, p) > 0. Wir zeigen noch die fast sichere Konvergenz. Fiir
jedes @ > 1 und € > 0 gilt nach der Chebychev—Ungleichung und (3.8)

> P(|San| >e) SZ% < 522
k=1 k=1

Das Borel-Cantelli-Lemma ergibt dann die fast-sicher-Konvergenz der Teilfolge Spor) — 0
fir £ — oco. Mit

k% (n) = inf{j € Z|n < o} sowie k*(n) = sup{j € Z| &’ < n},
folgt weiter wegen der Nicht-Negativitdt von Z; + C' fast sicher (I > 1) fiir alle n € N

WO o) Lo +(n A
o e 2 (LFO) S Y (4+C) <~ n) Z Z1+C).
1=0 1=0

Fiir n hinreichend grofi muss aber immer k¢ (n) = k%(n) + 1 gelten, womit

n

c ... .1
agllnn_léréfn;(Zl—l—C)<h7rln_>sip Z Z1+C)<Co< f.s.

Da « > 1 beliebig war, folgt schliellich die Behauptung. ]

Wir beweisen die Konsistenzresultate unter den folgenden Annahmen.

Annahme 3.8. (i) O ist eine kompakte Teilmenge von R?.

(ii) Es existieren € € (0,1) sowie eine Familie (p?)gee von W-Mafen, so dass

ep?(A) < Q(x, A) < épe(A) fir allex € X, Aec X, 0¢c0O.

(11i) Es existiert eine Konstante k € (0,1), so dass

1
k<Az,y) <~ firalexe X, yeY,0eo.
K

(iv) Es gelten folgende Lipschitz-FEigenschaften:

sup sup \Q‘g(x,A) — Qe/(x,A) | <c1]|0 -2
reX AeX

sup sup |7/ (z,y) — 77 (2,9)| < c2/|0 — &' ||2
zeX yeY

fiir Kontanten ci,co > 0.

(v) Die Startverteilungen 19 sind jeweils invariante W-Mafe von QY, d.h. v% = 1°QP.

Voraussetzung (ii) ist gerade die Atar-Zeitouni-Bedingung fiir die gesamte Familie
(Q%)pco zu ein und demselben ¢ > 0, unter (ii) + (iii) haben wir im vorangehenden
Kapitel die gleichméflige Schranke fiir den SISR-Algorithmus bewiesen. Die Stationa-
ritdtsvoraussetzung aus (v) ist nicht notwendig — sie dient hier lediglich dazu, den tech-
nischen Aufwand nachfolgend gering zu halten.
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Die néchste Proposition hat das entscheidende Glivenko-Cantelli-Resultat der reska-
lierten log-Likelihood-Funktion £ zum Gegenstand.

Proposition 3.9. Angenommen, Annahme 3.8 sei erfillt. Dann ezistiert fiir alle 6 € ©
der Grenzwert £(0) = limy_.oc Eg, ({n(0)) und

sup | In(0) — £(0)| — 0 Pgy-f.s. (N — o).
0co
Bevor wir zum eigentlichen Beweis kommen, werden ihm noch zwei Hilfslemmata vor-

ausgeschickt. Das erste zeigt, dass die Zufallsvariablen Dz unter Annahme 3.8 gleichméfig
in k approximiert werden kénnen durch die Gréflen

D}, :=log </’ye(x,Yk)7rl9|l1((Ykl,...,Yk1),dx)),

welche nur von den jeweils letzten [ 4+ 1 Beobachtungen Yy, ..., Y abhéngen.

Lemma 3.10. Angenommen, Annahme 3.8 sei erfillt. Dann gilt fiir alle l € N

Sup|Dkl—Dk| <3 ].—5)l
k>l

Beweis. Nach Annahme 3.8 (iii) ist 7?(2,y) € [r,x71]. Fiir z > & ist wegen log’ z =
271 < k7! nach dem Mittelwertsatz |logz — log2’| < k= Yz — /| fiir x,2’ € [k, k1],
womit

1
|Dz‘,l - DZ’ | S ; ‘ /Va(xvyk‘)wlﬁl—l((yk—l,' . .,Yk_l),dl')

—/’ye(:c,Yk)Wzlk_l((%,...,Yk_l),dac) .

Die beiden Integrale im letzten Ausdruck kann man nach der Vorhersagerekursion aus
Satz 2.7 mit 7%(z,y) = [1%(2',y)Q%(z,dx’) in Ausdriicke der Filterverteilung umschrei-
ben, d.h.

1] /.
| Dy = D}| < - ‘ /VQ(x,Yk)ng_uq((Yk—z, ooy Y1), dz)
- [ @ O (Yo Vi) o) |

Fiir W-MaBle p auf (X, X') definieren wir wie im Beweis von Satz 2.26

f ]lA Bl|k (yl+17 cee 7yk)M(dx)
S Bk, s - yw)u(de)

Mz\k(A)

Mit den Ubergangskernen Q?‘ x_; der inhomogenen Markovkette (Xi)w>0/Y0,. .. Yi—1

aus (2.14) (die Abhéngigkeit von Y;i1,...,Y;_1 ist in der Notation von Q?'k_l unter-
driickt) gilt nun einerseits mit F} aus (2.22) nach (2.24)

WZ—llk—1((Y0a o Ypo1)y) = Fn - Fk—lﬁlz—l—uk—l—l

_ (.0 50 50
= (7Tk:—l—1|k—l—1)k_l|k_1ka—l—1|k Ex ka—l\kz—lv
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andererseits ist

Annahme 3.8 (ii) ist aber gerade die Atar-Zeitouni-Bedingung zur Konstante ¢ € (0, 1),
womit

Q?le fir j < k

nach dem Beweis von Proposition 2.21 die starke Doeblin-Bedingung zur Konstante &2
erfiillt. Wegen 4% < k! ist damit nach Lemma 2.8 (ii) und der Submultiplikativitit des
Dobrushin-Koeflizienten

1 . N . N
0 0 0 9 0 0
2 H (T 11) 111 @it - - Qr—ajp—t — Yi—1pp—1 @1 - - - @11 H

!
2 ~ 2
< ;@5<HQZ—ik—1> < 50- 2\,
=1

| DYy — D |

IN

TV

O]

Das zweite Hilfslemma zeigt, dass die Familie (in k) der Abbildungen 6 — Dz gleich-
gradig Lipschitz-stetig ist.

Lemma 3.11. Angenommen, Annahme 3.8 sei erfillt. Dann existiert eine Konstante
K > 0, so dass fiir alle 6,0’ € ©

/
sup | Dz - Dy
keN

< K|[|6 — 0|2

Beweis. Vollkommen analog zum obigen Beweis von Lemma 3.10 erhilt man mit (3.9)
| DY — DY

1 o Py
< ? H 7rk71|k71((}/07 s 7Yk*1)7 ) - Trkfl\kfl((ybﬂ SRR kal)a ) H TV

Ll 0 0.0 0 'y

TV
1 k—2
0’ 0’ 0 [ 4 / 0 [
<5y HFk_l...Fk_ij_j_l...Flu ~ R F o F . Fly HTV
=1
1 Fe/ F / 0 F ! F / 9/
1 k—2
—2 2\j 0’ 0 [ 0 [
<5y e1-e) HFk_ij_j_l...Flu —F.. Fly HTV

_ 41
+e (1= | = gy

mit F; aus (2.22), wobei beim letzten Ungleichheitszeichen Aufgabe 1 auf Ubungsblatt 13
verwendet wurde. Nun ergibt einerseits die aufeinanderfolgende Anwendung von Annah-

me 3.8 (v), der Dreiecksungleichung fiir die Totalvariationsnorm nach Nullergénzung mit
+17 Q? sowie Annahme 3.8 (i) und (iv)

V"~ v v = 1/°Q° — Q" |7y Scllf =62+ (1—e) [~ e [pee
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Ny < e teallo =02 Mit 3%(z,y) = [+%(2',y)Q%(x, da’) wie oben gilt
andererseits fiir jedes W-Maf} p auf (X, X)

womit H 9 — b

| Ff = Ff | 1y
. 5, Y;) 5 (2, ;)
= O T3 (@, v u(d ) 3% (2, ;) pu(de)
<w9<x,19> (@ )|, JA @ Yy)ulda) [ 5@ Y) = 5" (@.Y)) | )
- H" )u(dﬂf) f’y(ﬂvKj)u(dw)fﬁ"’(w,Yj)u(dw)
( 5) s [F ) -3 )|
J:EX,yEy

= + ) (e 2)lo - e

IN
/‘\

Der Beweis von Proposition 3.9 untergliedert sich in drei Schritte:

(1) Als Erstes wird gezeigt, dass mit D? aus (3.7) der Grenzwert
0(0) = lim Eg, DY
k—o00
fiir jedes 6 € © existiert.

(2) AnschlieBend beweisen wir, dass Konstanten C' > 0 und 0 < p < 1 existieren, so
dass
’E@O (D,Z — Eg, (DY) ’Yg, . Yl) ’ < Cph!

fiir alle 0 < I < k, also dass die Zufallsvariablen Zj, := Dg—Ego DZ die Vorausetzung
aus Proposition 3.7 erfiillen. Letztere ergibt dann zusammen mit dem ersten Schritt
die Konvergenz

N N

1

=+ > (Dl —Eq,D}) + § 0, D) — 0(0) Pgy-fs. (N — o0).
k=0 k

(3) SchlieBlich wird gezeigt, dass die Konvergenz sogar gleichméBig in 6 € © gilt.

Beweis von Proposition 3.9. (1) Sei A;(0) := Eg,D?. Da der Prozess (Yx)r>0 wegen An-
nahme 3.8 (v) unter Py, stationér ist, gilt A;(0) = anDi,z fiir jedes k > [. Es folgt mit
Lemma 3.10

2
|Am+n_Am’: |E90D21+n_]E9 Dfn+nm| < 12 (1_52)

womit insbesondere sup,cy |[Am4n — Ap| — 0 fiir m — oo. Also ist (Ay,)m>0 eine
Cauchyfolge und somit konvergent, was wiederum die Konvergenz von

% S A = Eg, (£3(0))

m=0

fiir jedes 6 € © impliziert. Der Grenzwert sei mit () bezeichnet.
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(2) Fiir jedes feste n > 1 ist DZ+n,n—1 = f(Yit1, ..., Yiyn) fiir alle & > 0 mit einer
messbaren Funktion f¢ : (Y™, ") — (R, B(R)). Nach Definition 1.5 des Hidden-Markov-
Modells ist

Eoy (D} spn1 | X0 Yo,.... X1, Y)) = g (X))

fiir alle [ > 0 mit einer messbaren Funktion ¢¢ : (X, X) — (R, B(R)). Damit gilt fiir
jedes n > 1 und alle [,m > 0 nach der Turmeigenschaft der bedingten Erwartung, der
Markov-Eigenschaft des Signalprozesses (X)i>0 sowie Annahme 3.8 (v)

‘ E90 (Dl9+m+n,n71 | XO? Yb? EEER) Xl? Yz) - EQODle+m+n,n71 ‘
= ‘Eeo (98 (X14m) | Xo, Yo, .-, X1, Y1) — Ego 98 (X1m) |
= ‘Eeo (92 (X1am) | X01) — Ego 92 (Xipm) ‘

— | [ @ En@m) ) - [ @@ | @

Annahme 3.8 (iii) impliziert aber ||g, |lsup < £~ und wegen Annahme 3.8 (ii) erfiillt Q%
die Doeblin-Bedingung mit Konstante ¢, womit
1 2
(3.10) < - |6, (Q%)™ — v%(Q%)™ || 1, < ;(1 —e)™
nach der Submultiplikativitéit des Dobrushin-Koeffizienten. Zusammen mit Lemma 3.10
folgt daraus schliellich

2 4 B
|E90(D§’+m+n|X0,Y0,...,XZ,YZ) ~Egy Dfyman| < Z(L—)"+ (1),

Setzen wir nun speziell m = n — 2 und m = n — 1 ergibt sich fiir alle & > 2 die obere
Schranke

12 4 k
‘EGO(D?+16|X0’}/()7"-7XZ’H)_EGODZG—&-IC‘ §(1_62) 1(;_‘_@) (1_52) .
—c -

Damit erfiillen (Zy) x>0 und (Fy) x>0 mit Z;, = Dz—EgODZ und Fy, = o(Xo, Yo, ..., Xk, Yi)
die Voraussetzung von Proposition 3.7.

(3) Nach Lemma 3.11 ist die Folge ¢,, : © — R gleichgradig Lipschitz-stetig; es bezeichne
K eine Schranke an die Lipschitzhalbnorm. Wegen

[£(0) — £(0")] < [€(0) — £n(0)] + |£(0") — En ()| + L0 = 0|2 — K |0 — 6] P%-Ls.

nach Schritt (2) ist auch die (deterministische) Funktion ¢ : © — R Lipschitz-stetig zur
Konstante K. Da © nach Annahme 3.8 (i) kompakt ist, existiert fiir jedes 6 > 0 eine
endliche Uberdeckung durch offene Kugeln vom Radius ¢ mit Mittelpunkten in ©. D.h.
fiir jedes 0 > 0 existiert eine endliche Teilmenge ©5 C ©, mit infgcg; [|0 — 0'|]2 < ¢ fiir
jedes 8 € ©. Nach der Dreiecksungleichung und Lemma 3.11 ist

In(0) —£(0) <2K§ In(0) —£(0) <2K6 In(0) —£(0) .
sup | (0) — £0) | < 20+ puge | () ~ £O) | 2RO+ 3 [ E(d) —£00)
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Aber da £y (0) — £(0) Py,-f.s. fiir jedes 6 € 6 und O endlich ist, folgt daraus
limsupsup | {n(0) — £(0) | <2K6 PY%-f.s.
(C]

N—oo fe

Da § > 0 beliebig war, impliziert dies supgeg | (n(0) — £(0) | — 0 P%-fs. O

Nach aller Vorarbeit konnen wir nun das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren.

Satz 3.12. Angenommen, es gilt Annahme 3.8 und die Funktion 6 — ((6) besitze ein
eindeutiges Maximum in 0 = 0y Pg,-f.s. Dann ist der MLE konsistent.

Beweis. Nach Voraussetzung ist 6y = argmaxgcg £(f) und nach Definition des MLEs
gilt On € argmaxycy £y (6). Es folgt nach Nullergdnzung mit +¢,(6), Subadditivitét des
Supremums sowie Proposition 3.9

0 < ¢(6y) — £(An)
= sup £(0) — ()

USS]
< sup (£(8) — Ex(6)) + sup Ln () — £(Ox)
IE) 0€o
= Sgg (6(9) — ZN(Q)) + ZN(éN) - E(éN)
< 2sup 16(0) — En(0) | — 0 Ppy-fs. (N — o).

Seien M = {w € Q{(On(w)) — £(6)} und w € M. Da © C R% nach Annahme 3.8 (i)
kompakt ist, existiert zu jeder Teilfolge (N )nen eine Teilteilfolge (Ny,(m))men, entlang
der O, (m)(w) konvergent ist gegen einen Grenzwert 6(w) € ©. Stetigkeit von £ impliziert

0O, (my (W) — L(O(w)) = £(6) fiir m — o0

(als gleichméBiger Grenzwert stetiger Funktionen ist £ stetig —s.o. auch (3)). Aber daraus
folgt 6(w) = Oy, da Oy einzige Maximalstelle ist, womit Oy (w) — g fiir alle w € M. O

Bemerkung 3.13. Der von uns gefiihrte Konsistenzbeweis hingt essentiell an der Iden-
tifizierbarkeit des Modells in dem Sinne, dass der Grenzwert £(0) = limy_, Eq, (EN(H))
ein eindeutiges Mazimum in 6y hat. Man kann aber zeigen, dass unter Annahme 3.8 gilt:

(i) €(0) < £(6y) fiir alle 6 € © und

Sind also fiir je zwei Parameter 0 und 0’ die Verteilungsgesetze der unendlich langen ge-
samten Beobachtungsfolge unterschiedlich, ist die Eindeutigkeit der Mazximalstelle bereits
gewdhrleistet.

3.3.2 Ausblick: Asymptotische Normalitat

Um asymptotische Normalitidt des MLEs zu beweisen, kann man der klassischen Strategie
(ii) — (iii) zu Beginn von Abschnitt 3.3 folgen und die entsprechende Konvergenz der
Ableitungen der Likelihood-Funktion beweisen. Die dafiir erforderlichen Argumente sind
im Wesentlichen dieselben, die wir auch fiir den Konsistenzbeweis herangezogen haben.
Anstelle des starken Gesetzes der grofien Zahlen aus Proposition 3.7 bendtigen wir hier
allerdings einen geeigneten CLT fiir abhéngige Zufallsvariablen.
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