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Übung 14

Abgabe: KEINE ABGABE in den Briefkästen.

Aufgabe 1. Sei (Xi)i∈N eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen mit E [Xi] = µ und
E
[
X2

i

]
= ν wobei µ ∈ R, ν ∈ R+. De�niere die Familie Sn, n ∈ N0 mit S0 = 0 und Sn =

Xn + Sn−1. Sei ferner pn := P (Sn ≥ 0). Bestimmen Sie für n ≥ m

E [Sn|σ(Sm)] , E
[
Sn|σ(S2

m)
]
, E

[
S2
n|σ(Sm)

]
, E [Sm|σ(Sn)] , E [Xi|σ(Sn)]

Aufgabe 2. Man zeige durch ein Beispiel dass E [E [X|A] |F ] 6= E [E [X|F ] |A] gelten kann.

Aufgabe 3. Für einen adaptierten Prozess X = (Xt)t=0,...,T mit E [|Xi|] < ∞, zeigen Sie die
Äquivalenz

E [Xt|Fs] = Xs ∀ 0 ≤ s ≤ t ≤ T ⇔ E [Xt+1|Ft] = Xt ∀ t = 0, . . . , T − 1.

Aufgabe 4. Sei p ∈ [0, 1] und X ein stochastischer Prozess mit Werten in [0, 1]. Für jedes n ∈ N
gelte: Gegeben X0, . . . , Xn ist

Xn+1 =

{
1− p+ pXn mit Wahrscheinlichkeit Xn

pXn mit Wahrscheinlichkeit 1−Xn,

wobei X0 deterministisch ist. Zeigen Sie, dass X ein Martingal ist und fast sicher konvergiert.
Bestimmen Sie die Verteilung des fast sicheren Grenzwertes.

Aufgabe 5. (a) Sei (Ω,F ,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, B ⊂ F eine Unter-σ-Algebra und
B ∈ B mit P(B) > 0. Zeigen Sie, dass für alle A ∈ F mit P(A | B) > ε gilt

P(A | B) > ε,

wobei P(A | B) die elementare bedingte Wahrscheinlichkeit bezeichne.

(b) Sei τ eine Stoppzeit bezüglich der Filtration (Fn)n∈N0 . Es gebe N ∈ N und ε ∈ (0, 1),
sodass für alle n ∈ N0 gilt

P(τ < n+N | Fn) > ε.

Zeigen Sie, dass τ fast sicher endlich ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunächst, dass für alle k ∈ N0 gilt, dass P(τ ≥ kN) ≤ (1− ε)k.
Verwenden Sie das Ergebnis aus (a).



Aufgabe 6. Es seien X1, X2, . . . unabhängig, sodass für alle k gilt P(Xk = 1
k ) = 1

2 = P(Xk =
− 1

k ) und F := (Fn)n≥1 mit Fn := σ(X1, . . . , Xn).

(a) Zeigen Sie, dassMn =
∑n

k=1Xk für n ≥ 1 ein L2-beschränktes F-Martingal de�niert.

(b) Untersuchen Sie das Martingal aus a) auf fast sichere, L1- und L2-Konvergenz.

(c) Zeigen Sie, dass
1√
n

n∑
k=1

kXk
n→∞
===⇒ Z für Z ∼ N (0, 1).


