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Aufgabe 1 (4+4 Punkte)

Es sei f : [0,∞) → [0,∞) streng monoton steigend mit f(0) = 0, P = (Pt)t≥0 ein Poisson-
Prozess mit Intensität 1 undM = (Mn)n=0,1,... eine Markovkette in diskreter Zeit mit Werten
in Z und Übergangsmatrix Π = (πij)i,j∈Z. Weiterhin seien P undM stochastisch unabhängig.

a) Zeigen Sie, dass X = (Xt)t≥0 mit Xt := MPf(t)
einen Markov-Prozess bezüglich seiner

natürlichen Filtration bildet und bestimmen Sie Übergangskerne und -operatoren.

b) Welche Vorraussetzungen müssen f und Π erfüllen damit der Prozess X

1) räumlich homogen ist. 2) zeitlich homogen ist.

Bestimmen Sie in Fall 2) den Generator.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Sei X = (Xn)n=0,1,... ein diskreter stochastischer Prozess mit Zustandsraum E und (Fn) die
von X erzeugte Filtrierung. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen äquivalent sind

a) X ist ein Markovprozess,

b) der Prozess Y = (Yn)n=0,1,... definiert durch

Yn = f(Xn)−
n∑
k=1

E[f(Xk)− f(Xk−1)|Xk−1]

ist ein Martingal bezüglich (Fn) für alle messbaren und beschränkten Funktionen
f : E → R.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Gegeben seien α, σ2 ∈ (0,∞). Sei weiter Kt(x, ·) := N(xe−αt, σ
2

2α(1 − e−2αt)) für t > 0 und
K0(x, ·) := εx . Zeigen Sie:
Es existiert ein Markovprozess mit den Übergangskernen (Ks,t)s≤t definiert durch Ks,t :=
Kt−s.

Hinweis: Folgende Gleichung vereinfacht die Rechnung:
∫
B
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2σ2 dx.
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