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Kapitel 1

Grundlagen der
Lebensversicherungsmathematik

1.1 Elementare Finanzmathematik

1.1.1 Verzinsung und Kapitalfunktion

Definition 1.1.1. Fine monoton wachsende, rechisstetige Funktion K : R, — [1, 00)
mit K(0) = 1 heifit eine Kapitalfunktion (oder Aufzinsungsfunktion).

Definition 1.1.2. FEs sei K eine Kapitalfunktion.
(a) Wir nennen r := K (1) den Aufzinsungsfaktor (fir das erste Jahr).

(b) Wir nennen i :=r — 1 den Zinssatz (“interest”) oder den effektiven Jahreszins.

(c) Wir nennen v := 1/r den Abzinsungsfaktor (oder Diskontierungsfaktor).

Beispiel 1.1.3 (Diskrete Verzinsung (mit Zinseszins)). Wir setzen
K(t) =1+, teRy,

wobei |t] := max{k € Ny : k <t}. Hierbei ist i in der Tat der Zinssatz aus Definition
1.1.2(b).

Beispiel 1.1.4 (Stetige Verzinsung (mit Zinseszins)). Wir setzen
K(t):=¢" teRy,

wobei § € Ry die Zinsrate oder den nominellen Zinssatz bezeichnet. Hier sind r = e°,

i=e —1 undv=-e° Im Allgemeinen gilt § # i. Wir beachten noch

lim (1 + —) =e’.
n—oo n
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Definition 1.1.5. Es sei K eine Kapitalfunktion. Falls eine nichtnegative, messbare
Funktion k : R, — R, existiert, so dass

¢
K(t)=1 +/ k(s)ds, teR,,
0

dann heifit ¢ : R, — R,

o(t) = %, teRy

die Zinsintensitdt von K.

Beispiel 1.1.6. Fiir K(t) = e’ aus Beispiel 1.1.4 gilt
t
K(t)= 1+/ se%ds, te€R,.
0

Also ist k(t) = §e, und es folgt

k(t)  ded

O = 1y = =0

Darum bezeichnen wir 6 aus Beispiel 1.1./ auch als Zinsrate.

Lemma 1.1.7. Es sei K eine Kapitalfunktion wie in Definition 1.1.5. Dann gilt

K(t) = exp (/0t¢(s)ds), tER,.

Beweis. Wir nehmen an, dass k stetig ist. Dann gilt K € C'(R,) mit K’ = k, und
es folgt

(K@) = 20 = o0

Wegen K(0) =1 folgt

In K (£) = /0 o(s)ds.



Definition 1.1.8. Es sei K eine Kapitalfunktion. Wir definieren die kumulierte
Zinsintensitit ® : Ry — Ry durch

1
0.4 K(s—)

O(t) = dK(s), teRy,

wobei

K(s—) :=1lim K (u).

uts

Bemerkung 1.1.9. FEs sei K eine Kapitalfunktion wie in Definition 1.1.5. Dann gilt

o(t) :/Ot¢(s)ds:/0t [k{((‘?)ds.

K(t)=e* o ®t)=InK(t).

Mit Lemma 1.1.7 folgt

Im Allgemeinen gilt jedoch nicht ®(t) = In K(t).

Beispiel 1.1.10. Sei K(t) = (1+14)" wie in Beispiel 1.1.3. Dann ist K(s—) =1 fiir
alle s € [0,1]. Es folgt

1
0,1 K(5—)

Hingegen ist In K (1) = In(1 + ).

o(1) =

K (s) = /(0 () = K (1)~ K(0) =

1.1.2 Bewertung von Zahlungsstromen

Definition 1.1.11.

(a) Ein gerichteter Zahlungsstrom ist eine rechtsstetige, monoton wachsende Funk-
tion Z : Ry — R,

(b) Wir bezeichnen mit 2, die Menge der gerichteten Zahlungsstrome.

(¢) Eine Funktion Z : Ry — R heifit ein ungerichteter Zahlungsstrom (oder kurz
Zahlungsstrom), falls Zy, Zy € 2, mit Z = Zy — Zy existieren, so dass Z1(00) :=
limy o0 Z1(t) < 00 oder Zy(00) := limy_, Zo(t) < 00.

(d) Wir bezeichnen mit % die Menge der ungerichteten Zahlungsstrome.

Beispiel 1.1.12. Ist K eine Kapitalfunktion, so ist Z = K — 1 ein gerichteter
Zahlungsstrom; wir nennen ihn einen Zinszahlungsstrom.




Beispiel 1.1.13. Es seien (2;)jen, C Ry eine Folge, und (t;) en, €ine streng monoton
wachsende Folge mit to = 0 und lim;_,o t; = 00. Dann ist

Z(t) =) 2l e0(t), tER,
j=0

ein gerichteter Zahlungsstrom; wir nennen thn eine diskrete Zeitrente.

Definition 1.1.14. Fs seien K eine Kapitalfunktion und Z € Z eine diskrete Zeit-
rente. Dann nennen wir

a(Z)=3" KZ) € [0, 00]

=0 J

<

den Barwert des Zahlungsstroms Z.

Bemerkung 1.1.15. Wir kénnen den Barwert schreiben als

— AZ(t; AZ(t
w2) =3 G =y S0,

t>0

wobei
AZ(t) = Z(t) — Z(t—).

Bemerkung 1.1.16. Fir jedes Z € Z, existiert ein eindeutig bestimmtes Maff my
auf (Ry, B(Ry)), so dass mz({0}) = Z(0) und

mz((s,t]) = Z(t) — Z(s), 0<s<t.

Fiir jede my-integrierbare Funktion f: R, — R definieren wir

ROLOE / Fdms.

Definition 1.1.17. Es seien Z € % ein Zahlungsstrom und K eine Kapitalfunktion.
(a) Der Endwert von Z bis (einschlieflich) zur Zeit t € R is gegeben durch

1
0. K(5)

s(Z)(t) = K(t) dZ(s).

(b) Der Barwert von Z bis zur Zeit t ist gegeben durch

1
a(Z)(t) == L F )




(¢) Der Barwert des gesamten Zahlungsstroms Z ist

a(Z) = A Kts)dZ(s).

Bemerkung 1.1.18. Fir Z € %, gilt a(Z) € [0,00], und fir Z € %, gilt a(Z) €
[—00, 00].

Satz 1.1.19. Fir eine cadlag-Funktion Z @ Ry — R mit Zy = 0 sind folgende
Aussagen dquivalent:

(i) Z ist von lokal beschrinkter Variation.

(1i) Es existieren monoton wachsende, rechtsstetige Funktionen Z1, Zs : Ry — R,
mit Z1(0) = Z5(0) =0, so dass Z = Zy — Zs.

Satz 1.1.20. Es ser Z : Ry — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrinkter Varia-
tion mit Z(0) = 0. Dann ezxistieren eindeutig bestimmte monoton wachsende, rechts-
stetige Funktionen Z1, Zs : Ry — Ry mit Z1(0) = Z3(0) = 0, so dass Z = Zy — Zs
und Var(Z) = Zy + Zy. Diese sind gegeben durch

_ Z+Var(Z)

Z1 = 5 und Zy =241 — Z.

1.1.3 Aquivalenzprinzip und Deckungskapital

Es sei K eine Kapitalfunktion.

Definition 1.1.21. Zwei Zahlungsstrome Zy,Zs € % heiflen dquivalent (beziiglich
K), wenn a(Z,) = a(Z3) € R.

Definition 1.1.22. Es seien Zy,, Zp € %, mit min{a(Z;),a(Zp)} < occ.

(a) Fir jeden Zeitpunkt t € R, ist das prospektive Deckungskapital von (Zr,, Zp)
zur Kapitalfunktion K definiert durch

V(t) = K(t) [/{tm) %(S) - /[t’oo) d[Z{IES)}.

(b) Ist V(t) > 0 far alle t € Ry, dann heifit (Zr, Zp) ein Sparplan.

(c) Ist V(t) <0 fiir alle t € Ry, dann heifit (Z, Zp) ein Kreditvertrag, und —V (t)
ist die Restschuld zur Zeit t.



Bemerkung 1.1.23. Hierbei stehen P fiir Pramie (an ein Unternehmen) und L fir
Leistungen (an den Kunden).

V(t) ist der Betrag, den das Unternehmen zur Zeit ¢ vorhalten muss, um die
noch ausstehenden Forderungen erfiillen zu kénnen, wenn die Verzinsung durch K
bestimmt wird.

Beispiel 1.1.24 (Sparbuch). Wir betrachten K(t) = € und Zp = A, Z;, = Bl ),
etwa mit 6 = 0.05 und A =10000. Wie ist B zu wdhlen, so dass Zp und Zy, dquivalent
sind? Die Aquivalenz a(Zp) = a(Zy) bedeutet

A B

K(0)  K(5)
Wegen K(0) =1 folgt
B=K(()A=c"A.
Weiterhin gilt

V) = K055kl = ALw(0) = KO g2 Lo

Definition 1.1.25. FEs seien Zp, Zp € %, mit min{a(Z.),a(Zp)} < oco. Fir jeden

Zeitpunkt t € Ry st das retrospektive Deckungskapital von (Z1,, Zp) zur Kapitalfunk-
tion K defintert durch

MV (t) = K(t) [

de(S) . dZL(S)‘|
04 K(s) oy K(s) ]

MV (t) ist der Zeitwert der bis zur Zeit ¢ abgelaufenen Verpflichtungen.

Lemma 1.1.26. Sind Z1, Zp € Z, dquivalente Zahlungsstrome zur Kapitalfunktion
K, so gqilt

MV () =V (t) firalet € R,.
Beweis. Wegen a(Z1) = a(Zp) gilt

[ dZy(s) dZp(s)
v(t)zK(t):/W) 0 —/[t’oo) K(S)l
B 0.4 de(L(S) —olzrt 0.0 dIZ(IZS)}
_ [ [ dZp(s) [ dZu(s)] _
e -/[o,w K(s) o H(s) } V().




Definition 1.1.27. Es sei Z € 2 mit Zerlequng Z = Zp — Zy, fiir Zp, Zy, € Z,. Wir
nennen (sofern existent) das minimale i € R, so dass a(Zp) = a(Zy) beziiglich der
Kapitalfunktion K(t) = (1 + 1), die Rendite (oder den Effektivzins) von Z.

Beispiel 1.1.28. Wir betrachten Zp = wly, o) und Zy, = Aly, o) fiir m, A € (0,00)
und tp,t;, € Ry. Die Aquivalenz a(Zp) = a(ZL) besagt

T A

(T+4)tr  (144)e

i = <é>tﬁp 1
T

Wegen i € Ry muss eine der beiden folgenden Bedingungen erfillt sein:

Fiir t;, # tp folgt

o it >tp und A>m.

o i <tpund A<m.

1.2 Grundlagen der Lebensversicherungsmathematik

1.2.1 Sterbewahrscheinlichkeiten

Es sei (2,.%#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Weiterhin sei 7, : Q@ — (0,00) die
restliche Lebensdauer einer Person mit Lebensalter . Wir bezeichnen mit F' = Fr,, :
R — [0,1] die Verteilungsfunktion, und nehmen an, dass F'(0) = 0. Wir setzen

tqz = P<Tx < t) € [0, 1}, te R,
und ¢, := 1¢,. Oft vereinbaren wir auch 7' = T,.

Definition 1.2.1. Das mazimale Restalter ist definiert durch

tmax :=sup{t e Ry : F(t) <1} =sup{t e Ry : P(T">t) > 0} € (0, o0].

Definition 1.2.2. Wir definieren die Uberlebensfunktion F : R — [0,1] als

F(t):=1-F(t) =P(T, > t).

Wir setzen auch p, = P(T, > t) und p, = 1pa.
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Definition 1.2.3. Ist T absolutstetig mit Dichte f : R — R, ist, dann definieren wir

A0, ) = Ry, A= f(tF)(t) _ ﬁ{((tt))

Wir nennen \(t) die Sterblichkeitsrate oder Sterblichkeitsintensitit zur Zeit t.

Definition 1.2.4. Allgemeiner definieren wir die kumulierte Sterblichkeitsrate

A(t) = /m %dﬂu) € 0,00, teR..

Bemerkung 1.2.5. Fulls T absolutstetig mit Dichte f : R — R, ist, so gilt

Die Uberlebensfunktion F erfillt die DGL

F’(t) _ _)\(t)F(t), tE(O,tmax)
i

Die eindeutig bestimmte Losung ist gegeben durch

F(t) = exp ( _ /0 tA(s)ds) — exp(—A(t).

Wichtige Groken in Sterbetafeln:

e ., ist die k-jihrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines z-Jéhrigen.
e p, ist die einjéhrige Uberlebenswahrscheinlichkeit eines a-Jihrigen.
® ;q, ist die k-jihrige Sterbewahrscheinlichkeit eines z-Jahrigen.

e ¢, ist die einjahrige Sterbewahrscheinlichkeit eines x-J&hrigen.

e [, ist die (erwartete) Anzahl der das Alter x erreichenden Personen; haufig auf
der Basis ¢, = 100.000.

e d, ist die (erwartete) Anzahl der im Lebensjahr x Sterbenden.
e ¢, ist die Restlebenserwartung eines z-Jahrigen.

Beispiel 1.2.6 (Sterblichkeitsraten).
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De Moivre (1724):

A(t) = t € (0, tmax) il tmay = 86.

Gompertz (1825):

A(t) = be®  mit b,c > 0.

Makeham (1860):

At) =a+be"  mita,b,c>0.

Weibull (1939):
At) =kt" mit k>0 undy > —1.

1.2.2 Elemente eines Lebensversicherungsvertrages

Definition 1.2.7. Ein stochastischer Prozess ist eine Familie (X;)icr, von R-wertigen
Zufallsvariablen.

Definition 1.2.8. Ein zufilliger Zahlungsstrom ist ein stochastischer Prozess (X;)er., ,
so dass fir jedes w € Q0 der Pfad t — Xy(w) in & liegt.

Definition 1.2.9. Ein Auszahlungsspektrum ist eine nicht-negative, messbare Funk-
tion A: R, — R,.

Definition 1.2.10. Fine kumulierte Pramie oder Primienfunktion ist eine monoton
wachsende, rechtsstetige Funktion I1: R, — R,.

Fiir t € Ry ist II(¢) die Summe aller bis zur Zeit ¢t eingezahlten Pramien.

Definition 1.2.11. Die einen Lebensversicherungsvertrag (LVV) bestimmenden Gré-
Ben sind:

o [ st die Verteilungsfunktion der restlichen Lebensdauer T : 2 — (0, 00).
o 7 € (0, tmax| ist der Endzeitpunkt des Vertrages.
o Y :=min{T, 7} ist der (zufillige) Leistungszeitpunkt.

e Das Auszahlungsspektrum A. Zum Zeitpunkt Y wird der Betrag A(Y) an den
Versicherungsnehmer bezahlt.
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o Die Kapitalfunktion K.
e Die Pramienfunktion I1.

Aller Grofen auker T' (und damit Y') sind (in diesem Modell) bekannt und deter-
ministisch.

Definition 1.2.12.

(a) Der (gerichtete) Leistungsstrom eines LVV ist gegeben durch

Z =AY ) y,eo[

(b) Der (gerichtete) Pramienstrom ist gegeben durch

Zp = H]l[[o,y[[ + H(Y—)]l[[ypo[[.

(¢) Der (zufillige) Zahlungsstrom eines LVV ist gegeben durch

Z = ZL—ZP.

Beispiele 1.2.13. Spezialfille:
e 7 = 00. Reine Todesfallversicherung (lebenslangliche Deckung).
o 7 < o0 und A(T) = 0. Temporire Todesfallversicherung (Risikoversicherung).
e 7 < oo und A(t) =0 firt <t sowie A(T) > 0. Reine Erlebensfallversicherung.

o 7 < oo und A(t) > 0 firt < 7. Gemischte Versicherung (Kapitallebensversi-
cherung).

Definition 1.2.14. Der (zufillige) Barwert eines LV'V aus Sicht des Versicherungs-
nehmers (VN) ist

B = CL(ZL) - CL(ZP).
Definition 1.2.15.

(a) Der (erwartete) Leistungsbarwert ist gegeben durch Ela(Z7)].

(b) Der (erwartete) Pramienbarwert ist gegeben durch E[a(Zp)].

(¢) Eine Pramienfunktion I1 heifit Nettopramienfunktion, falls E[B] = 0; das heifst
Ela(ZL)] = Ela(Zp)].
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Bemerkung 1.2.16. Es gilt

a(ZL):/[O | L iz,(s) = 2

K(s) (Y)
und
oz = | azes) = L angs).
0,00) K (8) o,y K(s)

Bemerkung 1.2.17. Es gilt
Fy = Flpr + 1)
und
Fy(ds) = L) (s)F(ds) + (1 — F(7-))5,(ds).
Lemma 1.2.18.

(a) Der erwartete Leistungsbarwert ist gegeben durch

7)) = | )%dﬁ“(s) n %(1 _ (o).

Der erste Term ist der Leistungsbarwert im Todesfall, und der zweite ist der
Leistungsbarwert im Erlebensfall.

(b) Der erwartete Pramienbarwert ist gegeben durch

B 1—F(s) .
E{a(Zp)] = /[ R )
Bewezs.

(a) Es gilt

A(s) AW

o K<S)dF(s)+ K(T)(l F(r-)).
(b) Es gilt
Ela(Zp)] = E{ o1 thylﬂ(s)} = /R+ %dﬂ(s) = /R+ %dﬂ(s)

B 1 — Fy(s) o) = 1—F(s) .
- / OB /[) O
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]

Definition 1.2.19. FEine reelle Zahl IT € Ry heifit Nettoeinmalpramie (NEP), wenn
II(t) =11, t € Ry eine Nettopramienfunktion ist.

Beispiel 1.2.20. Fir II(t) = II, t € R gilt a(Zp) = 1. Also ist die NEP gegeben
durch

K(Y)]

)

Im Spezialfall A(t) = A und K(t) = €% gilt
MI=A- E[e“sy].

Definition 1.2.21. Fine laufende konstante vorschiissige Primae 11 zu den Zeitpunk-
ten 0 =ty <ty <...<ty_1 <7 fiir ein N € N 1st gegeben durch

N-1

II= Z W]l[tk,ooﬁ

k=0
wobei ™ € Ry so gewdhlt ist, dass I1 eine Nettopramienfunktion ist.
Bemerkung 1.2.22. Fir N =1 haben wir eine NEP.

Definition 1.2.23. Die natiirliche Primie (zahlbar zu den Zeitpunkten 0 = to < t; <
o <tn_1 <ty =7 mit N €N) ist gegeben durch

N-1
H - Z ﬂ-k]l[tk,oo)v
k=0

wobei

1
Wk:K(tk)E|:/ —dZL(S)’T>tk, kIO,...,N—l.
(t

kvtk‘,+1] K(S)

Satz 1.2.24. Es gelten folgende Aussagen:

(a) Es gilt

My = k) 2 iRy (s), k=0,...,N—1.
PSR Jupay B9

(b) Die natiirliche Primie ist eine Nettopramienfunktion.
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Beweis.
(a) Bs gilt P>} < P mit

AP0 Lyrsyy

P P(T > t;)

Also folgt

7 = K () Bpirny) { /( o ﬁd@(s)}
= - f( if’zik)lﬁz {;g)) Il{ye(tk,mln}

K A)
ey /<] K )

(b) Wegen F(0) = 0 gilt

E[a(Zp)] 24 )1;(—{;58)&[(5) =2 TR

1= F(ty) K(t) Als)
N Z K(tk)k 1 - Flztk) /(tk,tk+l} mdFY(S)

= Als) s) =E|la
= | Ry = Bz

1.2.3 Das Nettodeckungskapital

Wir betrachten einen LVV mit einer Nettopramienfunktion II.

Definition 1.2.25. Das (erwartete) prospektive Nettodeckungskapital (NDK) V (t)
eines LVV zur Zeit t € [0, tmax) ist gegeben durch

A(Y) 1

Vo = KB | ten - [ g

dH(s)‘T>t

Lemma 1.2.26. Es gilt V(0) = 0.
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Beweis. In der Tat, es gilt
(Y) 1
K(Y

Vo <®E{ @) o ) R

R o

Ela(Z1)] — Ela(Zp)] =

@”T>ﬂ

Lemma 1.2.27.
(a) Es gilt fir alle t € [0,7)
 K(t) @ . AlT) . N 1— F(s) .
VO = 2 (L R R Fe - [ )
(b) Ist T < tpax, dann gilt
V(r)=A(r) und V(t)=0 [firalete (T,tnax)-

Insbesondere gilt

Beweis.

(a) Firt € [0,7) gilt {T" >t} = {Y > t}, und daher
_ K@ A(Y)
V(t) = BT > 1) E|:(K(Y)]1{t<Y} iyl K( ) (s )) ]1{T>t}}

K1) ) L (s
o RO [ )
)

S

K(®) (7) 1 - F(s)
_1—F@< 7K@ﬂﬂ®+%FﬂLJ%>D—AM %0 MMO.

(b) Es gelte 7 < tyax. Flir t € (7, tmax) gilt wegen Y < 7 < ¢, dass V(t) = 0. Fiir
t=7gilt {T' >t} ={T>71}={Y =7}, und daher

AR |

K(T) {t<r}

Wﬂ:Kﬁm[

T > T} = A(7).

Auferdem gilt

V() 1 A7) _ _
%E@_%yﬁmﬁm(_“”FKm_Km'
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Lemma 1.2.28. Es gilt die retrospektive Darstellung

K(t) A(s) 1—F(s)
Vi) = o ( - gt /[O R dH(s)).

fir alle t € 0, 7).
Beweis. Wegen Lemma 1.2.18 gilt
0 =E[a(Z.)] — Ela(Zp)]

A6 4+ A 4 pey [ L F S
o KT R ET) /H K(s) )

_ [ AL dF(s) + Als) A ?) (1— F(r—))

Alr)

0,0 K(s) (t,7) K(S)dF(S) " K(
B 1—F(s) ) 1—F(s) .
foo R0 = [ Sy e

Also folgt mit Lemma 1.2.27
(1- F(t))% = %dﬁ’(s) - /[0 , 1- ) ;(é gs)dﬂ(s),

und damit die behauptete retrospektive Darstellung. O

1.2.4 Die Thielesche Differentialgleichung

Wir nehmen an, dass nicht-negative, stetige Funktionen £, f, 7 : R, — R, existieren,
so dass

Kit)=1+ /tk(s)ds, te|0,7),

F(t):/o f(s)ds, te]0,7),
TI(t) = /0 w(s)ds te[0,7).

Weiterhin nehmen wir an, dass A auf [0, 7) stetig ist. Wir erinnern an die Zinsinten-
sitat

k(t)
t) = —~
und die Sterblichkeitsintensitat
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Satz 1.2.29. Das Nettodeckungskapital V' erfullt die Thielesche Differentialgleichung

Lo

PV () +m(t) + AV (E) — A()), te][0,7)
0.

Beweis. Nach Lemma 1.2.26 gilt V(0) = 0, und nach Lemma 1.2.28 gilt

K tA(s) ‘1 P(s)
Vit) = 1_F(t)(—/0 st [ ﬂ(s)ds).

Fiir die Funktion

Wi(t) := = F() tel0,7)
gilt
Wiy — L= FORO + KOI0) ko) K@)
(1—F(t) 1-F(@) (1-F(@)?
= %W(t) + | ;f(?(t)W(t) = o)W (t) + A(t)W(1).
Also folgt

V) = 6OV + OV + s (= e 10+ 1 a0

=)V (t) + X))V (t) — M) A(t) + ().

m
Satz 1.2.30. Die Thielesche Differentialgleichung besitzt die eindeutig bestimmte Lo-
sung
t t
Vi = [ () = M) e ([ @)+ Aw)iu ) as.
0 s
Beweis. Ubung. [

Definition 1.2.31.

(a) Wir nennen

die Sparkomponente.
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(b) Wir nennen

die Risikokomponente.

Bemerkung 1.2.32. Dann gilt die Zerlegung
m(t) = 7°(t) + 7" (¢).

Bemerkung 1.2.33. FEs gelte A(T) = 0. Das stetige Analogon von Definition 1.2.23
15t

7 (5) = As)A(s) = —L)_A(s).

Nach Lemma 1.2.27 gilt fir alle t € [0,7)

K@) T A(s) T1=F(S) _
V(t) = 1—F(t)</t K )f(s)ds— t —K(s) T (3)ds> =0.

s
Also gilt V =V' =0, und es folgt

T (t) = A(N(t) = 7" (t).

1.2.5 Die Thielesche Integralgleichung

Wir erinnern an die kumulierte Sterblichkeitsrate

Alt) = /[0 ) #(5_)(11?(5).

Satz 1.2.34. Das Nettodeckungskapital V' erfillt die Thielesche Integralgleichung

m: 1 ) M . ]
R0 ™ Joo R~ [, TRy A0 1€

Beweis. Siehe [BOS17, Satz 2.83]. O

Bemerkung 1.2.35. Unter den Annahmen des vorherigen Abschnittes erhalten wir
die Thielesche Differentialgleichung aus Satz 1.2.29.

Beweis. Ubung. O]



Kapitel 2

Der Satz von Hattendorf

2.1 Nettoeinmalpramie und Varianz des Barwertes

Lemma 2.1.1. FEs seien X eine Zufallsvariable und f,g : R — R messbare, mo-
noton wachsende Funktionen, so dass f(X),g(X) € £ Dann ist f(X)g(X) quasi-
integrierbar und

E[f(X)]E[g(X)] < E[f(X)g(X)] € (=00, 00].
Beweis. Wegen der Monotonie von f und g gilt

(f(y) = (@) (9(y) — g(x)) > 0 fiir alle 7,y € R.

Es folgt
E[(fy) — f(X))(9(y) —9(X))] >0 fiir alle y € R.
Also gilt

fWaly) — f(Y)E[g(X)] — g()E[f(X)] + E[f(X)g(X)] >0 fiir alley € R.

Daraus folgt die Quasi-integrierbarkeit von f(X)g(X) mit E[f(X)g(X)] € (—o0, 00]
und

fF(X)g(X) = fF(X)E[g(X)] — g(X)E[f(X)] + E[f(X)g(X)] = 0,
und somit durch nochmaliges Bilden des Erwartungswertes

2E[f(X)g(X)] = 2E[f(X)]E[g(X)] = 0.

20
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Satz 2.1.2. Die Funktion A/K sei monoton fallend. Dann sind fiir eine Nettopri-
mienfunktion 11 folgende Aussagen dquivalent:

(1) Var[B] ist minimal beziglich aller Nettoprimienfunktionen.
(11) 11 ist eine Nettoeinmalprdimie.

Beweis. Es sei Il eine Nettopramienfunktion. Wir definieren

Alt) = %7 1(t) = 0,0) Kts)

dIl(s).

Wegen K(0) = 1ist A(t) < A(0) fiir alle ¢ € Ry. Also ist A(Y) eine beschréinkte

Zufallsvariable, und damit gilt insbesondere Var[A(Y)] < co. Nun unterscheiden wir
zwel Félle:

e Var[[I(Y)] = co. Dann gilt

Var[B] = Var[A(Y) — [I(Y)] = <.
Denn andernfalls wiire B € .£2, was zum Wiederspruch I1(Y) € .#? fiihrt.

e Var[[I(Y)] < co. Dann gilt

Var[B] = Var[A(Y) — TI(Y)]

— Var[A(Y)] — 2Cov(A(Y), TI(Y)) + Var[[I(Y))].

Falls II eine NEP ist, dann ist II(Y) = I1(0) deterministisch, und es folgt

Var[B] = Var[A(Y)].

Nun nehmen wir an, dass 1I keine NEP ist. Die Funktion IT ist monoton wach-
send, und nach Voraussetzung ist die Funktion —A auch monoton wachsend.
Nach Lemma 2.1.1 folgt

Cov(A(Y),IL(Y)) = E[A(Y)II(Y)] — E[A(Y)]E[II(Y)]

Also folgt

]

Bemerkung 2.1.3. Fir ein konstantes Auszahlungsspektrum A ist A/K monoton
fallend.
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2.2 Martingale

Es sei (2,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.2.1. Fine Familie F = (%), von Sub-o-Algebren von F heifit eine
Filtration, falls 7, C % fir alle 0 < s <t < oc.

Es sei F = (#,)iecr, eine Filtration.

Definition 2.2.2. FEin stochastischer Prozess X heifit adaptiert, falls fiir jedest € R,
die Zufallsvariable X, beziiglich %, messbar ist.

Definition 2.2.3. Es sei X ein adaptierter Prozess mit X, € £ fiir alle t € R...
(a) X heifst ein Martingal, falls

E[X; | %) = Xs P-fast sicher fir alle 0 < s <t < oco.

(b) X heifit ein Submartingal, falls

E[X; | Zs] > Xs P-fast sicher fir alle 0 < s <t < oo.

(c) X heifit ein Supermartingal, falls

E[X;| %] < X5 P-fast sicher fir alle 0 < s <t < o0.

Definition 2.2.4. Ein Martingal M heifit quadratintegrierbar, falls M, € £? fiir alle
teR,.

Lemma 2.2.5. Es sei M ein quadratintegrierbares Martingal. Dann gilt
Cov(My — Mg, M, — M,,)) =0 firale0<s<t<u<v<o.
Beweis. Es gilt

Cov(M, — My, M, — M,)

E[(My = My)(M, — M,)]
[E[(M — M)(M, — M,) | uH
[(Mt - Ms) E[Mv Mu ’ u]] =

N

E
E

-~

=0

Lemma 2.2.6. Es sei M ein quadratintegrierbares Martingal. Dann gilt

E[(M; — M,)?] = E[M} — M?] fiir alle 0 < s <t < o0.
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Beweis. Es gilt

E[(M, — M,)*|.%,] = E[M? — 2M, M, + M? | Z]
[M?| 7] — 2ME[M, | F,| + E[M? | .Z,]

(M| F] = 2M7 + MS = E[M? — MZ| 7],

E
E
und daher

E[(M, — M,)’] = E[E[(M; — M,)*| Z]| = E[E[M} — M7 |.7,]] = E[M} — MZ].

2.3 Der Satz von Hattendorf
Bekanntlich gilt Y = min{T, 7}.
Definition 2.3.1. Wir definieren den Prozess
N = Ty c0f-
Bemerkung 2.3.2. Dann g¢ilt
Ne = Tyt (t) = Liy<y = Tpg(Y)
fur allet € R,
Definition 2.3.3. Wir definieren die kanonische Filtration (%;)icr, durch
Fi:=0(Ns:s€]0,t]), teRy.
Bemerkung 2.3.4. Dann g¢ilt
Fr=0{Y <s}:s€]0,t]) =c(min{Y,t}) V{Y =t}, teR,.

Die Filtration enthdlt also zur Zeit t genau die Information, mit der man entscheiden
kann, ob und gegebenenfalls wann 'Y bis zur Zeit t eingetreten ist oder nicht.

Definition 2.3.5. Die kumulierte Sterblichkeitsintensitit fiir Y ist gegeben durch

Ay(t) == /( 1 irw.

0,4] 1- FY(U_>
Ist Y absolutstetig mit Dichte fy, so definieren wir die Sterblichkeitsintensitit
t
)\y(t) = —fy( )

1 Fy(t)
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Lemma 2.3.6. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es gilt limy, Ay (t) = oo.
(ii) Es gilt entweder T = 0o oder sowohl T < oo als auch Fy(t—) = 1.
Beweis. Ubung. ]

Betrachten wir kurz die Situation 7 < oo und Fy (7—) = 1. Dann gilt 7 = t;,ax. In
der Tat, wegen 7 € (0, tyax] gilt 7 < tax. Auberdem gilt

P(T>7) <Pmin{T,7} =7) =P =171)
=1-PY <7)=1-F(r—) =0,
und es folgt
tmax =sup{t e R, : P(T'>t) > 0} < 1.

Also ist 7 das maximale Restalter. Damit ist anschaulich klar, dass fiir ¢ T 7 die
kumulierte Sterblichkeitsintensitit zur Zeit ¢ gegen oo geht.

Bemerkung 2.3.7. Bekanntlich gilt
Fy = Flj ) + 170
und

Fy(ds) = Lo (s)F(ds) + (1 — F(7=))3,(ds)
= Lo (s)F(ds) + (1 — Fy(r—))d,(ds).

Lemma 2.3.8. Fulls 7 < oo, so gilt

1 F(r— 1
Ady(r) = 4 b falls F(1—) < 1,
0, falls F(t—)=1.
Beweis. Es gilt AFy (1) =1— F(7—) und
. . 1
AAy (1) = 1%1?8 (Ay (1) = Ay (T — h)) = 1}1?8 o Ty(u—)dFY(u)

1
- /{T} 1- FY(U—)dFYm)'

Bemerkung 2.3.9. Wir nehmen ab sofort an, dass F(7—) < 1, sofern 7 < co.
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Lemma 2.3.10. Es sei A C (s,00) ein Teilintervall fir ein s € [0,7). Dann gilt

P(Y € A)

P(Y € A| Z) = TMIL{Y>S}

P-fast sicher.

Beweis. Die Zufallsvariable auf der rechten Seite ist .%,-messbar. Das Mengensystem
Go={{Y >r}:re0,s]}
ist ein N-stabiles Mengensystem mit .#; = 0(%;). Auferdem gilt fiir jedes r € [0, s

IED(YeA)Il 1 P(Y € A4)
1— Fy(s) 220> = piy >y)
= IP(Y - A) = E[H{YeA}l{Y>r}L

E PHY > r}n{Y > s})

da nach Voraussetzung A C (s,00) C (r,00), und somit

(YeAn{y >r}={Y € A}

Definition 2.3.11. Wir definieren den Prozess M durch
Mt = Nt—/ dAY(U), t€R+
[0,tAY]

Hierbei nennen wir den Prozess

(/ﬂo,m dM“))t% - (/W T%MY(”)EM

den Kompensator von N.

Im Rahmen der allgemeinen Semimartingal-Theorie stochastischer Prozesse ist
dieser Prozess der previsible Kompensator NP.

Bemerkung 2.3.12. Fir allet € Ry qilt

/ dAy(U) :/ ]lﬂg}y]](u)d/\y(u)
[0,tAY] [0,¢]
= / ﬂ[u,oo) (Y)dAy(u) = / ﬂ{ugy}d/\y(u).
[0,¢]

[0,¢]

Ist Y absolutstetig mit Dichte fy, so gilt

/ dAy (u) = / Ay (u)du.
[04AY] [0,tAY]
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Satz 2.3.13.

(a) M ist ein rechtsstetiges Martingal mit Mo = 0 und My = My fir allet >Y.

(b) Falls T < 00, so ist M stetig im Punkte T.
Beweis.

(a) Wegen Y > 0 und F(0) =0 gilt

My = 1y(Y) — Ay ({0}) = 0.
Weiterhin gilt fiir t > Y
N, =1= Ny und

/ dAy(U) _/ dAy(U),
[0,tAY] [0,Y]
und daher M, = My-.

Es ist klar, dass M ein adaptierter Prozess ist. Aufierdem gilt M, € Z! fiir alle
t € Ry. In der Tat, es gilt

E[[Mi]} < E[Lpg(Y)] + E[Ay (Y A 1))

—P(Y €[0,1]) +E[ / Loy (u)dAy ()

[0,¢]
1
= Fy(t) + Fy(t) = 2Py (t) < 2.

Falls 7 < oo, so gilt M; = M, fiir alle ¢ > 7. Daher geniigt es, zu zeigen, dass
E[M;|.Z,] = M, P-fast sicher fiir alle 0 < s < t < oo mit ¢t < 7. Mit Hilfe des
Satzes von Fubini fiir bedingte Erwartungen erhalten wir P-fast sicher
E[M,| %) = E[N, | Z.] - E[/ dAy (1) ‘ %1
[0

AAY]

FEQgY) [ F] = | Ellpueo) (V) [ F]dAy (u)
(s,t]

= M;+P(Y € (s,t]| F) — /( ) P(Y € [u,00) | Fs)dAy (u).
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Zweimalige Anwendung von Lemma 2.3.10 ergibt P-fast sicher

o o) — P(Y € [u,00))
/w] P(Y € [u,00) | Z)dAy ( )_/w] e

. 1— Fy(U—) 1
“len [ TR TR
P(Y € (s,t])

_ S ES )y L= PY € (s 4] 7).
]P)(Y>8) {Y>s} ( G(S ” )

]1{Y>s} dAy (u)

Die Rechtsstetigkeit des Martingals M ergibt sich sofort aus Definition 2.3.11.

(b) Es gelte 7 < co. Wir setzen

Nf:—/ dAy(w), teR..
[0,tAY]

Dann gilt M = N — N?. Nach Definition 2.3.1 gilt aukerdem N = Ly . Falls
Y < 7,50 gilt AN, = AN? = 0, und daher AM, = 0. Falls Y = 7, so gilt
AN, = 1. Wegen Fy(7—) < 1 gilt nach Lemma 2.3.8, dass AAy(7) = 1. Also
gilt AM, = 0.

O
Im Beweis von Satz 2.3.13 hatten wir benutzt:

Satz 2.3.14 (Satz von Fubini fiir bedingte Erwartungen). Es seien (,.%,P) ein
Wahrscheinlichkeitsraum und (X, 2, 1) ein endlicher Mafiraum. Es sei f : (Q X
X, 7 ® Z) — Ry eine produktmessbare, nichtnegative, beschrinkte Funktion. Wei-
terhin seien ¢ C % eine Sub-o-Algebra, und es sei g: (A x X, 9 ® Z7) — Ry eine
produktmessbare, nichtnegative, beschrinkte Funktion, so dass fir jedes x € X die
Abbildung g(-,x) : (2,9) — R, eine Version der bedingten Erwartung E[f(-,z)|¥]
wst. Dann gilt

E{ | ot

Beweis. Nach dem Satz von Fubini ist

/X () Q> R,

g} :/ g(+,x)u(dz) P-fast sicher.
X

beschriankt und .#-messbar, und

/X g, 2)u(dz) : @ > R,
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ist beschrinkt und ¢-messbar. Aukerdem gilt fiir jede nichtnegative, ¢-messbare
Zufallsvariable Z : 2 — R, nach dem Satz von Fubini

8|2 [ stomtan)]| = [ Blzstutan)
- [ Bizgtolutdr) =22 [ gomian)].
Il

Bemerkung 2.3.15. Beim Beweis von Satz 2.3.13 hatten wir den Satz von Fubini
fiir bedingte Erwartungen (Satz 2.3.14) fir 0 < s <t < oo angewandt mit

(Xv %nu) = ((S7t]78((57t])7AY(du))7
fCu) = Ty (Y),

G = F,
_ P(Y € [u,00))
g(-u) = 1= Ry (s) Liyssy,

und so hatten wir erhalten

P(Y
E / Lju,00)(Y)dAy (u) | Z :/ (Y € [u. OO))]l{y>s}dAy(u) P-fast sicher.
(] s L= Fy(s)

Beispiel 2.3.16. Wir nehmen an, dass 7 = oo und T ~ Exp(1) (reine Todesfallver-
sicherung). Dann gilt auch Y ~ Exp(1), und fir alle t € R, gilt

FY(t) =1- exp(—t),
fY(t) = eXp(_t>7

Also gilt nach Bemerkung 2.53.12

M, = ]l[ypo[[(t) — / du

[0,tAY]
= Tpeet(t) = (Fpoy1() + Y Iper(®))
= —Zf]l[[o,y[[@) -+ (1 — Y)IL[[Y,oo[(t)-



In Ubereinstimmung mit Satz 2.3.13 gilt fiir jedes t € R

E[M,] = E[ — tlpyp(t) + (1 — Y)IL[[Y,OO[[(t)]
= —(P(Y > 1) + E[(1 - Y)Tjy(Y)]

= —texp(—t) + /Ot(l — u) exp(—u)du
= —texp(—t) + <1 - exp(—t)) + (t exp(—t) + exp(—t) — 1> = 0.

Beispiel 2.3.17. Wir nehmen an, dass T = oo und dass T diskret verteilt ist mit

Dann gilt
1
Fy = 51[1,2) + 12,00

Es folgt

1
My = Ly oog(t —/ —dFy(u
R OB I v e U0

1
= Ipyeor(t) — (51[1,00)(15 AY) 4 Loy (t A Y)>

=

1
[veof (t) — (51[1,00)(75) + 1j2,00) (t)ﬂ{Y=2}>

(Lyy=1y = Ly=2)) Lj1.00) (1)

N | —

Hieraus sehen wir auch
E[My] =0 fir alle t € R,.

Satz 2.3.18. M st ein quadratintegrierbares Martingal, und es gilt
E[(M, — M,)?2] = / (1= AAy(w)dFy(u) fiir alle 0 < s < t < oo.
(s:t]

Beweis. Es gilt

M, = IL{Y<t}—/ Liu<yydAy (u).
(0,2]
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Also gilt mit dem Satz von Fubini

2
(]1{5<Y§t} —/ ﬂ{ugy}d/\Y(U)> ]
(s,t]

=E[ljcren] - QE{ /( ) 1{S<Yﬁt}1{USY}dAY(U)}

E[(M, — M, = E

+E[ /( y /( y ﬂ{uSY}ﬂ{vSY}dAY(U)dAY(’U)]
— By () — Fy(s) — 2 /W] P(Y € [u, £])dAy (u)
4 /w /(s’t] P(Y > max{u, v})dAy (u)dAy (v).

Mit dem Satz von Fubini erhalten wir

/( ) / B0 2 max{u ey (w)dhy (2

/ / PY > v)dAy (u)dAy (v +/ / PY > u)dAy (u)dAy(v)

(s,t] J (s,0] (s,t]  (v,t]

IP) Y > U dAy dAy +/ / ]P) Y > Uu dAy( )dAy(U)
t] J (v,t]

/(st [u,t] (s,
/ / PY > v)dAy (v)dAy(u +/ / PY > v)dAy (v)dAy (u)
(s,t] o [u,t] 2] u,t]

_ /St /{U}P(sz)dAy(v)dAy(u)
_2/”]/[M] | — Fy(v—))dAy (v)dAy (u /st] (1= By (u—)) Ay (u)dy (1),

Wir zeigen nun, dass beide Integrale endlich sind. Wegen

1
1—Fy(v-)

// (1 — Fy (v—))dAy (0)dAy (u //dFy YdAy (1)
(5,t] J [u,t] st ut]

u-)
/(M]IP(YE [u, t])dAy (u) = /M 1_Fy( ) dFy (u) < 1.

Ay (dv) = dFy (v)

gilt
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Wegen
A W Ry T R
gilt aulkerdem

Weiterhin folgt

Fy(t) — Fy(u—)
/M P(Y € [u, f])dAy (u) = /M s ),

so dass dieses Integral insbesondere endlich ist. Wir erhalten E[(M; — M;)?] < oo mit

E[(M; — M,)?] = Fy(t) - Fy(s) -2 / BB 15y ()

41— Fy(u—)

Fy(t) — Fy(U—) . U u
i 2/(s,t] 1 — Fy(u—) Ay (u) /(Svt} Av

_ /( (0= AN (0)dF o).

O

Ein stetiger linearer Operator 7' € L(X,Y') zwischen zwei normierten Riumen X
und Y heifst bekanntlich eine Isometrie, falls

|Tx| = ||| fiir alle z € X.
Sind X und Y Hilbertraume, dann ist T € L(X,Y") genau dann eine Isometrie, wenn
(Tx, Ty) = (x,y) firalle x,y € X.

Sind £ C X ein dichter Unterraum und 7" € L(X,Y’) ein stetiger linearer Operator,
so dass

|ITz| = ||z]| fir alle = € &,

dann ist 7" eine Isometrie. In der Tat, fiir jedes z € X existiert eine Folge (z,,)nen C €,
so dass x,, — x, und es folgt

lim Tz,
n—oo

ITz| = HT( lim xn>
n—0o0

= lim [|Tz,[| = lim [z, = [lz]/
n—oo n—oo
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Satz 2.3.19. Fiir jedes f € Z*(R,B(R,), (1 — AAy)dFy) gilt

E

2
( f(u)dMu) ] = [ fu)?(1 —AAy(u))dFy(u).
Ry Ry
Mit anderen Worten, die lineare Abbildung
I:L*(R,,B(R,), (1 - AAy)dFy) — L*(Q,.7,P), I(f) = f(u)dM,

ist eine Isometrie zwischen Hilbertraumen.

Beweis. Es sei £ der Raum aller Treppenfunktionen

f= Z cj]l(tj,tjﬂ]
j=1

mitn €N, ¢,...,c, ERund 0 <t; <...<t,y1. Da & dicht in
L* (R, B(Ry), (1 — AAy)dFy)

liegt, geniigt es, zu zeigen, dass I eine Isometrie auf £ ist. Sei also f € & beliebig.
Dann gilt mit Lemma 2.2.5 und Satz 2.3.18

( [ f(U)dMu>2 (Z(M - Mmﬂ

j=1
= Z Z Cjck]E[(Mth - Mtj)(Mtk+l - Mkz)] = Z C?E[(Mthrl - Mtj)Q]
j=1

1=1 k=1
n
_ 2
- Z ¢ /
j=1 (t

= | J@?(1 = Ay (w)dFy (w).

E =E

(1= Ay ()P (1) = | 30601 = A () dF ()

3otit1 + j=1

]

Bemerkung 2.3.20. Man kann zeigen, dass die previsible quadratische Variation
(M, M) gegeben ist durch

(M, M), = /Mu — AAy()dFy(w), teR,.

Also bestdtigt Satz 2.3.19 die bekannte Ité-Isometrie

([ nan)

t
E :E[/ Hfd(M,M)S], teR,.
0
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Der Barwert eines LVV war definiert durch

AW 1

SR oy KoM

und nach dem Aquivalenzprinzip gilt E[B] = 0. Wir nehmen nun immer an, dass

s[4

K) < 00

Definition 2.3.21. Der Verlust des Versicherungsunternehmens bis zur Zeit t € R,
ist definiert durch

L(t) := E[B| 7).

Bemerkung 2.3.22. Der Verlust ist also der bedingle erwartete Barwert, gegeben
die Information, ob der Leistungszeitpunkt Y bis zur Zeit t eingetreten ist oder nicht.

Satz 2.3.23. Fiur jedest € Ry gilt P-fast sicher

(A 1 V(t) 1
80 = (5~ o ™ 1+ (5~ ), g0 10

Beweis. Ubung. ]

Bemerkung 2.3.24. In Hinblick auf die Definition des Barwertes liefert Satz 2.3.23
eine intuitive Charakterisierung des Verlustes bis zur Zeit t. Genauer:

e Fullst >'Y, der Leistungszeitpunkt also bereits eingetreten ist, so erhalten wir
die bekannte Definition des Barwertes.

e Fullst <Y, der Leistungszeitpunkt also noch bevorsteht, so erhalten wir eine
analoge Darstellung, bei der Y durch t ersetzt ist. Auflerdem ist das Auszah-
lungsspektrum A durch das Nettodeckungskapital V' ersetzt. Dies ist intuitiv klar,
da der Leistungszeitpunkt ja noch nichi eingetreten, und vom Versicherungsun-
ternehmen abzudecken ist.

Bemerkung 2.3.25. L ist ein Martingal mit L(0) = 0 und lim;_,, L(t) = B P-fast
sicher.

Das Martingal L ist gemaf Definition 2.3.21 zu jedem Zeitpunkt ¢ nur P-fast sicher
eindeutig bestimmt. Aus der Theorie stochastischer Prozesse ist bekannt, dass L eine
cadlag-Version (und damit insbesondere eine rechtsstetige Version) besitzt. In der
vorliegenden Situation konnen wir eine solche Version explizit hinschreiben:
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Satz 2.3.26. Fir jedest € Ry gilt die Darstellung

K@) dM, P-fast sicher.

Insbesondere hat L eine rechtsstetige Version

Beweis. Es gilt

/ Aw) = V() o [ AW V() Aw) = V() )
(0,t] K(u) h (0,4] K(u) b JOAAYT] K(u) i
K(y) el oanvy K (u)
C(AY) V(YY) Aw) = V() o
- (K(Y) RY) /ﬂo,w Ky >)1{Yﬁ”

— </(O,t] %dl\y(uo Ly >y

Nach Satz 2.3.23 ist also zu zeigen

<K(Y) _/ ¥ Kts) (s ))ﬂ{yq}
(ﬁ )> fz B;)) 10¥] %d/\y(uo Ly <y
1

— ( ong(S 8)ﬂ{y<t} < QJF/HOYHWW\Y(U))H{YQ}

und

(% Lo Kts) (s)) Liysy = _</(0,t] —A(u;(?u‘)/(u) dAy(U)) Livsny

Also ist zu zeigen

VY AL Lo AW -V(w)
RV AD) ‘/[[o,mu O /ﬂo,mu @ v

K(u)
Nach der Thieleschen Integralgleichung (Satz 1.2.34) gilt
V(t) 1 / A(u) — V(u)
2 ani(s) — [ 2 Woanw), te o).
KO~ Joo KO Joy Ky M 0T

Im Fall 7 < oo beachten wir noch:
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e M ist nach Satz 2.3.13(b) im Punkte 7 stetig. Also ist die rechte Seite der
behaupteten Gleichung auch im Punkte 7 stetig.

e [ ist im Punkte 7 stetig. Dies folgt aus der Darstellung in Satz 2.3.23, sowie
Lemma 1.2.27.

Abschliefsend folgt die behauptete Rechtsstetigkeit aus der Rechtsstetigkeit von M;
siehe Satz 2.3.13(a). O

Definition 2.3.27. Es sei (t;)ien, eine Folge mit to = 0 und t;_y < t; fiir allei € N,
Hierbei sind t;_1 < t; Zeitpunkte des Beginns bzw. Endes von Versicherungsperioden.
Wir setzen

L':= L(t;) — L(t;_y), i€N
fiir den Verlust der i-ten Versicherungsperiode.

Satz 2.3.28 (Satz von Hattendorf). Fiir den Verlust eines LVV unter dem Aquiva-
lenzprinzip gilt

E[L(t)] =0 fir allet € Ry und
E[L] =0 fir alle i € N.

Ist zudem

M 2 - u u) < oo fur alle
/[O,t]( K (u) ) (1= Ay (u)dFy(u) < fir alle t € Ry,

so gelten zusdtzlich folgende Aussagen:
(a) Es gilt E[L7T' | %] = 0.
(b) Es gilt Cov(L?, L*) = 0 fiir alle j,k € N mit j # k.

(¢) Fir die Varianz des Verlustes gilt

(M>2(1 — ANy (w))dFy (u), teR,.

Var[L(t)] = / K(a)

[0,¢]

(d) Fiir die Varianz des Barwertes gilt

Var[B] = /R+ (W) (1 — AAy(u))dFy(u) € [0, 00].
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Beweis. Nach Bemerkung 2.3.25 ist L ein Martingal, so dass die ersten beiden Iden-
titdten folgen. Nun gelte die Integrierbarkeitsbedingung.

(a) Folgt, da L ein Martingal ist.
(b) Folgt mit Lemma 2.2.5, da L ein quadratintegrierbares Martingal ist.

(c) Nach Satz 2.3.26 gilt

_ [ Alw) = V()
L(t) = /M K@) dM,, teRy.

Also folgt die behauptete Formel aus Satz 2.3.19 mit der Funktion

Au) = V(u)

]]_[0715] .

(d) Nach Satz 2.3.26 und Bemerkung 2.3.25 gilt P-fast sicher

B = lim L(t) = /R %dm.

Also folgt die behauptete Formel aus Satz 2.3.19 mit der Funktion

O

Bemerkung 2.3.29. Die Gesamtvarianz des Verlustes lafit sich also in die Summe
der Varianzen der einzelnen Versicherungsperioden aufspalten.



Kapitel 3
Statische Modelle

Bei statischen Modellen werden die gesamten Schéden iiber eine feste Periode, etwa
ein Jahr, aus Sicht des Versicherungsunternehmens (VU) modelliert.

3.1 Modelle fiir den Gesamtschaden in einer Versi-
cherungsperiode

Es sei (2, .#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

3.1.1 Individuelles Modell

Wir betrachten ein Portfolio mit n € N versicherten Risiken (Versicherungsvertrigen).
Es seien Yy, ... Y, :  — R, unabhingige, nichtnegative Zufallsvariablen. Hierbei ist
Y; die (zuféllige) Schadenhéhe der i-ten Police.

Definition 3.1.1. Der Gesamtschaden des ganzen Portfolios im individuellen Modell
st gegeben durch

Sind = Z Y.
i=1
Bemerkung 3.1.2. Wegen der Unabhdngigkeit gilt

Po(Yy,....Y,) =(PoY]))®...0 (PoY,).

3.1.2 Kollektives Modell

Es sei (X;)ien eine Folge von positiven Zufallsvariablen X; : Q — (0, 00). Weiterhin
sei NV : Q — Ny eine ganzzahlige Zufallsvariable.

37
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Definition 3.1.3. Der Gesamtschaden im kollektiven Modell ist gegeben durch

N
Skoll = Z X;.
i=1

Bemerkung 3.1.4. Die Zufallsvariablen X1, ..., Xy > 0 sind die in der Versiche-
rungsperiode auftretenden Schiden, deren Anzahl N € Ny nun zufdllig ist. Die Scha-
denhéhen sind hierber nicht mehr individuellen Policen zugeordnet.

Definition 3.1.5. Wir sprechen von einem Standardmodell der kollektiven Risikotheorie,
wenn die Zufallsvariablen (X;)ien unabhingig und identisch verteilt mit X, € £ und
Fx,(0) = 0 sind, und wenn die Zufallsvariable N unabhdingig von der Folge (X;);en
151.

3.1.3 Modelle fiir die Schadenhohenverteilung

Zur Modellierung der Verteilung der Schadenhéhen X; verwendet man gerne absolut-
stetige Verteilungen mit unimodalen Dichten auf (0, co).

Definition 3.1.6. Eine Funktion f : (0,00) — R, heifit unimodal mit Modus bei x €

(0,00), falls f auf (0,z) streng monoton wachsend, und auf (x,00) streng monoton
fallend ist.

Es folgen einige wichtige SchadenhSéhenverteilungen.

Beispiel 3.1.7. Die Gammaverteilung T'(«, 8) fiir o, 8 > 0 hat die Dichte

flx) = Fﬁ(a)x“_le_ﬁx, x>0,
wobel
INa) = / t*te~tdt.
0
Es gilt:

o Fira <1 st f monoton fallend.

o Fira > 1 ist f unimodal mit Modus bei

a—1

B

e I'(1,5) = Exp(p).
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Man bezeichnet o als Formparameter und B als Skalenparameter.

Beispiel 3.1.8. Die Weibull-Verteilung WB(c, T) fir ¢,7 > 0 hat die Dichte

flx)=cra™ e 2>0.
Es gilt:
o Fir T <1 st f monoton fallend.

o Fijrt>1 st f unimodal mit Modus bei
r—1\Y"
(=)

Man bezeichnet T als Formparameter und ¢ als Skalenparameter.

e WB(e, 1) = Exp(c).

Beispiel 3.1.9. Die Log-Normalverteilung LN (u, 0?) fiir p € R und 0® > 0 hat die
Dichte

1 Inx — )
f(x):mexp(—%), x > 0.

Es gilt:
o f st stets unimodal mit Modus bei e*.
e Fiir X ~ LN(u,0?) gilt In X ~ N(p, 0?).

Beispiel 3.1.10. Die Log-Gammaverteilung LT («, 5) fir o, 5 > 0 hat die Dichte

flx) = %(ln 2)* 1 g (2), x> 0.

Es gilt:
o Fir X ~ LI(«a,pB) gilt In X ~ ['(«, B).

Beispiel 3.1.11. Die Burr-Verteilung Burr(a, 7,0) fiir o, 7,0 > 0 hat die Dichte

fla) = %(g)H (1 + (§>T> _(a+1), x>0,

Es gilt:
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o Fir T > 1 ist f monoton fallend.
o FirT <1 ist f unimodal.

o Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

Flz)=1- <1 + (g)T)a z > 0.

Beispiel 3.1.12. Die Pareto-Verteilung (Typ I) Par(k, &) fiir k,a > 0 hat die Dichte

[0}

flz) = Wﬂ[m,oo)<$), z > 0.
Es gilt:

o Die Verteilungsfunktion ist gegeben durch

F(z) = (1 - “—) Loy (), 2> 0.

xa

o Fira>1 und X ~ Par(k,«) gilt

3.1.4 Modelle fiir die Schadenanzahlverteilung
Folgende Modelle fiir die Verteilung der Schadenanzahl N sind populér.

Beispiel 3.1.13. Die Binomialverteilung Bi(n,p) mit Parametern n € N und p €
[0,1] hat den stochastischen Vektor

n
w0 = ()a-prt k=0
Es gilt Bi(1,p) = Ber(p).

Beispiel 3.1.14. Die Poisson- Verteilung Pois(\) mit Parameter X > 0 hat den sto-
chastischen Vektor

(k) =e =, keN,.
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Bemerkung 3.1.15. Nach dem Grenzwertsatz von Poisson gilt
AN w oo L
Bi <n, —) — Pois(\)  fiir jedes A > 0.
n
Es gilt also
Bi(n, p) = Pois(np) fir grofe n € N und kleine p € (0,1).

Die Poisson-Verteilung ist also gut fir grofie Portfolios mit kleinen Schadenswahr-
scheinlichkeiten geeignet.

Beispiel 3.1.16. Die negative Binomialverteilung NB(5, p) mit Parametern B > 0
und p € (0,1) hat den stochastischen Vektor

w0 = (T T ke,

wobei

<B+k—1)  BHE-1)(B+Ek—=2)-...-p
k o k! '

FEs gilt NB(1,p) = Geo(p).

Falls 5 € N, so ist jedes w(k) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei unabhéngigen
Bernoulli-Experimenten k£ Fehlversuche vor den ersten g Erfolgen auftreten.

3.2 Berechnung der Gesamtschadenverteilung

3.2.1 Faltungen und erzeugende Funktionen

Definition 3.2.1. Fir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle p und v auf (R, B(R)) ist die
Faltung p x v definiert durch

(s )(B) = [ [ 1ala+puldnvian). B eBR).

Definition 3.2.2. Es seien F' und G zwei Verteilungsfunktionen. Dann heif$t die
Funktion F x G gegeben durch

(F*G)(m):/F(m—t)G(dt), reR

R

die Faltung von F und G.
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Lemma 3.2.3. Es seien p und v zwei Wahrscheinlichkeitsmafe auf (R, B(R)) mit
Verteilungsfunktionen F' und G. Dann ist die Verteilungsfunktion von p* v gegeben
durch F x G.

Beweis. Es gilt
(15 1) (00, 1]) = / / Loy + ) F(dx)C(dy) = / / Ly 1y F(d2)G(dy)
~ [ [ tearnranciay = [ Fie-géi,

]

Satz 3.2.4. Fs seien X und Y zwet unabhdngige Zufallsvariablen mit Verteilungs-
funktionen F und G.

(a) Die Verteilungsfunktion von X +Y ist gegeben durch F x G.

(b) Ist X absolutstetig mit Dichte f, so ist X +Y absolutstetig mit Dichte
hR—R,, hlz)= / o — H)G(db).
R
(c) Sind X undY absolutstetig mit Dichten f und g, dann gilt

h(x):/Rf(x—t)g(t)dt:/Rf(t)g(x—t)dt, rER.

Beweis. Ubung. O]
Definition 3.2.5. Es sei yu ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R, B(R)).
(a) Wir setzen u*¥ := .

(b) Fir jedes n € N setzen wir

n mal
Entsprechend fiithren wir ein:
Definition 3.2.6. Fs sei F' eine Verteilungsfunktion.

(a) Wir setzen F** .= 1, .
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(b) Fiir jedes n € N setzen wir

Fr'"=Fx.. . xF.
—_—

n mal

Definition 3.2.7. Fs sei X eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion F.

(a) Die auf Mx := {t € R:E[e!*] < 0o} definierte Funktion

Ut My Ry, Ux(t) = Ele¥] = / e F(dz)

R

heifit die momentenerzeugende Funktion von X bzw. F.

(b) Die auf A% = {t > 0:E[t¥] < co} definierte Funktion

bx MY SR, dx(t) = E[Y] = /  F(dz)

R

heif$t die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von X bzw. F.

(¢) Die Funktion

xx :R—=C, xx(t):=E[e"] = / e F(dx)
R

heif$t die charakteristische Funktion von X bzw. F.

Bemerkung 3.2.8.

(a) Man nennt t — x(—t) auch die Laplace-Transformierte von X bzw. F.

(b) Die charakteristische Funktion wird oft auch als Fourier-Transformierte bezeich-
net.

Satz 3.2.9 (Eindeutigkeitssatz).
(a) Besitzt Mx einen inneren Punkt, so ist F' durch ¥x eindeutig bestimmit.
(b) Besitzt A% einen inneren Punkt, so ist F durch ¢x eindeutig bestimmi.

(c) F ist durch xx eindeutig bestimmd.
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Beweis. Wir beweisen Teil (b) fiir den Fall, dass X Werte in Ny annimmt. Dann gilt

ox(t) =D t"P(X =k) fiir alle t € (0,1).
k=0

Wegen der geometrischen Reihe 1aft sich ¢x auf das Intervall (—1, 1) fortsetzen, und

es folgt
oP(0) = nIP(X =n) fiir alle n € Ny,
und daher
(n)(o)
P(X =n) =X ‘ fiir alle n € Ny,
n!
was die Eindeutigkeit der Verteilung von X beweist. O

Der Beweis zeigt, warum wir ¢x die wahrscheinlichkeitserzeugende Funktion von

X nennen.

Satz 3.2.10. Es seien X1,..., X, unabhingige Zufallsvariablen, und es sei

(a) Es gilt

(b) Es gilt

(c) Es gilt

Beweis.

k=1

¢Sn(t) = wak(t)’ te ﬂ '%Xk-'
k=1

k=1

65, (t) = [[ ox.(t), te ()2,
k=1

k=1

xs. () = [[xn(®), teR
k=1
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(a) Wegen der Unabhéngigkeit der Zufallsvariablen X, ..., X, gilt
Vg, (t) = B[] = E[H etxk] = [[EE™] =] ¢x. ().
k=1 k=1 k=1
(b) Wegen der Unabhédngigkeit der Zufallsvariablen X7, ..., X, gilt
s, (t) = E[t™] = E[Htxk] = [TEE] =[] ¢x.()-
k=1 k=1 k=1

(c) Wegen der Unabhédngigkeit der Zufallsvariablen X7, ..., X, gilt

n

XSn(t) _ E[eitSn] _ E{Heith} _ HE[eitX’“] _ HXXk(t>'

k=1

Satz 3.2.11. Fir X ~I'(«, ) gilt

Xx(t): (ﬁfzt)a’ teR.

Satz 3.2.12. Fir unabhdngige Zufallsvariablen X ~ I'(«a, ) und Y ~ T'(a, B) gilt
X+Y ~T(a+a,p).

Beweis. Nach Satz 3.2.10(c) und Satz 3.2.11 gilt fiir alle t € R

vt =xon = (722) (75) = (25)

Mit dem Eindeutigkeitssatz (Satz 3.2.9(c)) folgt X +Y ~ I'(a + &, B). O

Satz 3.2.13. FEs sei N eine Ng-wertige Zufallsvariable.
(a) Falls Po N = Bi(n,p), dann gilt 4% = (0,00) und
on(t) =1 —p+pt)".
(b) Falls Po N = Pois()), dann gilt 4%, = (0,00) und

¢N(t) = 6_/\(l_t).
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(¢) Flls P o N = NB(8,p), dann gilt .45 = (0, L) und

1-( —p)t)‘ﬁ'

p

ovlt) = (

Bewess.

(a) Fiir jedes t > 0 gilt nach dem binomischen Lehrsatz

on(t) = B = S4BV = 1) = 3 () -

=5 (3 onra - ==

k=0

(b) Fiir jedes t > 0 gilt wegen der Exponentialreihe

on(t) = E[tN] = gtkP(N — k)= itk/]\g—]:e_)‘

2L (\t)k
— o Z ( k!) — oM — A
k=0

(c) Bekanntlich gilt

-1 _
((”: ) - (—1)k( ;‘) fiir alle o € R\ {0} und & € N.

und
(1+a) =3
k=

(T):pk fiir alle r > 0 und z € (—1,1).
0

k

Fiir jedes t € (0, l%p) folgt

on(t) =B[N =Y PN =k) =) ¢ (ﬂ “; a 1)pﬁ(1 —p)*
v (D)= = (D) - amm
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3.2.2 Formeln fiir die Gesamtschadenverteilung

Wir betrachten ein Standardmodell der kollektiven Risikotheorie. Die Zufallsvariablen
(Xi)ien C Z! sind also unabhingig und identisch verteilt, und N ist unabhingig
von der Folge (X;);en. Wir bezeichnen mit F' die Verteilungsfunktion von Xj. Der
Gesamtschaden ist gegeben durch

N
Skoll = Z X;.
i—1

Wir bezeichnen mit GG die Verteilungsfunktion von Sygy.

Lemma 3.2.14. Es gilt

G(z) = f: F™(z)P(N =n) fir alle z € R.

n=0

Beweis. Nach Satz 3.2.4(a) gilt

G(z) = P(Skon < ) _P(ZX, §a:) :ZP(ZX, <95,N:n)
= ?%IP(ZEZ;XZ < x)P(N —n) = nf%F*”(x)P(N:n)

Korollar 3.2.15. Fulls X, ~ I'(a, B), dann gilt
G(z) = ZFm,ﬁ(:c)]P’(N =n) fir alle x € R,
n=0

wobei Tgg = L, und I'yap fir jedes n € N die Verteilungsfunktion von I'(neo, ()
bezeichnet.

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.14 und Satz 3.2.12. O]

Satz 3.2.16. Es gilt

wskoll(t) = ¢N(wX1 (t)) fiir alle t € Mo,

wobei

'/{koll = {t ceR:te ,//Xl und Qﬂxl(t) € %]]\Df}
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Beweis. Wir setzen S, := Y | X; fiir alle n € Ny. Mit Satz 3.2.10(a) folgt
o (Ux, (1) = Evx, (t Z Yx, (O)"P(N =n) =) s, (P(N =n)
n=0

- Z Ele""|E[1{n=p)] = Z Ele"" 1in=n)]
n=0 n=0

= E[etSN] = ]E[etSkon] = wskoll (t)

[
Satz 3.2.17. Es gqilt
Dsion (1) = On (0, () fiir alle t € Mgy,
wobei
My ={teRt e My und ¢x,(t) € MY}
Beweis. Wir setzen S, := Y., X; fiir alle n € Ny. Mit Satz 3.2.10(b) folgt
On(x, (1) = E[ox, (t Z ¢x,(D"P(N =n) =Y o5, ()P(N = n)
n=0
= Z E[t5 |E[1{n=ny] = Z E[t™ 1in=p)]
n=0
= E[t™] = E[t"«] = ¢skou( )-
[

Das folgende Resultat zeigt, warum wir ¢ x die momentenerzeugende Funktion
von X nennen.

Satz 3.2.18. FEs sei X eine Zufallsvariable, so dass die momentenerzeugende Funk-
tion V¥x auf einer Umgebung der 0 existiert.

(a) ¥x ist in O beliebig oft differenzierbar, und es gilt

¢§?>(0) =E[X"] fir alle n € Ny.

(b) Es gilt E[X] = ¢/ (0).
(¢) Es gilt Var[X] = ¢%(0) — (/% (0))*.
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Beweis.
(a) Fir alle n € Ny gilt

(n) d"

¢X (O> = %

o5
t=0 dtr

wobei die Vertauschung von Differentiation und Integration aus dem Konver-
genzsatz von Lebesgue folgt.

Ele"] = E[X"e"]]i—o = E[X"],

t=0

(b) Folgt aus Teil (a).

(¢) Folgt aus Teil (a) und der Formel Var[X] = E[X?] — E[X]?.

Lemma 3.2.19. FEs sei N eine Zufallsvariable mit Werten in No. Dann gilt

]

Satz 3.2.20 (Erste Waldsche Gleichung). Es seien (Xi)ren C -Z' unabhingige,
identisch verteilte Zufallsvariablen und N € £ eine Zufallsvariable mit Werten in
No. Wir nehmen an, dass {N = n} und (Xg)k>ns1 fir alle n € Ny unabhdingig sind,
und setzen

S, = ZXk fur alle n € Ny.

k=1

Dann gilt Sy € £ und
E[Sn] = pE[N],

wobei p = E[X4].
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Beweis. Fiir jedes k € N sind die Zufallsvariable X und das Ereignis {N > k}
unabhéngig. Dazu zeigen wir, dass X} und {N < k} unabhéngig sind. In der Tat, fiir
jede Borelmenge B € B(R) gilt

k—1 k-1
P(Xy € BN <k)=)» P(X,€B,N=n)=> P(X; € BJP(N =n)
n=0 n=0

— P(X, € B)P(N < k).

Nun zeigen wir, dass Sy € Z'. In der Tat, nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz und Lemma 3.2.19 gilt

< E[Z | X } = E[Z IXk|Il{N2k}] = > E[| Xk Linsny]
k=1 k=1

E[|Xk[[E[Liv2r] = E[X1]] ) PN > k) = E[|X,[JE[N] < cc.

E[|Sn] =

Mg

T

1

Nun folgt mit dem Satz von Fubini und Lemma 3.2.19

- E{i){k} = [ZXk]l{N>k}] ZE (X Linz)

o0

Z E[1{nsry] = E[X1]

WE

P(N > k) = E[X;]E[N].

=
Il

1

]

Lemma 3.2.21. Es sei F = (%,)nen, eine Filtration. Weiterhin seien (Y )ken €in
F-adaptierter Prozess (das heifit Yy ist Fr-messbar fir jedes k € N) und (Zg)ren ein
F-previsibler Prozess (das heifit Z, ist Fy._1-messbar fir jedes k € N), so dass fiir
jedes k € N gilt:

o Vi, € L mit E[Yy] =0, und Yy, und Fy,_, sind unabhingig.
e 7, st beschrinkt.

Wir definieren den Prozess M = (My)nen, durch

M, = i YiZi.

k=1

Dann st M ein quadratintegrierbares F-Martingal mit My = 0 und

= iE[(YkaV] fiir alle n € N.



o1

Beweis. Nach Voraussetzung ist M ein F-adaptierter Prozess mit M, € £ fiir alle
n € Ny. Fiir jedes n € N gilt

E[M, — M, 1| %, 1] =E|Y,.Z, | %1 = Z, - E]Y,] = 0.

Folglich ist M ein quadratintegrierbares F-Martingal mit My = 0. Auferdem gilt nach
der diskreten Version von Lemma 2.2.6 fiir jedes n € N

E[M7] = ZE[le - M ] = ZE[(Mk — Mj_1)?] = ZE[(Yka)z]-

[]

Satz 3.2.22 (Zweite Waldsche Gleichung). Zusdtzlich zu den Voraussetzungen von
Satz 8.2.20 gelte (Xp)ren C L2 Dann gilt Sy — Nu € £? und

E[(Sy — Nu)?] = o*E[N],
wobei p = E[X;] und o = Var[X].
Beweis. Wir definieren die Filtration F = (%, ),en, durch
= 0(Xy, ., X Lv=oys - - -5 Liv=n})-

Weiterhin definieren wir den Prozess M = (M, )nen, durch

n

Mn = Z(Xk — ,u)]l{NZk}.
k=1

Dann ist M ein quadratintegrierbares F-Martingal. In der Tat, wir setzen
Y, =Xy —p und Zj :=lyspy fiiralle &k € N.
Dann gilt
M, = i Y. Z,, fiir alle n € N.
k=1
Auferdem gilt fiir jedes k£ € N:

(1) Yy ist Zr-messbar. Also ist (Yi)ren ein F-adaptierter Prozess. Weiterhin gilt
Y, € % mit E[Y;] = 0. Aukerdem sind Y3 und .%;_; unabhiingig, da nach
Voraussetzung X; und {N = n} fiir jedes n € {0,1,...,k — 1} unabhingig
sind.
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(2) Zy ist beschrankt. Aufsderdem gilt

k—1

(N <k} = J{N =j} € Ziy,

=0
und daher {N > k} € F,_,. Folglich ist (Zy)ren ein F-previsibler Prozess.

Also ist M nach Lemma 3.2.21 ein quadratintegrierbares Martingal, und es gilt fiir
alle n € N

E[M?] =Y E[(YiZ)*) = Y E[(Xi — 1)’ Lz

Im Beweis von Satz 3.2.20 hatten wir gezeigt, dass fiir jedes & € N die Zufallsvariable
X}, und das Ereignis {N > k} unabhéngig sind. Also folgt fiir alle n € N

E[M}] = ZE[(Xk — W)E[1 x>y

- iVar[Xk]]P’(N >k)=0"Y P(N>k).

k=1 k=1

Mit Lemma 3.2.19 folgt

lim E[M?] = o*E[N].

n—oo

Also gilt

sup E[M?] < oo,
neN

und folglich ist das Martingal M gleichméfig integrierbar. Nach dem Konvergenzsatz

fiir gleichmiRig integrierbare Martingale existiert ein Limes M, € £2, so dass M, Ig
2

M, und M, 2 M. Also gilt P-fast sicher

] N
Moo = lim M, =) (Xx— w)livay = )Xo = Np= Sy — N,
k=1 k=1

und somit Sy — Nu € £2. Wegen M, Z, M, folgt

E[(Sy — Np)?] = E[M2] = lim E[M?] = ”E[N].

n—oo
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Satz 3.2.23 (Variante der zweiten Waldschen Gleichung). Zusdtzlich zu den Voraus-
setzungen von Satz 3.2.22 gelte N € £?, und die Zufallsvariablen N, (Xy)ren seien
unabhingig. Dann gilt Sy € £? und

Var[Sy] = ¢*E[N] + p*Var[N],
wobei p = E[X1] und o = Var[X}].
Beweis. Nach Satz 3.2.22 gilt Sy — Nu € %2, und daher
Sy = (Sy — Nup) + Nu € L2
Nach den Sétzen 3.2.20 und 3.2.22 gilt

Var[Sy] = E[S}] — E[Sx]* = E[(Sy — Nu+ Np)’] — E[Sn]*
= E[(Sy — Np)’] + 2E[(Sy — Nu)Np] + E[(Np)*] — E[SN]”
= 0°E[N] + 2uE[(Sy — Nu)N] + p*E[N?] — i *E[N]?
= o’E[N] — p*E[N?] — p*E[N]? + 2uE[N Sy].

Wegen der Unabhéngigkeit von (X)ren und N sind (S, )neny und N ebenfalls unab-
hingig. Also folgt

ENSy] =Y E[nS,liv—n] = > nE[S,JE[Liy—p] = p Y _n’P(N =n) = uE[N?].

Nun erhalten wir
Var[S,] = O'QE[N] — ,LLQE[Nz} — IU,QE[N]Q + QMQIE[Nz}
= o’E[N] + p*(E[N?] — E[N]?) = 0*E[N] + p*Var[N].
O

Bemerkung 3.2.24. Bei der ersten Waldschen Gleichung (Satz 3.2.20) hatten wir
unter anderem vorausgesetzt:

(a) Fiir jedes n € Ny sind {N =n} und (Xy)g>nt1 unabhingig.

Im Beweis von Satz 3.2.20 hatten wir gesehen, dass dies folgende Eigenschaft impli-
ziert:

(b) Fiir jedes k € N sind Xy, und {N > k} unabhdngig.

Tatsdchlich konnten wir bei der ersten Waldschen Gleichung (Satz 8.2.20) Bedingung
(a) durch die schwdchere Bedingung (b) ersetzen; bei der zweiten Waldschen Glei-
chung und dessen Variante (Sdtze 3.2.22 und 3.2.23) jedoch nicht. Genauer gesagt
bendtigen wir Bedingung (a) beim Nachweis der Martingaleigenschaft im Beweis von
Satz 3.2.22.
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Bemerkung 3.2.25. Bei der Variante der zweiten Waldschen Gleichung (Satz 3.2.23)
hatten wir folgende zusdtzliche Bedingung gestellt:

(¢) N und (Xy)ren sind unabhangig.

Auf diese Bedingung kann nicht verzichtet werden. In der Tat, seien (Xy)ren unab-
héangig und identisch verteilt mit P(X; = 1) = p und P(X; = —1) = 1 — p fir ein
p € (0,1). Wir definieren

N = Tgx— ) + 21 x21).

Dann gilt Bedingung (a), jedoch nicht Bedingung (c). Weiterhin erhalten wir
p=EXi|=1-p-1-(1-p)=2p—1
und
EN)=1-(1—-p)+4-p=3p+1.
Also gilt
PE[N?] = (2p—1)(3p+1) =6p” —p— L.

Auferdem erhalten wir

E[NSy] = E[NSyTin=yj] + E[NSyT{n=s)]
— E[S)1y=y}] + E[2S5 1 (x=2]
=E[Xi1{x,=—13] + 2E[(X7 + X3)1yx,=1}]
= —P(X; = —1) + 2E[(1 + X2)11x,=1}]
= —(1—p)+2E[l + Xo]P(X; = 1)
=p—1+2(1+pup=p—1+2-2p-p
=4p® +p—1.

Also ist die Gleichung
E[NSy] = pE[N?]
aus dem Beweis von Satz 8.2.23 nicht fir jede Wahl von p € (0,1) erfiillt.

Wir konnen die erforderlichen Voraussetzungen der Waldschen Gleichungen wie
folgt zusammenfassen:

e Satz 3.2.20: (Xp)reny C 21, N € 2" und (b).



%)

o Satz 3.2.22: (Xi)gen C L% N € £ und (a).
o Satz 3.2.23: (Xi)ken C L% N € Z? und (c).

Lemma 3.2.26. FEs seien X eine Zufallsvariable und h : R — R, eine nichtnegative,
messbare Funktion, so dass h(X) € £1. Dann gilt

P(3) 2 0 < )

fur jedes ¢ > 0.

Beweis. Es gilt

E[R(X)] = E[L(X)1inx)>a] + E[R(X) Linx<e]
Elelinozey] = cB[Linx)>a] = P(h(X) = ¢),

v

womit die behauptete Ungleichung bewiesen ist. O]

Lemma 3.2.27 (Markov-Ungleichung). Es sei X € £ eine integrierbare Zufallsva-
riable. Dann gilt

E[| X
P(|X]|>¢) < [X] fir jedes ¢ > 0.
c
Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.26 mit der Funktion h(z) = |z|. O

Lemma 3.2.28 (Chebyshev-Ungleichungen). Es sei X € .£? eine quadratintegrier-
bare Zufallsvariable.

(a) Fir jedes ¢ > 0 gilt

(a) Fir jedes ¢ > 0 gilt

Beweis.

(a) Eine Anwendung von Lemma 3.2.26 mit h(z) = 22 liefert

E[X?]

P(|X]| > c) =P(X*>c?) -
C

IN
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(b) Wir definieren die quadratintegrierbare Zufallsvariable Y € #? durch Y :=
X — E[X]. Mit Teil (a) folgt

(X — E[X]| > ¢) = P(|Y] > o) < B2 _ ElX —QE[X]V] _ Var£X].

2

c c c
O
Satz 3.2.29 (Ungleichung von Cantelli). Fiir jede Zufallsvariable X € £? gilt
Var[X] .
P(X > E|X < [l .
(X > E| ]+C)_02+Var[X] fiir alle ¢ > 0

Beweis. Wir setzen Y := X — E[X]. Dann gilt E[Y] = 0 und Var[Y] = Var[X]. Aus
der Chebyshev-Ungleichung (Lemma 3.2.28(a)) folgt fiir alle z € (—c¢, 00)
PX>EX]|4+¢)=PY >¢)=PY +ax>z+c) <P(|Y + 2| >2+¢)
E[(Y +2)?]  E[Y?+2®> Var[V]+2? Var[X]+a?

(c+ z)? (c+ x)? (c+x)? (c+ x)?
Mit x := WrTm folgt
Var[X] + (Y22 Var[x] 4 YalXE
POY > BN+ < Son t o) Vel o
(c+ %) 2 + 2Var[X] + =5
1+ varlx] Var[X]
14 Yl @2 4 Var[X] ¢+ Var[X]
]
Beispiel 3.2.30. FEs sei ¢ > 0 beliebig, und es sei X eine diskrete Zufallsvariable mit
1 1 c?
P(X =c¢) = d PlX=—)= .
( 2 1+ ¢? e ( c> 1+¢?
Dann gilt E[X]| = 0, und daher
1

P(X > E|X = .

Weiterhin gilt
VarlX] —E[XY = —C_ 4+ L1
ar[X] = = =1.
14+¢2 1+ ¢?

Die Ungleichung von Cantelli (Satz 3.2.29) liefert also

P(X > E|X < .

(X2EX] 4+ < 1

Folglich ist die Ungleichung von Cantelli scharf.
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Korollar 3.2.31. Unter den Annahmen von Satz 3.2.23 gilt fir alle ¢ > 0

o*E[N] + p*Var[N]
P > uE[N <
(Sn > pE[N] +¢) < c2 + o2E[N] + IuQVar[N]’

wobei p = E[X;] und o = Var[X}].

Beweis. Nach der ersten Waldschen Gleichung (Satz 3.2.20), der Ungleichung von
Cantelli (Satz 3.2.29) und der Variante der zweiten Waldschen Gleichung (Satz 3.2.23)
gilt

P(Sy > pE[N] +c) = P(Sy > E[Sy] +¢) < %

_ 0’E[N] + p*Var[N]
2+ 02E[N] + p2Var[N]’

O

Definition 3.2.32. Die logarithmische momentenerzeugende Funktion Ax : R —
(—o00, 00| einer reellen Zufallsvariablen X : Q — R ist definiert durch

Ax(s) :==InE[e*¥], s€R.

Definition 3.2.33. Die Ratenfunktion Ix : R — [0, 00] einer reellen Zufallsvariablen
X : Q — R ist definiert durch

Ix(b) :==sup (sb— Ax(s)), beR.

s>0
Bemerkung 3.2.34. Wir erhalten Ix(b) > 0 durch die Wahl s = 0.

Bemerkung 3.2.35. Wir nennen Ix auch die Legendre-Transformierte von Ax.

Satz 3.2.36. Fs sei X eine reellwertige Zufallsvariable.

(a) Falls Po X = Exp()), dann gilt

Ix(b) = \b— 1 —In(A\b) fiir alle b > ~ = E[X].

>

(b) Falls Po X = Ber(p) mit p € (0,1), dann gilt

Ix(b) = bln (%) Y (1—b)n (i -

b
) fir alle b € [p, 1].
-D
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(¢) Falls P o X = Pois()\), dann gilt
by ..
Ix(b) = b+ A+bln <X) fiir alle b > A = E[X].

(d) Falls Po X = N(0,0?%), dann gilt

b2
Ix(b) = 557 fiir alle b > 0.

Beweis. Ubung. O]

Nun sei (X;);en eine Folge von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen.
Wir setzen

S = in fiir alle n € N,.

i=1
Im Folgenden benutzen wir die abkiirzende Notation I = Iy, .
Satz 3.2.37. Es sein € Ny beliebig. Dann gilt fiir jedes b € R
P(S,, > bn) <exp (—nl(b)).
Beweis. Mit der Markov-Ungleichung (Lemma 3.2.27) erhalten wir fiir jedes s > 0

P(S, > bn) < P(exp(sS,) > exp(sbn)) < exp(—sbn)Elexp(sS,)]

= exp(—sbn)E [exp ( ZX)} = exp(—sbn)E {Hesx]
= exp(—sbn)E[e**']" = exp ( — n(sb — InE[e**1]))
=exp (—n(sb— Ax,(s))).
Da s > 0 beliebig gewesen ist, erhalten wir die gewiinschte Ungleichung
P(S, > bn) <exp (—nl(b)).
O

Nun sei N eine Zufallsvariable mit Werten in Ny, die unabhingig von der Folge
(Xi)ieN ist.

Korollar 3.2.38. Fiir jedes a € R gilt

P(Sy > a) iexp ( —n]<n>)IP>(N = n).

n=0
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Beweis. Wegen der Unabhéngigkeit von (X;);ey und N sind (S,,)nen, und N ebenfalls
unabhingig. Also folgt mit Satz 3.2.37

P(Sy > a) = i]P’(Sn >a,N =n)= iP(Sn >a)-P(N =n)

n=0

< gexp < —n](%))IP’(N —n).

3.2.3 Verteilungen der Panjer-Klasse

Es sei N eine Ng-wertige Zufallsvariable. Wir setzen p, := P(N = n) fiir alle n € Nj.
Satz 3.2.39.
(a) Falls Po N = Bi(m,0) mit 6 € (0,1), dann gilt
1 0
po=1-60" und p,= mEl_ 1)——pn_1 fiir allen € N.
n 1—-4
(b) Falls Po N = Pois()\), dann gilt

A

A
po=¢€" und p,=—pp_1 fir allen € N.
n

(c) FallsPo N = NB(3,0), dann gilt
) 51 ..
po=06" und p,=(——+1)1—-0)p,1 firallen e N.
n
Beweis. Ubung. [

Definition 3.2.40. Die Panjer-Klasse besteht aus allen Verteilungen auf (No, B(Np))
mit stochastischem Vektor (pp)nen,, so dass a,b € R mit a+b > 0 existieren, so dass

b
DPn = (a + —>pn1 fiir alle n € N.
n

Wir bezeichnen die zugehorige Verteilung mit Pan(a, b).

Bemerkung 3.2.41. FEs seien a,b € R beliebig.
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(a) Damit (pp)nen, €in stochastischer Vektor ist, muss notwendigerweise py > 0
und a + b > 0 gelten.

(b) Falls Pan(a,b) existiert, so ist py durch die Bedingung >~ p, = 1 eindeutig
bestimmdt.

(c¢) Falls a +b =0, was in Definition 3.2.40 ausgeschlossen ist, so liegt die Dirac-
Verteilung oo vor.

Korollar 3.2.42.
(a) Es gilt Bi(m,0) = Pan(a, b) mit

T 0—1 1-0

Insbesondere gilt a € (—00,0) und b= —(m + 1)a € (0, 00), sowie

0
b=m—— )
a+ m1_0>0

(b) Es gilt Pois(\) = Pan(a,b) mit
a=0 und b=\
Insbesondere gilt a +b =\ > 0.
(c) Es gilt NB(B,0) = Pan(a,b) mit
a=1—0 wund b= (-1)(1-0)
Insbesondere gilt a € (0,1) und b= (8 — 1)a € R, sowie

a+b=p(1-0)>0.

Beweis. Folgt aus Satz 3.2.39. O

Korollar 3.2.43. Zu jedem b > 0 ezistiert die Pangjer-Verteilung Pan(0,b). Sie ist
gegeben durch Pois(b).

Beweis. Folgt aus Korollar 3.2.42. [

Korollar 3.2.44. Fir alle a € (0,1) und b € R mit a+ b > 0 ezistiert die Panjer-
Verteilung Pan(a, b). Sie ist gegeben durch NB(3,0) mit

0=1—a und B:a+b.
a
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Beweis. Folgt aus Korollar 3.2.42. [

Lemma 3.2.45. FEs sei X eine No-wertige Zufallsvariable. Dann gilt

P(X =n) = 0 fiir alle n € Ny.

Insbesondere gilt P(X = 0) = ¢x(0).
Bewers. Folgt aus dem Beweis von Satz 3.2.9. O]

Satz 3.2.46. Es sei N eine Ny-wertige Zufallsvariable mit stochastischem Vektor
(P )nen, - Weiterhin seien a,b € R mit a+b > 0 gegeben. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Es gilt
b .
Pp = (a + E)pn_l fur alle n € N.
(ii) Es gilt
(1 —at)p(t) = (a+b)on(t), t€[0,1).

(iii) Fir alle n € Ny gilt

(1 —at)W () = (na +b)elt (1), tel0,1).

In diesem Fall gilt a < 1.

Beweis. (i) = (ii): Es gilt

on(t) = pat", te0,1).
n=0

Wegen
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folgt

¢/N(t) = Z npntn_l
n=1

( b) n—1
nla-+ — pnflt
1 n

(a(n—=1)+ (a+b))pp_it""

ME@\

n

NE

Il
—

n

=atY ppa(n— D"+ (a+b)> puat"
n=1

n=2

= at i npt" ' + (a +b) ipnt"
n=1 n=0

= aty(t) + (a +b)pn(t).

(ii) = (iii): Beweis per Induktion. Der Induktionsanfang n = 1 ist klar. Fiir den
Induktionsschritt n — n + 1 gelte

(1= at)oi (1) = (na + oy~ ().
Durch Differenzieren folgt
—ag (£) + (1= at)oly ™ () = (na + D)oy (1),
und daher
(1 —at)p§ () = ((n + 1)a +b) el ().
(iii) = (i): Mit Lemma 3.2.45 und Teil (iii) mit ¢ = 0 erhalten wir fiir alle n € N
npn = 63 (0) = (na+b)ely " (0) = (na + b)p,_1(n — 1)!

Also folgt

na+b
Pn =

Pn_1 = (a + é)pn_l fir alle n € N.
n

Zur Zusatzaussage: Es gelte (i). Dann gilt p; > 0; ansonsten wiirde die Dirac-Verteilung
0o vorliegen. Angenommen a > 1. Dann gilt fiir alle n € N

b n—1a+ (a+b n—1 n—1
Pn = (a+_>Pn_1=( Jat ( )pn—l > apn-1 > Pn—1,
n n n n
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und folglich

Rekursiv folgt np, > p1, und folglich

Pn 2 PL fir alle n € N.
n

Wegen der harmonischen Reihe folgt > >° 'p, = oo, im Widerspruch dazu, dass
(Pn)nen ein stochastischer Vektor ist. O

Satz 3.2.47. Die Panjer-Klasse besteht genau aus den Verteilungen aus Satz 3.2.59.
Mit anderen Worten, fiir eine Ngo-wertige Zufallsvariable N sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Po N gehért zur Panjer-Klasse.
(i1) P o N ist eine der Verteilungen aus Satz 3.2.39.

Beweis. (i) = (ii): Siehe [Sch06, Satz 7.2.4]. Teilweise folgt diese Implikation aus den
vorherigen Resultaten. Und zwar sei Pan(a, b) eine Verteilung der Panjer-Klasse mit
a,b € R, so dass a + b > 0. Nach Satz 3.2.46 folgt @ < 1, und wir unterscheiden drei
Fille:

e Falls a € (0,1), so ist Pan(a, b) nach Korollar 3.2.44 eine negative Binomialver-
teilung.

e Falls a = 0, so ist Pan(a, b) nach Korollar 3.2.43 eine Poisson-Verteilung.

e Falls a < 0, so ist Pan(a,b) eine Binomialverteilung. Dies folgt allerdings nicht
direkt aus Korollar 3.2.42(a), und erfordert weitere Arbeit.

(ii) = (i): Folgt aus Korollar 3.2.42. O
Lemma 3.2.48. Es sei Po N = Pan(a,b) eine Verteilung der Panjer-Klasse.

(a) Es gilt

Insbesondere gilt




64

(b) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Var[N] < E[N].
(ii) a < 0.

(iii) P o N ist eine Binomialverteilunyg.
(c) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Var[N| = E[N].
(i) a = 0.

(11i) P o N ist eine Poisson-Verteilunyg.
(d) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) Var[N] > E[N].
(i) a > 0.

(iii) P o N ist eine negative Binomialverteilunyg.
Beweis. Nach Satz 3.2.47 gibt es folgende Mdglichkeiten:

e Po N = Bi(m,0). Mit Korollar 3.2.42 folgt

& Io% 1-a
und
9 0
m— m——
Var[N] = mf(1 — 0) = —=2% = -9 __ _

e Po N = Pois()A). Mit Korollar 3.2.42 folgt

a+b
E[N] =)=
[N] .
und
b
Var[N] =\ = o
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e Po N =NB(83,6). Mit Korollar 3.2.42 folgt

s = 2 = 1

und

VarllN} = 5(192_ - (1a_+c?)2'

Betrachten wir nun ein Standardmodell der kollektiven Risikotheorie

N
Skoll = Z Xz
i=1

Satz 3.2.49. Die Verteilung von N gehére zur Panjer-Klasse. Dann gilt fir alle
n €N

n

(1= aom )6, 0= Y- (1) (a 05 )il 0oll0, ee 0.0

k=1

Beweis. Wir fiilhren der Beweis per Induktion. Fiir n = 1 gilt nach den Sétzen 3.2.17
und 3.2.46

(1~ a6, ()6, (1) = (1~ ad, (1) 6w (0, (1)

= (1 = agx, (1)) (9x, (1) dx, (t) = (a + b)dn(9x, (1) dx, (¢)
= (CL + b)¢5k011 (t)gzﬁle (t)

Nun der Inuktionsschritt n — n+ 1: Nach der Produktregel fiirs Ableiten gilt generell
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und daher
n d / n
o4 = 2 (1= adx, ()9, (1)) + ad, (D6, ()

d /o ,
(5080 + adl, (165, (1)
(647 @6 + 06 P 6% (1)) + adly, (85, (1)
=30 () (a8 Yot
1

n+1
n k’—l ntl— / n
+3 (") (o bT) SIS ) + adk, (165, (1)
k=2

+3(" ) (o )qs;;;} D)
k=2
n+1

) (k )%Zzﬂ Y O0K(1) + adl, ()95, 1)
k=2

Der erste Summand (fiir £ = 1) der ersten Summe lautet
AWOIRY
n{a+— b5, (D)Px, (1)

Zusammen mit dem Anteil a¢’y (¢ )gbsk L (t) erhalten wir

(a n ( " 9) ) o0 (0%, (1)

= (et 1) (a0 ol (06, ()

(a(n + 1) +b)o%) ()¢, (t)

Das ist der korrekte Anteil im Endergebnis fiir & = 1. Der letzte Summand (fiir
k =mn+ 1) der zweiten Summe lautet

( +b”“)¢skou< DO (1),
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Der letzte Summand (fiir £ = n + 1) der dritten Summe lautet

b n+1
s (0% (1),
Zusammen erhalten wir

(a+bn)ps,, (oL (1),

Das ist der korrekte Anteil im Endergebnis fiir £ = n + 1. Wir kénnen uns jetzt also
auf die Summierung k = 2, ..., n konzentrieren. Wegen

()+(m)- (1)
= () (o ettt

e
_ b (nt1—
Y (1) pet et

k=2

erhalten wir

LR QR (e

n—+1 n+1_n+1—k b (n+1 bk
k n+1 n+1 Jn \ k J(n+1)n
Weiterhin gilt

k bk (n+ 1)bk bk nbk k

bﬁ_ (n+1)n  (n+Ln (n+1Ln (n+1)n_bn+1'

Also erhalten wir insgesamt die gewiinschte Formel

(1) &+l k (nH1—k) o\ 1 (F)
(1 —aox,(1))¢s,., (1) = Z 1 a+ bn——i-l Dy ()P, (1)

k=1
[l

Satz 3.2.50 (Rekursion von Panjer, 1981). Die Verteilung von N gehdre zur Panjer-
Klasse, und es gelte X7 € Ng. Wir setzen fir alle n € Ny

fo=P(X1=n) und g,:=P(Skn =n).
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(a) Es gilt

(1—=0+0f)™  fallsPo N = Bi(m,0),
go =< exp(=A(1— fo)) falls Po N = Pois()),
(=00)P falls Po N = NB(8,6).
(b) Im Fall fy =0 gilt go = po.
(¢) Fiir alle n € N gilt

1 k
gn = 7T fo Z (a—i— bﬁ)Qn—kfk:‘

k=1

Beweis.
(a) Nach Lemma 3.2.45 und Satz 3.2.17 gilt
90 = 051 (0) = on(9x,(0)) = dn(fo)-
Also folgt die Formel mit Satz 3.2.13.
(b) Folgt aus Teil (a) und Satz 3.2.39.
(c) Nach Lemma 3.2.45 und Satz 3.2.49 gilt

I
=
Il 3
A
N
sy
_|_
<>

]

Es sei Pan(a,b) eine Verteilung aus der Panjer-Klasse. Dann gilt fiir den stocha-
stischen Vektor (pg)ren,, dass

Dr = (a + %)pk_l fiir alle £ € N.
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Also gilt
Dk ..
k =ak + b fiir alle £ € N.
Pr—1
Nun gehen wir davon aus, dass eine Stichprobe (ng,ni,...,nq) mit n; € N fiir alle

k = 0,...,d vorliegt. Hierbei ist n, die Anzahl der Perioden, in denen k Schéiden
gemeldet worden sind. Wir definieren die Anzahl der beobachteten Perioden n :=
S nk, und den stochastischen Vektor p: {0,...,d} — [0,1] durch

Nun definieren wir X = (X1,...,Xy) € R? durch

Xe = k2 k=1 .4
Prk—1
Wir definieren die Kontrollvariablen y := (1,...,d) € R? und vermuten einen linearen

Zusammenhang
Xe=b+ay,, k=1,...,d.

Der Kleinste-Quadrate-Schiitzer (a,b) fiir (a,b) ist gegeben durch

. SyX > - ~—
a:y—2 und b= X —ay.
5y



Kapitel 4

Dynamische Modelle

4.1 Poisson-Prozesse

Es sei (€2, %, F,P) eine stochastische Basis; das heift F = (.%;)cr, ist eine rechtsste-
tige Filtration.

Definition 4.1.1. FEs sei X ein adaptierter cadlag-Prozess.

(a) X heifit ein Prozess mit unabhdngigen Zuwdchsen (PUZ) (beziiglich F), falls
Xo = 0 und fiir alle 0 < s <t die Zufallsvariable X; — X, und die o-Algebra
Fs unabhdngig sind.

(b) X heifit ein Prozess mit unabhdngigen und stationdren Zuwichsen (PUSZ) (be-
ziiglich IF), falls X ein PUZ ist, und fiir alle 0 < s <t gilt X; — X, 4 Xis.

Bemerkung 4.1.2. Fin PUSZ wird auch oft ein Lévy-Prozess genannt.

Definition 4.1.3. Ein adaptierter cadlag-Prozess N heifst ein Punktprozess (oder
auch Zihlprozess), falls N € Ny und AN € {0, 1}.

Definition 4.1.4. Ein Punktprozess N heifst ein Poisson-Prozess mit Intensitit A\ >
0, falls gilt:

(a) E[N;] = Nt fiir alle t € R,.
(b) N — N und F sind fir alle 0 < s <t unabhdngig.
Bemerkung 4.1.5. Ein Poisson-Prozess N mit Intensitdt \ ist ein PUZ.

Satz 4.1.6 (Satz von Poisson-Watanabe). Es sei N ein Punktprozess. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) N ist ein Poisson-Prozess mit Intensitit .

70
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(ii) Es gilt NF = X\t fir allet € R,
In diesem Fall gilt fiir alle 0 < s <t
N; — N ~ Pois(A(t — s)).
Korollar 4.1.7. Ein Poisson-Prozess N mit Intensitit A ist ein PUSZ.
Es sei NV ein Punktprozess.
Definition 4.1.8.
(a) Wir definieren die Stoppzeiten (T,,)nen, durch

T, :=inf{t € Ry : Ny = n}.

(b) Wir definieren die Zufallsvariablen (W,)nen durch

W, =1, —T,_1.
Bemerkung 4.1.9. Es gilt Ty =0, 11 = Wy, und allgemeiner
T, = in fiir alle n € Ng.
i=1
Bemerkung 4.1.10. Es gelten die Darstellungen

Nt = Z l{TiSt}v le RJr

=1

und
N =3 gl = ) il
=1 =1

Definition 4.1.11. Falls die Zufallsvariablen (W,,),en unabhingig und identisch ver-
teilt sind, so nennen wir N einen Erneuerungsprozess zur Erneuerungsfolge (T),)nen-

Satz 4.1.12. Fs sei N ein Punktprozess. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) N ist ein Poisson-Prozess mit Intensitit \.
(i) N ist ein Erneuerungsprozess mit W,, ~ Exp(\) fir alle n € N.

Satz 4.1.13. FEs sei N ein Punktprozess. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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(i) N ist ein Poisson-Prozess mit Intensitdt .
(1) N ist ein PUSZ, und es gilt E[N;| = A\t fiir alle t € R,.
(11i) N ist ein PUSZ, und es existieren Funktionen f,g: R, — R mit

limwzo und limM:()
RO h ri0  h

so dass fir allet € Ry gilt
P(Nepn — Ne =1) = Ah+ f(h), heRy,
P(Newn — Ne > 1) =g(h), heR,.

Satz 4.1.14. Es sei N ein Poisson-Prozess mit Intensitit \. Dann gilt P-fast sicher

N,
lim —F = \
t—oo t
Satz 4.1.15. Es sei N ein Poisson-Prozess mit Intensitat \. Fir alle t > 0 und

n e N gilt
PN o (T, T) = Po (Uny, -, Uw),

wobei Uy, ..., U, ~ UC(0,t) unabhingige, gleichverteilte Zufallsvariablen sind, und
Uny < ... < Uy die Ordnungsstatistiken sind. Diese Verteilung auf (R™, B(R")) hat
also die Dichte

wobei A C R™ gegeben ist durch

A={zeR":0<n <...<x, <t}

4.2 Das Cramér-Lundberg-Modell

Es sei IV ein Poisson-Prozess mit Intensitdt A\. Nach Satz 4.1.12 gilt

1
Weiterhin sei (X;)ieny C -Z* eine Folge unabhéingiger, identisch verteilter Zufallsva-
riablen mit Verteilungsfunktion F. Wir nehmen an, dass F'(0) = 0 (die X; sind also

positiv) und dass (X;);eny und N unabhéngig sind. Wir setzen
p = E[Xy] € (0, 00).
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Definition 4.2.1. Wir nennen den Prozess

N
Sy = ZX
=1

den Gesamtschadenprozess.

Bemerkung 4.2.2. Der Gesamtschadenprozess S ist ein sogenannter zusammengesetzter
Poisson-Prozess.

Definition 4.2.3. Wir nennen das vorliegende Modell fiir den Gesamtschaden das
Cramér-Lundberg-Modell.

Bemerkung 4.2.4. Ist N allgemeiner ein Erneuerungsprozess, so sprechen wir vom
Sparre-Andersen-Modell.

Definition 4.2.5. Jede deterministische, monoton wachsende Funktion P : R, — R
mit Py = 0 nennen wir einen Pramienprozess.

Im Folgenden fixieren wir den Primienprozess
Po=ct, teR,
fiir ein ¢ > 0.
Definition 4.2.6. Wir nennen c die Pramienrate.

Definition 4.2.7. Fir jedes u € R, nennen wir den Prozess
R=R(u):=u+P—Sx

einen Risikoprozess mit Anfangsrisikoreserve (oder Startkapital) u.

Definition 4.2.8.
(a) Wir nennen
7:Q xRy —[0,00], 7(u):=inf{t € Ry : Ry(u) <0}
die Ruinzeiten.
(b) Wir nennen
U:Ry —[0,1], ¥(u):=P(r(u) < o0)

die Ruinwahrscheinlichkeiten.
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(¢c) Wir nennen

¢:Ry —[0,1], P(u):=1—TU(u)

die Uberlebenswahrscheinlichkeiten.

Lemma 4.2.9. Die Funktion ® ist monoton wachsend. Folglich st W monoton fal-
lend.

Beweis. Fiir alle u < v gilt

d(u) = P(r(u) = 00) = IP’( () {Ri(w) > 0})
teQ4
<B( () {(0) 2 0}) = Pr(0) = o) = 20
teQ4
]
Satz 4.2.10. Es gilt P-fast sicher

llmi—c—ku

t—oo

Beweis. Nach dem starken Gesetz der groflen Zahlen gilt P-fast sicher

t—oo N, —tlggﬁtZX B = p.

Nach Satz 4.1.14 gilt aukerdem P-fast sicher

Es folgt P-fast sicher

tiﬂ)o t—o0 Nt 7 )\/L
Also folgt insgesamt P-fast sicher
t S
lim — = <u—|—c Nt) c— AL
t—o00 t—o00 t t

Satz 4.2.11. Fulls ¢ < A\, dann gilt V(u) = 1 fir alle u € Ry
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Beweis. Wir betrachten nur den Fall ¢ < Au. Nach Satz 4.2.10 gilt P-fast sicher

1im&:c—/\,u<(),

t—o00

und daher gilt fiir alle v € R

T(u) = P(r(u) < o0) = IF’( U {Ri(w) < 0}) = 1.

teQ4
Definition 4.2.12. Die Zahl
c
=——1
P i
heifit relativer Sicherheitszuschlag (englisch safety loading).

Definition 4.2.13. Falls p > 0, was gleichbedeutend mit ¢ > A\u ist, so sagen wir,
dass die Nettogewinnbedingung (englisch net profit condition) erfillt ist.

Bemerkung 4.2.14. Im Folgenden werden wir stets annehmen, dass die Nettoge-
winnbedingung erfillt ist.

Definition 4.2.15. Wir setzen
1

o= :

1+p
Bemerkung 4.2.16. Wegen p > 0 gilt o € (0,1).
Bemerkung 4.2.17. Es gilt

AL
o=—.
c
Lemma 4.2.18. Es gilt
I A 1-o0
Booc H

1—0_1(1 /\,u>_1 A
I 1 c pooc

Lemma 4.2.19. Die Funktion ® ist monoton wachsend mit lim,_,, ®(u) = 1. Folg-
lich ist W monoton fallend mit lim, ., ¥(u) = 0.

]

Beweis. Die Monotonie hatten wir bereits in Lemma 4.2.9 gesehen. Fiir den Beweis
der Aussage iiber die Grenzwerte ist die Nettogewinnbedingung essentiell. O
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4.3 Berechnung der Ruinwahrscheinlichkeiten
Wir setzen X := X; und F(x) :=1— F(2) fiir x € R.
Lemma 4.3.1. Es sei p : Ry — Ry stetig differenzierbar mit ¢(0) = 0. Dann gilt
Elp(X)) = | ¢/(@)F(a)ds
0
Beweis. Mit Hilfe des Satzes von Fubini erhalten wir
X 00
Bl = [ | =E| [" il
0 0
= / O (2)P(X > z)dr = / ¢ (z)F (z)dx.
0 0

Korollar 4.3.2.

(a) Fiir jedes p € (0,00) gilt
E[X7] :/ paP ' F(x)dx.
0

(b) Insbesondere gilt

Beweis.
(a) Folgt aus Lemma 4.3.1 mit p(z) = zP.

(b) Folgt mit p = 1.

Satz 4.3.3. Die Funktion ® : R, — [0, 1] erfillt die Integralgleichung

P(u) = ¢(0) + — /(o | ®(u— x)F(z)dr, u€R,.

c

Korollar 4.3.4. FEs gilt (0) = 1 — o, und folglich V(0) = o.
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Beweis. Wegen lim,,_,o, ®(u) =1 gilt

und daher

]

Satz 4.3.5. Die Funktion ® : R, — [0, 1] ist absolutstetig, und erfillt die Differenti-
algleichung

A A
() = 20(u) — —/ O(u—2)F(dz), ueR,.
C Cc (0,u]
Beispiel 4.3.6. Fulls X ~ Exp(1/p), dann gilt
1—
\If(u):aexp(— Ju), ueRy.

Beweis. Die Zufallsvariable X ist absolutstetig mit Dichte

1 T
o) = woxp (- 1),
1 1
Mit Satz 4.3.5 folgt

¥'(u) = 20(u) - % /(o,u] O(u — z)F(d)
= 2b(u) %/Oucp(u—x)exp (— E)dm
20w -2 [ e@ew (— - x)dw-

Ableiten nach der Kettenregel und Umstellen der vorherigen Gleichung ergibt

B (1) = 20/ (u) — 2 (cp(u) . /Ou B(z) exp ( - x)d:c)

c cp 1
= Aw) - %@(u) + % /Oucb(x) exp (— - x)dx
- %(I)’(u) - i@(u) - % (%é(u) - <I>’(U))
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Also folgt

1—
O(u) =1 — cpexp < - Uu).
[

Wegen ®(0) =1 — o und lim,_,o, ®(u) =1 folgt ¢; = 1 und ¢y = 0. Also gilt

\If(u)zl—(l)(u)zaexp(— 1;%).

4.4 Die Lundberg-Ungleichung

Wir setzen X := X; und W := W;.

Definition 4.4.1. Eine Konstante r > 0 heifit Lundberg-Koeffizient (oder Anpassungskoeffizient),
falls

Elexp(r(X — cW))] = 1.

Satz 4.4.2 (Lundberg-Ungleichung). Falls ein Lundberg-Koeffizient r > 0 ezistiert,
dann gilt

U(u) <e ™ fir alleuw € R,.
Beispiel 4.4.3. Fualls X ~ Exp(1/p), dann gilt
1—0
!

Beweis. Es gilt W ~ Exp()). Wegen der Unabhéngigkeit von X und W hat der
Zufallsvektor (X, W) die Dichte

\If(u)gexp(— u), u e R;.

flz,w) = 2exp ( - g - /\w> Lgz (z,w).

Es sei r € [0, i) beliebig. Dann gilt ,% —r >0, und daher

Elexp(r(X — cW))] = /OOO /Ooo exp(r(z — cw)) f (x, w)dwdw
_ 2/000 /Oooexp ( - (% - r>x) exp ( — (re + \w)drdw
B eme3)”
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Also ist der Lundberg-Koeffizient gegeben durch

(1—m)(1+%) —1

@1+%—ry—%r2:l
c CH o
e ——7r"=0
(A ) L
clL c
& —r=——
PP
1 X 1-9¢
Sr=——-=
woc 2

Wegen der Nettogewinnbedingung gilt o € (0, 1), und folglich r > 0. Mit der Lundberg-
Ungleichung (Satz 4.4.2) folgt

l1—0

\If(u)gexp(— u), ueR;.

4.5 Die Lundberg-Approximation

Satz 4.5.1 (Lundberg-Approximation). Wir nehmen an, dass ein Lundberg-Koeffizient
r > 0 existiert.

(a) Falls r € Mx, dann gilt
U(u) ~ye ™ fir u — oo,
wobei

v Pr - € (0,1].

k() — %
(b) Falls r ¢ Mx, dann gilt
lim e™W(u) = 0.

U— 00

Lemma 4.5.2. Fiir X ~ Exp(\) gilt #x = (—o0, \) mit

und folglich
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Beispiel 4.5.3. Fulls X ~ Exp(1/p), dann gilt

1—0

@(u)waexp(— u) fiir u — oo.

Beweis. In Beispiel 4.4.3 hatten bereits den Lundberg-Koeffizienten

Also gilt r € #x und

SN CIEE
Wegen
A
p= 1 und o=2E
Al c
folgt

IO X
() -5 &—-5% &-

/\Tﬂ—ﬁ_ c(c— )

Also folgt mit der Lundberg-Approximation (Satz 4.5.1(a))

l—0

W(u)waexp(— u> fiir u — oc.

—h s Aule—)
c 2 -
X

Al

C
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