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Kapitel 1

Grundlegende Begriffe

1.1 Stochastische Basen

Es sei (©2,.%7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 1.1.1. Eine Familie F = (%), von Sub-o-Algebren von F heifit eine
Filtration, falls s C % fir alle 0 < s < t.

Definition 1.1.2. Fs sei F = (;)cr, eine Filtration.

(a) Wir definieren die Familie F_ = (F,_)er, durch %, := %y und
F_ = U(Uﬁs), teR,.
s<t

(b) Wir definieren die Familie Fy = (%4 )ier, durch

yt.l'_ ::ﬂg\sa tER+

s>t

Definition 1.1.3. Es sei F = (%,)icr, eine Filtration.
(a) T heift rechtsstetig, falls F, = Fyy fir allet € R,.

(b) Ist F rechisstetig, so nennen wir (0, #,F,P) eine stochastische Basis.

Lemma 1.1.4. Es sei F = (%;)cr, eine Filtration.
(a) F_ ist eine Filtration.

(b) F ist eine rechisstetige Filtration.



(¢c) Es qilt #,_ C %, C Py fir allet € R,
(d) Es gilt 5, C P C F_ firalle) < s <t<u.
Beweis. Ubung. [

Korollar 1.1.5. Es sei F eine Filtration. Dann ist (Q, % ,F.,P) eine stochastische
Basus.

Von nun an sei (2,.%,F,P) eine stochastische Basis.
Definition 1.1.6. Wir setzen F := F und Foo_ = U(UteR+ Fy).

Definition 1.1.7. Fine Teilmenge A C Q) heifit eine P-Nullmenge, falls ein N € F
mit A C N und P(N) =0 ezistiert.

Definition 1.1.8. Wir bezeichnen mit N das System aller P-Nullmengen von % .

Definition 1.1.9. Die stochastische Basis (Q,.%,F,P) heifit vollstindig, falls NT C
F (das heifit F ist P-vollstindig) und NT C .Z; fiir allet € R,.

Bemerkung 1.1.10. Die stochastische Basis (Q, F,F,P) ist genau dann vollstindig,
wenn NT C F.

Definition 1.1.11. Wir setzen F* := o(FUNT), das heifst F* ist die P-Vervollstindigung
von F, und wir definieren F* = (F] )ier, durch Ff := o(F, UNT) fir alle t € R;.

Lemma 1.1.12. (2, .Z% F¥ P) ist eine vollstindige stochastische Basis.
Beweis. Ubung. O]

Definition 1.1.13. Eine Teilmenge A C Q) x Ry heif§it eine zufillige Menge.

Es sei E ein metrischer Raum (bei uns iiblicherweise E = R oder E = RY),
versehen mit der Borel’schen o-Algebra & = B(F).

Definition 1.1.14. Fine Prozess (oder, ein E-wertiger Prozess) ist eine Familie
X = (Xio)ier, von Zufallsvariablen Xy : Q — E.

Definition 1.1.15. Ein Prozess X heifit messbar, falls er als Abbildung
X: QxR = E, (wt)— Xi(w)

F @ B(R)-E-messbar ist.

Lemma 1.1.16.

(a) Die Menge aller Prozesse ist ein R-Vektorraum.



(b) Die Menge aller messbaren Prozesse ist ein Unterraum.
Beweis. Ubung. O]
Definition 1.1.17.

(a) Ein Prozess X heifit cadlag, falls alle Pfade rechisstetig sind und linksseitige
Grenzwerte besitzen.

(b) Fiir einen cadlag-Prozess X definieren wir die Prozesse X_ und AX durch

X {XO, falls t = 0,
limgyy X, fallst >0,
und AX =X — X_.
Bemerkung 1.1.18. FEs gilt stets AXy = 0.
Definition 1.1.19.

(a) Eine zufallige Menge A heifst vernachlissigbar, falls

{weQ: (wt)€ A firenteR,}
eine P-Nullmenge ist.

(b) Zwei Prozesse X und Y heiflen ununterscheidbar, falls die zufillige Menge

{(X 2V} ={(w,1) € A xRy : Xy(w) # Vi(w)}
vernachldssigbar ist.

Definition 1.1.20. Fs seien X und Y zwei Prozesse. Dann heifit X eine Version
(oder Modifikation) von'Y, falls P(X, =Y;) =1 fir alle t € R,.

Lemma 1.1.21. Es seien X und Y zwei ununterscheidbare Prozesse. Dann ist X
eine Version von Y.

Beweis. Ubung. ]

Lemma 1.1.22. Es seien X und Y zwei rechtsstetige (oder linksstetige) Prozesse, so
dass X eine Version von Y ist. Dann sind X und Y ununterscheidbar.

Beweis. Ubung. O]

Definition 1.1.23. Ein Prozess X heifit F-adaptiert (oder kurz adaptiert), falls fir
jedes t € Ry die Zufallsvariable X, beziiglich #; messbar ist.



Lemma 1.1.24. FEin Prozess X sei F-adaptiert. Dann ist er auch F, -adaptiert.

Beweis. Ubung. O]
Lemma 1.1.25. Die Menge aller adaptierten cadlag-Prozesse ist ein R-Vektorraum.
Beweis. Ubung. O]

Lemma 1.1.26. Ist X ein adaptierter cadlag-Prozess, dann sind X_ und AX eben-
falls adaptiert.

Beweis. Ubung. [
Lemma 1.1.27. Es ser X ein Prozess.

(a) Die Familie F* = (F)er, definiert durch

T =0(X,:5€[0,t])
ist eine Filtration.

(b) X ist FX-adaptiert.

(¢) Ist X adaptiert beziiglich F = (Fy)ier, , dann gilt FX C F; fir allet € R,
Beweis. Ubung. [

Definition 1.1.28. Wir nennen FX die von X erzeugte Filtration.

Korollar 1.1.29. Es sei X ein Prozess. Dann ist (Q,.F,FX,P) eine stochastische
Basis.

1.2 Rechts- und linksstetige Funktionen

Lemma 1.2.1. Es sei f: Ry — R eine Funktion.

a st genau dann rechtsstetig, wenn zu jedem t € und jedem € > 0 ein 0 >
st d htssteti jedem t € Ry und jed 0 eind>0
existiert, so dass

1f(t) — f(s)| < e firalles € [t,oo) mit |s —t] <.

(b) f ist genau dann linksstetig, wenn zu jedem t € Ry und jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
existiert, so dass

|f(t) — f(s)| <€ fiir alle s €[0,t] mit |s —t] <9.



Beweis. Ubung. [

Lemma 1.2.2. Es ser f : Ry — R eine rechtsstetige Funktion. Wir definieren die
Folge (fn)nen von rechtsstetigen Funktionen f, : Ry — R durch

k
fn = Zf(z—n> 1[27;172%)’
und die Folge (gn)nen von linksstetigen Funktionen g, : Ry — R durch

k
gn = f(0)Li0} + Z f(Q—n) Tiacs ).
keN
Dann gilt f, — f und g, — f punktweise.
Beweis. Ubung. O]

Lemma 1.2.3. Es ser f : R, — R eine linksstetige Funktion. Wir definieren die
Folge (fn)nen von rechtsstetigen Funktionen f, : Ry — R durch

und die Folge (gn)nen von linksstetigen Funktionen g, : Ry — R durch

k—1
n = f(o)]l{O} + Zf( on )1(162;1,;}-

keN

Dann gilt f, — f und g, — g punktweise.
Beweis. Ubung. O]

Satz 1.2.4. Es sei f : R, — R eine cadlag-Funktion. Zu jedem T' € R, und jedem
€ >0 emistieren N e Nund 0=ty <t; <...<ty =T, so dass

sup |f(t)— f(s)| <e firalen=1,...,N.

S$tE[tn—1,tn)
Beweis. Siehe [Bil68, Lemma 14.1]. O

Satz 1.2.5. Es sei f : R, — R eine cadlag-Funktion. Dann gilt

sup |f(t)| < oo fir alle T € R,.
t€[0,T

Beweis. Ubung. O]



Satz 1.2.6. Es sei f: R, — R eine cadlag-Funktion.
(a) Fiir jedes € >0 und T € Ry ist {|Af] > e} N[0,T] endlich.
(b) Die Menge {Af # 0} ist hichstens abzihlbar.

Beweis. Ubung. O
Satz 1.2.7. FEs sei f: Ry — R eine cadlag-Funktion. Wir definieren (T,,)nen durch
T, :=inf{t € R, : |f(t)| > n}.

Dann gilt T, T oo.
Beweis. Ubung. [

Satz 1.2.8. Es sei f: Ry — R eine cadlag-Funktion. Dann ist f*: Ry — R definiert
durch f*(t) := sup,<, | f(s)| eine wohldefinierte, monoton wachsende cadlag-Funktion.

Beweis. Nach Satz 1.2.5 ist f* wohldefiniert. Auferdem ist f* per Definition monoton
wachsend. Es sei ¢t € R, beliebig. Wegen der Monotonie von f* existieren die Grenz-
werte f*(t+) und f*(t—). Wir werden zeigen, dass f*(t) = f*(t+). Angenommen, es
gilt f*(t) < f*(t+). Definiere € > 0 durch € := f*(t+) — f*(t). Setze so := 1 und
definiere (s,)nen rekursiv wie folgt: Es gilt

up. [f)l = f(t+) = F () + e = up [f(w)l+¢ s (tt+min{s, 1, 1/n}].

Also existiert ein s, € (0, %] mit s, < s,_1, so dass

|f(t+ s0) +% > s |F(w)| + € > |f(t)] +e.

Dies liefert eine Folge (s, )nen, so dass s, | 0 und
Tim |f(t+ )] = |F(0)] + € > [£(2)],

was der Rechtsstetigkeit von f widerspricht. O]

1.3 Stoppzeiten

Es sei (2, .%#,F,P) eine stochastische Basis.

Definition 1.3.1. Eine Abbildung T : Q — R, = [0, 00] heifst eine F-Stoppzeit (oder
kurz, eine Stoppzeit), falls

{T'<t}e.Z firaleteR,.



Satz 1.3.2. Es sei T : Q — R, eine Abbildung. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Ist T ein Stoppzeit, dann gilt

{T<t}{T=tleFH und {T <t}e F_ firaletecRy.

(b) T ist genau dann eine Stoppzeit, wenn

{T<t}yeZ firaeteR,.

Bewess.

(a) Es geniigt, zu zeigen, dass {T < t} € .%,_ fiir alle t € R, gilt. Hierfiir gentigt es,
die Situation ¢ € (0, 00) anzuschauen. Es existiert ein Index ng € N mit nio <t,
so dass folgt

(b) Es gelte {T < t} € .Z, fiir alle t € R,. Wegen der Rechtsstetigkeit der Filtration
F folgt fiir alle t € R,

(T<t}=( T <s}e[)F=F = F

s>t s>t

Also ist T eine Stoppzeit, was wegen Teil (a) den Beweis beendet.

Lemma 1.3.3. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Fiir jedest € R ist T =t eine Stoppzeit.
(b) Fiir eine Stoppzeit T und ein t € Ry ist T +t ebenfalls eine Stoppzeit.

(¢) Fiir eine Folge (T),)nen von Stoppzeiten sind inf,en T, und sup, oy T, ebenfalls
Stoppzeiten.

(d) Fiir eine Konstante a € [1,00) und eine Stoppzeit T ist oT ebenfalls eine
Stoppzeit.

Beweis.
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(a) Fiir jedes s € R, gilt
{T <s}={t<s} {00} C Z.

(b) Fiir jedes s € R, gilt
{T+t<s}={T<s—t}.
Falls s > t, so folgt
{T+t<s}eF_ CF,
und falls s < ¢, so folgt

{T+t<s}=0¢€e%,.

(c) Fiir jedes t € R, gilt
: B .
{}Lrelng < t} = |€N|{Tn <t} e F.

In der Tat, es sei w € 2 beliebig. Falls ein n € N mit 7),(w) < t existiert, dann
gilt auch inf, ey T, (w) < t. Gilt umgekehrt inf, ey T, (w) < ¢, dann existiert ein
n € N mit T, (w) < t.

Fiir jedes t € R, gilt aufserdem

{suan < t} = (T, <t} e Z

neN neN

In der Tat, es sei w € Q beliebig. Falls T,,(w) < t fiir alle n € N, dann gilt auch
sup,en In(w) < t. Gilt umgekehrt sup, oy 70, (w) < t, dann ist T,,(w) < ¢ fiir alle
n € N.

(d) Fiir jedes t € R gilt
t
{aTgt}:{Tg—}eﬁ C F.

k3
a

Definition 1.3.4. Fir eine Stoppzeit T bezeichnen wir mit
Fr={Aec F AnN{T <t} e % firalet e R,}

das Mengensystem aller bis T' beobachtbaren Ereignisse.
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Lemma 1.3.5. Es sei T eine Stoppzeit. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Fr ist eine o-Algebra.
(b) Es qilt Fr={Ae F . AN{T <t} € % firalet e R, }.
Beweis. Ubung. O
Definition 1.3.6. Fiir eine Stoppzeit T' bezeichnen wir mit
Fr_i=0(FoU{AN{t <T}:t € R, und A € %#})
die o-Algebra aller (strikt) vor T' beobachtbaren Ereignisse.
Lemma 1.3.7. Es seit € R, beliebig.
(a) Fir die Stoppzeit T =t gilt, dass Fr = F;.
(b) Fiir die Stoppzeit T =t gilt, dass Fr_ = Fy_.
(Fiir t = 0o wgl. jeweis mit Definition 1.1.6).
Beweis. Ubung. [
Lemma 1.3.8. Es sei T eine Stoppzeit.
(a) Es gilt Fr_ C Fr.
(b) T ist Fr_-messbar.
Beweis.

(a) Es gilt %y C Zp,und firt e R, A € Z und s € R, gilt

0 e %, falls s < t,

(AN{t<THN{T <s} = (AN{T <s})N{T >t} € Z, fallss>t.
Z. F1CF
€EFs G-(ﬁt ms

(b) Es gilt {T" >t} € Fp_ fiir jedes t € R,

Lemma 1.3.9. Es seien S < T zwei Stoppzeiten.
(a) Es gilt F5 C Fr.

(b) Es gilt Fs_ C Fr_.
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Beweis. Ubung. [

Lemma 1.3.10. Es seien S,T zwei Stoppzeiten. Fir jedes A € Fq qilt
AN{S<T}AN{S=T}e Fr und AN{S<T} e Fr_.

Bewezs.

(i) Es sei t € R, beliebig. Nach Lemma 1.3.8 ist S A ¢ beziiglich .#g,; messbar,
und T At ist beziiglich %75, messbar. Auferdem gilt nach Lemma 1.3.9, dass
Fspne C Fpund Frpy C Fy. Also sind S At und T At beziiglich .%; messbar,
und es folgt {S At <T At} € .%. Also gilt

(AN{S<THN{T <t} =(AN{S<thHn{T <t} N{SAt<T At} € F,
und somit AN{S < T} € Fr.
(ii) Es gilt

Am{S<T}:Am( U{S§t<T})= U (An{s<tyn{t<T}) € Zr_.

teQy teQy [

(iii) Nach Lemma 1.3.8 gilt

AN{S=T}=An({S<T}\{S<T})
=(AN{S<T})\(An{S<T}) e Fr.

e Fr eFr_CFr

]

Lemma 1.3.11. Ist (T,,)nen eine Folge von Stoppzeiten, dann gilt fir die Stoppzeit
T = N,enTn, dass Fp = \,en Z,-

Beweis. Fiir alle n € N gilt T' < T,,, und daher nach Lemma 1.3.9 %1 C %, , so dass
folgt
Fr C () Zr,.
neN

Nun sei A € [,y F1, beliebig. Dann gilt fiir alle ¢ € Ry mit Lemma 1.3.5(b)

Am{T<t}:Am(U{Tn<t}) = U(Am{Tn<t})efft,

neN neN

und somit A € Zp. |
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Lemma 1.3.12. Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es seien (T,,)nen eine Folge von Stoppzeiten und (A,)nen C F eine Zerlegung
von Q mit A, € Fr, fir alle n € N. Dann ist

T:=) T,la,

ebenfalls eine Stoppzeit.
(b) Es seien S <T Stoppzeiten und A € Fg. Dann ist
R:= 8514+ T1
ebenfalls eine Stoppzeit.
(¢) Es seien T eine Stoppzeit und A € Fr. Dann ist
Ty:=T14+ 00l ge
ebenfalls eine Stoppzeit.
Beweis.

(a) Fiir alle t € R, gilt

{T<t}=]J[An{Tn<t}] € .

neN

(b) Folgt aus Teil (a), da A° € Fg C Fr nach Lemma 1.3.9(a).
(c) Folgt aus Teil (b), da oo eine Stoppzeit ist.
[

Lemma 1.3.13. Es sei T eine Stoppzeit. Dann ist die Folge (T, )nen definiert durch
k
T, = Z Q_n]]_{%ST<QLﬁ} + 00l {r=00}
keN

eine Folge von Stoppzeiten, so dass T,(S2) hdchstens abzdhlbar fir jedes n € N ist,
und T, L T fir n — oo gilt.
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Beweis. Es gilt fiir jedes n € N

k—1 k kE—1 k
{2n < <2n} { Z }Q{T<2n}efk/2, keN

-~

Ey(k.,l)/zncgzk/zn Egzk/zn

und {T = o} € Z. Also ist die Folge (7),)neny nach Lemma 1.3.12(a) eine Folge
von Stoppzeiten. Per Konstruktion gilt aukerdem, dass T,(€2) hochstens abzahlbar
fiir jedes n € Nist, und T, | T fiir n — oo gilt. O

Satz 1.3.14. Es seien X ein R-wertiger, adaptierter, rechtsstetiger Prozess mit mo-
noton wachsenden Pfaden und a € R eine Konstante. Dann ist

T := lnf{t € R+ . Xt 2 a}
eine Stoppzeit.
Beweis. Ubung. O]

Nun sei (F, p) ein metrischer Raum.

Satz 1.3.15. FEs seien X ein E-wertiger, adaptierter, rechtsstetiger Prozess und O C
E eine offene Menge. Dann ist

T .= inf{t € Ry : X; € O}
eine Stoppzeit.
Beweis. Wir werden zeigen, dass fiir jedes t € R, gilt
{1°<t}= |J {X,€0}
s€[0,6)NQ+

Da X adaptiert ist, folgt dann {T° < t} € .%;, und somit ist T° nach Satz 1.3.2 eine
Stoppzeit. Ohne Einschriankung nehmen wir an, dass t € (0, 00).

(i) Es sei w € Q mit X,(w) € O fiir ein s € [0,) N Q4. Dann gilt T (w) < t
aufgrund der Definition von 7.

(ii) Es sei w € Q mit T9(w) < t beliebig. Dann existiert ein u € [0,¢) mit X, (w) €
O. Da die Menge O offen ist, existiert ein € > 0, so dass

z € O firalle z € E mit p(x, X, (w)) <e.
Wegen der Rechtsstetigkeit von s +— X (w) existiert ein 6 > 0, so dass
p(Xs(w), Xu(w)) < e fiir alle s € [u,00) mit |s —u| < 4.

Wegen u < t existiert ein s € Q; mit u < s <t und |s — u| < 4, und es folgt
Xs(w) € O.
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]

Satz 1.3.16. Es seien X ein E-wertiger, adaptierter, stetiger Prozess und A C E
eine abgeschlossene Menge. Dann ist

T4 =inf{t e Ry : X; € A}
eine Stoppzeit.

Beweis. Eventuell Ubung. [

1.4 Die optionale Sigma-Algebra

Es sei (2, .%#,F,P) eine stochastische Basis.
Definition 1.4.1.

(a) Wie definieren die optionale o-Algebra O iber Q x R, durch

O :=0(X:Q xR, = R|X ist adaptiert und cadlag).

(b) Ein O-messbarer Prozess X heifit ein optionaler Prozess.

(c) FEine zufillige Menge A € O heifit eine oplionale Menge.
Lemma 1.4.2. Die Menge der optionalen Prozesse ist ein Vektorraum.
Beweis. Ubung. [

Definition 1.4.3. Fiir einen Prozess X und eine Stoppzeit T definieren wir den
gestoppten Prozess X durch

X' = Xrn, teER,.

Satz 1.4.4 (iiber monotone Klassen). Es seien D eine Menge und # C 4 Men-
gensysteme von beschrinkten Funktionen f: D — R, so dass gilt:

(i) H ist ein Vektorrraum mit 1p € €.

(11) Fir jede Folge (fn)nen C S mil f, T f fiir eine beschrinkte Funktion f : D —
R gilt f € 2.

(i1i) Fir f,g € A qgilt fg € A.
Dann gilt fir jede beschrinkte o(.# )-messbare Funktion f : D — R, dass f € .
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Beweis. Siehe [Sha88, Seite 365] oder [Ste01, Section 12.6]. O

Satz 1.4.5. Es sei X ein optionaler Prozess. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) X ist messbar.

(b) Fiir jede Stoppzeit T ist Xrlir<ooy eine Fp-messbare Zufallsvariable. (Folglich

ist X adaptiert.)

(c) Fiir jede Stoppzeit T ist X ebenfalls ein optionaler Prozess.

Beweis. Nach dem Satz iiber monotone Klassen (Satz 1.4.4) geniigt es, die Eigen-
schaften (a), (b) und (c) fiir jeden adaptierten cadlag-Prozess X zu beweisen.

(a)

Wir definieren die Prozesse (X"),en durch

2m 2
keN

Da X adaptiert ist, gilt fiir n € N und B € B(R)

X n € N.

k
™ QM

E—1 k
PACPL

eB(Ry)

{xeB}=/J [{Xk/Qn € B} x {

keN

) ] € Z B[Ry).
Eyk/gncy

Da X rechtsstetig ist, gilt nach Lemma 1.2.2, dass X" — X auf (2 x R, und
folglich ist X ein .# ® B(R, )-messbarer Prozess.

Es sei (T}, )nen die Folge von Stoppzeiten aus Lemma 1.3.13. Da X adaptiert ist,
gilt firn e N, Be B(R) und t € R

{Xr, e B} {T, <t} = [{Xyj2 € By {T, =k/2"} | € 7.

keN v
k/2n<t Eyk/gncgz

Also ist fiir jedes n € N die Zufallsvariable X7, 17, <o} beziiglich .Z7, messbar.
Da X rechtsstetig ist und T}, | T', gilt X7, {7, <00} — X7l{rcooy auf O x R
Mit Lemma 1.3.11(b) folgt, dass X7 1{r<oy beziiglich Fpr =, o Fr, messbar
ist.

Es gilt
XI'= Xinr, teER,,

und somit ist X7 ebenfalls cadlag. Aufierdem ist X! nach Teil (b) fiir jedes
t € Ry beziilich .#;,r, und damit auch beziiglich .#, messbar. Folglich ist X7
ebenfalls adaptiert, und damit insbesondere optional.
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]

Definition 1.4.6. Fir zwei Stoppzeiten S, T definieren wir die stochastischen Intervalle

[S,T] :={(w,t) e A xR, : S(w) <t <T(w)},
[S, 7] :={(w,t) e A xRy : S(w) <t <T(w)},
15, 7] = {(w,t) e 2 xR, : S(w) <t <T(w)},
19, T :={(w,t) e A xR, : S(w) <t <T(w)}.

Auferdem setzen wir [T] := [T, T].
Lemma 1.4.7. Es seien S, T zwei Stoppzeiten.

(a) Fiir jede Fg-messbare Zufallsvariable Y sind die Prozesse Yz, Yo
Y51y, Y s optional.

(b) Die stochastischen Intervalle [S, T, [S,T[,]S,T],]S, T[ sind optionale Mengen.
Bewezs.

(a) Wir zeigen, dass X = Y'ljgyp optional ist. Hierzu diirfen wir annehmen, dass
Y = 14 fiir ein A € Fs. (Warum?) Wir definieren die Stoppzeiten (S,,)nen,
(T})nen durch

1 1
S, =8S+—, T,=T+ —,
n n

und die cadlag-Prozesse (X™),en durch
X" = 1a1s, 1[-
Dann gilt flir n € Nund t € R,
Xy = Langs, <ty Lm>ty € F1,

da A € Fs5 C Fg,. Folglich ist X™ fiir jedes n € N adaptiert, und somit
optional. Da X™ — X auf 2 x R,, ist X ebenfalls optional.

(b) Folgt aus Teil (a).

Satz 1.4.8. Jeder adaptierte, linksstetige Prozess X ist oplional.
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Beweis. Wir definieren die Prozesse (X"),ey durch

Xn = kalﬂ k—1

Nach Lemma 1.4.7 ist X" fiir jedes n € N optional. Da X linksstetig ist, gilt nach
Lemma 1.2.3, dass X" — X auf 2 xR, und folglich ist X ein optionaler Prozess. [

Korollar 1.4.9. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann sind die beiden Pro-
zesse X_ und AX optional.

Beweis. Der Prozess X _ ist linksstetig, und nach Lemma 1.1.26 adaptiert. Also folgt
mit Satz 1.4.8, dass X_ optional ist. Da X nach Definition 1.4.1 optional ist, folgt
ebenfalls, dass AX = X — X_ optional ist. O

Definition 1.4.10.

(a) Eine zufillige Menge A heifst diinn, falls eine Folge (T,)nen von Stoppzeiten
existiert, so dass A =, n[Tn]-

(b) Falls [T,] N [Tn] = 0 fir alle nym € N mit n # m, dann heifit (T),)nen eine
ausschipfende Folge fiir A.

Bemerkung 1.4.11. Fs sei A eine dinne Menge.
(a) A ist optional.
(b) Fiir jedes w € Q ist der Schnitt {t € R, : (w,t) € A} hiochstens abzihlbar.

Lemma 1.4.12. Jede diinne Menge A besitzt eine ausschépfende Folge von Stopp-
zeiten.

Beweis. Es existiert eine Folge von Stoppzeiten (T,,),en, so dass A =) _[T]. Wir

definieren C),, C 2, n € N duch

neN

n—1

Co= ({Tm # T}, neN

m=1
Nach Lemma 1.3.10 gilt
Cn€ Zr, nelN
Also ist nach Lemma 1.3.12 die Folge (S,,)nen definiert durch
Sn = (Th)e neN

n?

eine Folge von Stoppzeiten, und nach Konstruktion ist sie ausschopfend fiir A. n
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Satz 1.4.13. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann ist {AX # 0} eine
diinne Menge.

Beweis. Siehe [JS03, Prop. 1.1.32]. O

Korollar 1.4.14. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann existiert eine aus-
schipfende Folge von Stoppzeiten (T),)nen, so dass

{AX #0} = [T

neN

1.5 Prozesse mit unabhingigen Zuwichsen

Es sei (2, .%#,F,P) eine stochastische Basis.
Definition 1.5.1. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess.

(a) X heifit ein Prozess mit unabhdngigen Zuwdchsen (PUZ) (beziiglich F), falls
Xo = 0 und fiir alle 0 < s <t die Zufallsvariable X; — X, und die o-Algebra
Fs unabhdngig sind.

(b) X heifit ein Prozess mit unabhingigen und stationdren Zuwichsen (PUSZ) (be-
ziiglich F), falls X ein PUZ ist, und fiir alle 0 < s <t gilt X; — X, 4 Xis.

(c) Fint € Ry heifit eine feste Sprungzeit von X, falls P(AX; # 0) > 0.

(d) Wir bezeichnen mit J C R, die Menge aller festen Sprungzeiten von X.
Bemerkung 1.5.2. Ein PUSZ wird auch oft ein Lévy-Prozess genannt.

Definition 1.5.3. Fin stetiger, adaptierter Prozess W mit Wy = 0 heifst ein IF- Wiener-Prozess
(oder kurz, ein Wiener-Prozess), falls gilt:

(i) E[W?] < oo und E[W;] =0 fiir alle t € R,

(11) Wy — Wy und Z, sind fir alle 0 < s <t unabhdngig.
Definition 1.5.4. Es sei W ein Wiener-Prozess.

(a) Wir nennen o®: Ry — Ry, o = E[W}?| die Varianzfunktion von W,

(b) Gilt 02 =t fiir alle t € Ry, so nennen wir W einen Standard- Wiener-Prozess.

Beispiel 1.5.5. Ein Wiener-Prozess W ist ein PUZ.

Definition 1.5.6. Ein adaptierter cadlag-Prozess N heifst ein Punktprozess, falls
N € Ny und AN € {0,1}.
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Definition 1.5.7. Ein Punktprozess N heifst ein verallgemeinerter F-Poisson-Prozess
(oder kurz, ein verallgemeinerter Poisson-Prozess), falls gilt:

(1) E[Ny] < oo fiir alle t € R,.

(ii)) Ny — Ny und F, sind fir alle 0 < s <t unabhingig.
Definition 1.5.8. Fs sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess.

(a) Wir nennen a: Ry — R, a; = E[N;] die Intensitat von N.

(b) Ist a stetig, so nennen wir N einen Poisson-Prozess.

(c) Gilt a; =1 fiir alle t € Ry, so nennen wir N einen Standard-Poisson-Prozess.

Beispiel 1.5.9. Ein verallgemeinerter Poisson-Prozess N ist ein PUZ.

Lemma 1.5.10. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann ist J hochstens ab-
zahlbar.

Beweis. Ubung. [
Lemma 1.5.11. Es sei X ein PUSZ. Dann gilt J = ().

Beweis. Ubung. [

1.6 Lokalisierung
Es sei (2, .%#,F,P) eine stochastische Basis.

Definition 1.6.1. Fine Folge (T,),en von Stoppzeiten heifit eine lokalisierende Folge,
falls T,, 1 oo.

Definition 1.6.2. Es sei € eine Klasse von Prozessen. Ein Prozess X gehért zur
lokalisierten Klasse Gloc, falls eine lokalisierende Folge (T, )nen mit X € € fiir jedes
n € N ezistiert. In diesem Fall nennen wir (T,,)nen eine lokalisierende Folge fiir X.

Bemerkung 1.6.3. Es gilt € C Goc. (Fir X € € wahlen wir T,, = oo, n € N als
lokalisierende Folge.)

Bemerkung 1.6.4. Fir zwei Klassen € C €' gilt Gloc C €.

Definition 1.6.5. Fine Klasse € von Prozessen heifit stabil unter Stoppen, falls

XT €€  fir alle X € € und jede Stoppzeit T.



21

Lemma 1.6.6. Es sei € eine Klasse von Prozessen, die stabil unter Stoppen ist.
Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Gioc ist ebenfalls stabil unter Stoppen.
(b) (Cgloc)loc = Cgloc-
Beweis. Ubung. O]

Lemma 1.6.7. Es seien €, %" zwei Klassen von Prozessen, die stabil unter Stoppen
sind. Dann gilt (€ NE" )ioc = Cloc N G-

Beweis. Ubung. O]

Lemma 1.6.8. Fs sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann ist (Ty,)nen definiert
durch

T, :=inf{t € Ry : | X;| > n}
eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten.

Beweis. Nach Satz 1.3.15 ist (7, ),en eine Folge von Stoppzeiten, und nach Satz 1.2.7
gilt T}, 1 oo. [l



Kapitel 2

Martingale und lokale Martingale

2.1 Die bedingte Erwartung
Es sei (2, .%#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

Definition 2.1.1. FEs sei p € [1,00) beliebig.

(a) Wir bezeichnen mit £P = £LP(Q, F,P) den Raum aller Zufallsvariablen X :
Q) — R, so dass

E[|X[F]"" < oo

(b) Wir definieren LP = LP(Q, F,P) durch LP .= £? /N, wobei

N ={X: X ist eine Zufallsvariable mit X = 0 P-fast tiberall}.

Satz 2.1.2. Es seien X € LYF) eine Zufallsvariable und 4 C F eine Sub-o-
Algebra. Dann existiert eine P-fast sicher eindeutig bestimmte Zufallsvariable Y €

L19), so dass
E[XZ]| =E[YZ] fir jede beschrinkte, -messbare Zufallsvariable Z.

Wir setzen E[X |9] := Y und nennen diese P-fast sicher eindeutig bestimmte Zu-
fallsvariable die bedingte Erwartung von X unter 4.

Im Folgenden sei 4 C .% eine Sub-o-Algebra.
Satz 2.1.3. Fir X,Y € ! und o, 5 € R gilt
ElaX 4+ 8Y |¥9] = aE[X |¥9]| 4+ BE[Y |¥4] P-fast sicher.

22



23

Bemerkung 2.1.4. Also konnen wir X — E[X |¥Y] als lineare Abbildung zwischen
den Vektorrdumen L'(F) und L*(¥) betrachten.

Satz 2.1.5. Es seien X € LY F) und Y € LNY) intergrierbare Zufallsvariablen.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt Y = E[X | 9] fast sicher.
(i1) Es gilt E[X14] = E[Y14] fir alle A€ 9.

Satz 2.1.6. Es sei X € L1 (F) eine Zufallsvariable. Dann gelten folgende Aussagen:
(a) Gilt X >0 fast sicher, dann ist auch E[X |¥4] > 0 fast sicher.
(b) Gilt | X| < C fast sicher fir ein C > 0, dann ist auch |E[X |¥]| < C fast sicher.
(c) Sind X und & unabhingig, dann gilt E[X |¥] = E[X] fast sicher.
(d) Es gilt E[X |{Q,0}] = E[X] fast sicher.

(e) Es qilt E[X |¥9] = X fast sicher genau dann, wenn X eine 4-messbare Zufalls-
variable 1st.

(f) Ist 2 C 9 eine weitere Sub-c-Algebra, so gilt E[E[X |¥]| 7] = E[X | 5] fast

sicher.
(9) Fs gilt E[E[X |¥]] = E[X].

(h) Es seiY eine weitere 4-messbare Zufallsvariable, so dass XY € . Dann gilt
E[XY |¥9] = YE[X |¥9] fast sicher.

(i) Es sei ¢ : R — R eine konveze Funktion, so dass o(X) € L. Dann gilt fast
sicher

e(E[X |¥9]) <Elp(X)|¥]. (Jensen-Ungleichung)

(j) Es gilt |E[X |¥4]| < E[|X||¥] fast sicher.

Bemerkung 2.1.7. Die bedingte Erwartung kann auch fiir beliebige nichtnegative
F -messbare Zufallsvariablen X > 0 definiert werden, und dann gilt E[ X |¥4] > 0 fast
sicher.

Satz 2.1.8 (Satz von der monotonen Konvergenz). Es sei (X,)nen €ine monoton
wachsende Folge von nichtnegativen F-messbaren Zufallsvariablen X, > 0. Dann
gilt

E{ lim Xn]g] — lim E[X,|¥] fast sicher.

n—oo n—o0
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Satz 2.1.9 (Lemma von Fatou). Es sei (X,,)nen eine Folge von nichtnegativen 7 -
messbaren Zufallsvariablen X, > 0. Dann gilt

E[hmlan |§4 <liminfE[X,, |¥4] fast sicher.

n—oo n—o0

Satz 2.1.10 (Konvergenzsatz von Lebesgue). Fs sei (X, ),en eine Folge von 7 -
messbaren Zufallsvariablen, so dass X,, — X fast sicher fiir eine F -messbare Zufalls-
variable X . Weiterhin existiere eine Zufallsvariable Y € L1 (F), so dass | X,| <Y
fast sicher fiir alle n € N. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Es gilt X, — X in LYF).

(b) Es gilt E[X,, |¥9] — E[X |¥9] fast sicher und in L (9).

2.2  Gleichmifige Integrierbarkeit und Martingale in
diskreter Zeit

Definition 2.2.1. Fine Menge 2" von Zufallsvariablen heifit gleichmdfig integrierbar,
falls

i sup BIIX[Lyxn ) = 0.

Lemma 2.2.2. Fir eine Zufallsvariable X sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt X € L.
(ii) Es gilt limy_o E[|X|1{x>n7] = 0.
Beweis. Ubung. O]

Korollar 2.2.3. Ist eine Menge Z wvon Zufallsvariablen gleichmdfig integrierbar,
dann gilt 2 C L.

Beweis. Es sei X € 2 beliebig. Dann gilt

hm ]EUX|]1{\X|>N}] < hm SugE[|Y|ﬂ{\Y|>N}} 0.
oy

Also folgt mit Lemma 2.2.2, das X € £ O

Korollar 2.2.4. Es sei 2~ eine Menge von Zufallsvariablen. Falls eine Zufallsvariable
Y € L' mit | X| <Y firalle X € 2 existiert, dann ist 2~ gleichmdipig integrierbar.
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Beweis. Mit Lemma 2.2.2 folgt

lim sup E[|X|1{|X\>N}} < hm E[|Y|1{IY\>N}} 0.

N—>OOX
[

Satz 2.2.5. Fiir eine Menge 2 von Zufallsvariablen sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) Z ist gleichmdfig integrierbar.
(i1) Es gilt

hm sup E[(|X|— N)*] =0.

N—oo xeq

(i) Es gilt supyc 4 E[|X]|] < 00, und zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0, so dass fir
jedes A € F mit P(A) <6 gilt

sup E[|X|14] <e.
Xex

(iv) Es existiert messbare Funktion ¢ : Ry — Ry mit lim, @ = 00, S0 dass

sup Efp(|X])] < o0
Xe

In diesem Fall kann die Funktion ¢ aus (iv) monoton wachsend und konvex gewdhlt
werden.

Beweis. Folgt aus |Kle06, Satz 6.17, Satz 6.19 und Satz 6.24]. O

Korollar 2.2.6. Es sei 2 eine Menge von Zufallsvariablen. Wir nehmen an, dass
einp>1 mit

sup E[|X|F] < o0
Xex

existiert. Dann ist 2~ gleichmdfig integrierbar.
Beweis. Folgt aus Satz 2.2.5 mit p(z) = . O
Lemma 2.2.7. Es sei Y € L' eine Zufallsvariable. Dann ist die Familie

2 ={E[Y |¥9] : ¥ ist eine Sub-o-Algebra von F }

gleichmdf$ig integrierbar.
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Beweis. Ubung. [

Satz 2.2.8 (Allgemeine Version des Konvergenzsatzes von Lebesgue). Es seien (X,,)nen C
L1 eine Folge von Zufallsvariablen, und es sei X eine Zufallsvariable. Dann sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

(i) Bs gilt X, % X.
(ii) Es gilt X, L X und die Folge (X,)nen ist gleichmaflig integrierbar.
Beweis. Siehe [Kle06, Satz 6.25]. O

Satz 2.2.9 (Konvergenzsatz fiir gleichméfig integrierbare Martingale). Es seien (4,)nen
Sub-o-Algebren mit ¢,, C 9, fir alle m,n € N mit m < n. Weiterhin sei M =
(M,)nen ein gleichmdfig integrierbares (4,)-Martingal; das heifit die Familie M ist
gleichmdfsig integrierbar und

E[M,|%,]) = M,, fir alle m <n.

Dann existiert eine Zufallsvariable X € £1, so dass M, g X und M, {; X fir
n — oo, sowie M, = E[X |¥9,] fir jedes n € N.
Beweis. Siehe [JP04, Thm. 27.3]|. O

Satz 2.2.10. Es seien (9,)neny Sub-o-Algebren mit 9, C %, fir alle n,m € N mit
n < m. Wir setzen G := 0(|U,,enn). Dann gill fiir jede integrierbare Zufallsvariable
X e LY9Y), dass

EX|9]% X wnd E[X|9]% X firn— oo

Beweis. Folgt aus dem Konvergenzsatz fiir gleichméRig integrierbare Martingale (Satz
2.2.9); Details eventuell Ubung. O

Satz 2.2.11 (Konvergenzsatz fiir Riickwirts-Martingale). Es seien (9, )nen Sub-0-
Algebren mit 9, D 9, fir alle n,m € N mit n < m. Weiterhin sei M = (M, )nen €in
(9,,)-Riickwdrts-Martingal; das heifit

E[M,, |94, = M, fir alle m <n.

@l
Dann existiert eine Zufallsvariable X € £, so dass M, % X und M, 4 X fuir
n — o0.

Beweis. Siehe [JP04, Thm. 27.4]. O
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Satz 2.2.12. Es seien (9,)nen Sub-o-Algebren mit 9, D 9, fir alle n,m € N mit
n < m. Wir setzen G = (,eny9n- Dann gilt fir jede integrierbare Zufallsvariable
X € LY9), dass

EX|9]% X wnd E[X|9]% X firn— oo

Beweis. Folgt aus dem Konvergenzsatz fiir Riickwérts-Martingale (Satz 2.2.11); De-
tails eventuell Ubung. [

2.3 Martingale
Es sei (2, .%#,F,P) eine stochastische Basis.

Definition 2.3.1. Es sei X ein R-wertiger adaptierter cadlag-Prozess mit X, € !
fir allet € R

(a) X ist ein F-Martingal (oder kurz, ein Martingal), falls

E[X:| %] = Xs (P-fast sicher) fir alle 0 < s < t.

(b) X ist ein F-Submartingal (oder kurz, ein Submartingal), falls

E[X; | Z] > X5 (P-fast sicher) fir alle 0 < s <t.

(¢c) M ist ein F-Supermartingal (oder kurz, ein Supermartingal), falls

E[X; | %] < Xs  (P-fast sicher) fir alle 0 < s <t.

Lemma 2.3.2.
(a) Die Menge aller F-Martingale ist ein Vektorraum.
(b) Die Menge aller F-Submartingale ist ein konvexer Kegel.
(¢c) Die Menge aller F-Supermartingale ist ein konvexer Kegel.
Beweis. Ubung. O]

Beispiel 2.3.3. Es sei W ein Wiener-Prozess mit Varianzfunktion o*. Dann ist W
ein Martingal.

Beweis. Ubung. O]
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Beispiel 2.3.4. Es sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess mit Intensitdt a.
Dann ist X := N — a ein Martingal.

Beweis. Ubung. O]
Lemma 2.3.5.

(a) Jeder adaptierte, monoton wachsende cadlag-Prozess X mit Xy € £ fiir alle
t € Ry ist ein Submartingal.

(b) Es seien M ein Martingal und ¢ : R — R eine stetige, konvexe Funktion, so
dass (M) € ZL" fiir allet € R,. Dann ist der Prozess p(M) ein Submartingal.

(c) Es seien X ein Submartingal und ¢ : R — R eine stetige, konvexe, monoton
wachsende Funktion, so dass ¢(X;) € £ fiir allet € Ry. Dann ist der Prozess
©(X) ein Submartingal.

Beweis.
(a) Fiir alle 0 < s <t gilt E[X,| %] > E[X]| %] = X..

(b) @(M) ist ebenfalls ein adaptierter cadlag-Prozess. Fiir alle 0 < s < ¢ gilt nach
der Jensen-Ungleichung

Elp(My) | F] = o(E[M: | F]) = o(M,).

(¢) ¢(X) ist ebenfalls ein adaptierter cadlag-Prozess. Fiir alle 0 < s < ¢ gilt wegen
der Jensen-Ungleichung und der Monotonie von ¢

]

Satz 2.3.6. Es sei N ein R-wertiger adaptierter Prozess mit Ny € £ fiir allet € R,
so dass

E[N; | #s] = Ny (P-fast sicher) fir alle 0 < s < t.
Dann existiert ein F-Martingal M, welches eine Version von N ist.
Beweis. Siehe [KS91, Thm 1.3.13]. O

Lemma 2.3.7. Es seien G = (9,)icr, eine Filtration und M ein G-adaptierter
cadlag-Prozess mit My € " fiir alle t € R, so dass

E[M; |9 = M, (P-fast sicher) fir alle 0 < s <t.

Dann ist M ein Martingal auf der stochastischen Basis (2, #,G,P).



29

Beweis. Es seien 0 < s < t beliebig. Wegen Satz 2.2.11 und der Rechtsstetigkeit der
Pfade von M gilt fast sicher

E[Mt | gs_i'_:l - E |:Mt

m g45-1—1/71:| = 7111—>I1<;10E[Mt | gs—&-l/n] = nh—>nolo M5+1/n = M;.

neN

]

Definition 2.3.8. Es sei X eine Zufallsvariable. Wir sagen, dass ein Prozess X
die Zufallsvariable X, als Grenzwert besitzt, falls X, I X flirt = oo.

Bemerkung 2.3.9. Besitzt ein Prozess X einen Grenzwert X, dann st fir jede
Stoppzeit T die Zufallsvariable X7 wohldefiniert.

Satz 2.3.10. Jedes Submartingal X mit supcg, E[X,'] < oo besitzt einen Grenzwert.
Beweis. Siehe [RY05, Theorem I1.2.10]. O
Definition 2.3.11.

(a) Ein Prozess X heifst gleichmdflig integrierbar, falls die Familie 2" = {X; : t €
R} gleichmdfig integrierbar ist.

(b) Wir bezeichnen mit .4 die Menge aller gleichmdflig integrierbaren Martingale.
Lemma 2.3.12. .# ist ein Vektorraum.
Beweis. Ubung. O]
Lemma 2.3.13. Fiir einen Prozess M sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) M ist ein Martingal.

(i1) Es gilt M" € A fir allet € R,.

Beweis. (i) = (ii): Es sei t € R, beliebig. Dann ist M* ebenfalls ein adaptierter
cadlag-Prozess mit M! = My, € £ fiir alle s € Ry Fiir 0 < r < s gilt
E[Mﬁ | gr] = IE‘[]\fs/\t ’ cgr]
. E[Ms/\t ’ fw\t] = MT‘/\t = Mt falls r S t,
B falls 7 >t (= t < s).

E[Mt | yt] = Mt = Mmt = M:;

Also ist M ein Martingal. Fiir jedes s € R gilt

M; = Ms/\t - E[Mt ‘ L919/%]7



30

und mit Lemma 2.2.7 folgt, dass M' € ..
(i) = (i): Nach Voraussetzung ist M ein adaptierter cadlag-Prozess mit M, € £*
fiir alle t € Ry. Fiir 0 < s <1 gilt

E[M,| 7, = E[M! | #,] = M! = M,.
O

Satz 2.3.14. Es sei M ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(i) Es gilt M € A .

(ii) M besitzt einen Grenzwert My, € L'(F ), und es gilt My = E[M,, | %] fiir
allet € Ry.

In diesem Fall gilt M, 5 M, firt — oo.

Beweis. (ii) = (i): Wegen M; = E[M, | %] fiir alle t € R, ist M nach Lemma 2.2.7
gleichmifig integrierbar. Auferdem gilt fiir alle 0 < s <t

E[M; | Z,| = E[E[My | #] | Zs] = E[My | Fs] = M.

(i) = (ii): Aus der gleichméfigen Integrierbarkeit von M folgt, dass sup,cp, E[M;] <
oo, und somit besitzt M nach Satz 2.3.10 einen Grenzwert M. Dieser Limes ist
Foo_-messbar, und nach dem verallgemeinerten Konvergenzsatz von Lebesgue (Satz

2.2.8) folgt M., € L'(Z_) und M, L—1> M. Nun seien s € R, und A € %, beliebig.
Da M ein Martingal ist, gilt

E[M14] = E[M;14] fiir alle ¢ € [s, 00).

Wegen M, L M, gilt aufserdem
E[M;14] = E[My14] fiir t — oo.
Also folgt
E[M,14] = tligloE[MtﬂA] = E[M14],
und somit M = E[M, | .Z]. O

Satz 2.3.15. Es sei Y € L'(F) beliebig. Dann existiert ein bis auf Ununterscheid-
barkeit eindeutig bestimmtes Martingal M € #, so dass M, = E[Y | %] fir alle
t e Ry und My =E[Y | ]
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Beweis. Existenz: Fiir jedes t € R, sei N; eine Version von E[Y | .%#,]. Nach Satz 2.3.6
existiert ein Martingal M, welches eine Version von N, und nach Lemma 2.2.7 gilt
M € . Also besitzt M nach Satz 2.3.14 einen Grenzwert M., und nach Satz 2.2.10
gilt fast sicher

Also folgt M = E[Y | Z_].

Eindeutigkeit: Es seien M, N € ., so dass M; = N; = E[Y | %] fast sicher fiir alle
t € R.. Dann ist M eine Version von N, und mit Lemma 1.1.22 folgt, dass M und
N ununterscheidbar sind. O

Korollar 2.3.16. Fir M,N € .# sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt M = N bis auf Ununterscheidbarkeit.

(i1) Es gilt My, = No fast sicher.
Bewers. Folgt aus den Sitzen 2.3.14 und 2.3.15. O]
Definition 2.3.17.

(a) Ein Martingal M € # heifst p-fach integrierbar fir ein p € (1,00), falls My, €
LP.

(b) Im Fall p =2 nennen wir M auch quadratintegrierbar.

(c) Fir p € (1,00) bezeichnen wir mit 7P die Menge aller p-fach integrierbaren
Martingale.

Bemerkung 2.3.18. Fir alle p,q € (1,00) mit p < q gilt 1 C AP C M.
Lemma 2.3.19. Fir jedes p € (1,00) ist 7P ein Vektorraum.
Beweis. Ubung. O]
Satz 2.3.20. Es sei M € S fiir ein p € (1,00). Dann gilt sup,ep, E[|M;[P] < oco.
Beweis. Fiir jedes t € R, gilt nach der Jensen-Ungleichung

E[|M["] = E[[E[Ms | #4]"] < E[E[|Mo|?| F4]] = E[[Moo|],
und daher supcg, E[|M;[F] < oco. O

Lemma 2.3.21. Es seien S, T zwei Stoppzeiten. Dann qilt fiir jede integrierbare
Zufallsvariable X € L*

E[X | Zs|1lis—ry = E[X | Zr]1{s—1}.
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Beweis. Ubung. [
Satz 2.3.22. Fir jedes M € A und jede Stoppzeit T gilt My = E[My | 1.
Beweis. Wir unterteilen den Beweis in zwei Schritte:

(i) Zunéchst sei T von der Form T = ), _txl{r—,; fiir eine Folge ({1)ren C R..
Mit Satz 2.3.14 und Lemma 2.3.21 folgt

My = Z My Lir=y) = ZE[MOO | F L r=t,)

keN keN
= ZE[MOO | ﬁT]ﬂ{Tﬂk} = E[Moo | ﬁT]'
keN

(ii) Nun sei T eine beliebige Stoppzeit. Nach Lemma 1.3.13 existiert eien monoton
fallende Folge (7,),eny von Stoppzeiten mit abzdhlbar vielen Werten, so dass
T, 4 T. Wegen der Rechststetigkeit der Pfade von M folgt mit Teil (i), Satz
2.2.11 sowie Lemma 1.3.11 fast sicher

My = lim My, = lim E[My | Zp,] = 1@:{1\40o ‘ N 34}”} = E[M..| 7.

O

Satz 2.3.23 (Stoppsatz von Doob). Es sei M ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt M € A .

(ii) M besitzt einen Grenzwert My, und fiir jede Stoppzeit T gilt My € £t und
E[Mr] = E[M,).

(iii) M besitzt einen Grenzwert My, und fiir zwei Stoppzeiten S < T gilt My € L1
und ]E[MT | ﬁs} = MS-

Beweis. (i) = (ii): Nach Satz 2.3.14 besitzt M einen Grenzwert M. Es sei T eine
Stoppzeit. Nach Satz 2.3.22 gilt My = E[M,, | %r] € L', und es folgt

E[Mr] = E[E[My | Fr]] = E[Mo] = E[E[Ms | Fo]] = E[Mo].

(i) = (iii): Es sei A € Zg beliebig. Dann ist R := S14 + T14c nach Lemma 1.3.12
ebenfalls eine Stoppzeit, und wir erhalten

E[Mr14+ Mrly) = E[My] = E[My] = E[Mg] = E[Mg1a + M71 sc].
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Es folgt
E[MT]lA] = ]E[MSEA] fiir alle A € 1925,

und somit E[My | #s] = Ms.
(iii) = (i): Nach Voraussetzung gilt M., € L' und M; = E[M,, | %] fiir alle t € R,..
Also folgt nach Satz 2.3.14, dass M € . . ]

Korollar 2.3.24. Es seien M € 5% und S < T zwei Stoppzeiten.
(a) Es gilt E[(Mr — Ms)* | Fs] = E[M7 — M3| Fs].
(b) Es gilt B[(Mr — Ms)?*] = E[M7] — E[M3].
Beweis. Ubung. O]
Korollar 2.3.25.
(a) Die Klasse A ist stabil unter Stoppen.
(b) Die Klasse € aller Martingale ist stabil unter Stoppen.
(c¢) Fiir jedes p € (1,00) ist die Klasse P stabil unter Stoppen.
Beweis.

(a) Es seien M € .# und T eine Stoppzeit. Dann ist M7 ein adaptierter cadlag-
Prozess mit Grenzwert M2 = Mry. Fiir eine weitere beliebige Stoppzeit S gilt
nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23), dass M = Mg,y € L' und

E[MI] = E[Msnr] = E[My] = E[M]].
Also gilt nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23), dass MT € ..

(b) Es seien M ein Martingal und 7" eine Stoppzeit. Nach Lemma 2.3.13 gilt M* €
A fiir alle t € R,. Nach Teil (a) folgt (M)t = My, = (MY € A fiir alle
t € R;. Also ist M7 nach Lemma 2.3.13 ein Martingal.

(c) Esseien M € 7 und T eine Stoppzeit. Wegen M, € LP gilt nach Satz 2.3.22,
dass ML = My = E[M,, | #r] € L?, und somit MT € H#P.

]

Definition 2.3.26. Fiir einen rechtsstetigen Prozess X definieren wir die R -wertige
Zufallsvariable

X" = sup | X;| = sup | Xy|.

teRy teQ4
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Satz 2.3.27 (Doob’sche Martingal-Ungleichung). Fir alle M € A4 und X\ > 0 gilt

E[[ Moo Lisron] _ B Me]

P(M* > \) <
(M7 > ) < y =7

Beweis. Nach Satz 1.3.15 ist
T :=inf{t € Ry : |M;| > A}
eine Stoppzeit. Wegen {T' < oo} = {M* > A} folgt mit Satz 2.3.22

= EAL{1<oc) + [Moo|Lir=00}]
< E[|Mr|L <oy + [Mr[Lir—ocy] = E[|Mr|] = E[|E[M | Z7]| < E[[Mu|].

Hieraus folgt
AP(M™ > X) < E[|Meo|] = B[ Moo|Tpar-<xy] = B[ Moo Tgare> 3],
woraus sich die beiden Ungleichungen ergeben. O

Lemma 2.3.28. Fs seien p € (0,00) und X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable.
Dann gilt

E[X?] = / PAPTIP(X > A)dA.
0

Beweis. Ubung. O]
Satz 2.3.29 (Doob’sche LP-Ungleichung). Es seien p € (1,00) und M € JP. Dann
qilt
E[(M"V]'7 < —T=E[| M),
p J—

Beweis. Mit ¢ = p%l gilt %—i—% = 1. Es sei n € N beliebig. Mit einer Rechnung wie im
Beweis von Lemma 2.3.28, der Doob’schen Martingal-Ungleichung (Satz 2.3.27) und
der Holder-Ungleichung folgt

M*An n n
E[(M* A n)P] :E[ / p/\p_ld/\] :E[ / pAp—lﬂ{Mw}dA} = / pANPTIP(M* > \)dA
0 0 0

(M* N n)pl}

n M*An
g/ PN TPE[ Moo | s>y ]dA :p]E[|MOO|/ /\”‘Qd)\] :pE[|MOO| ;
0 0 -

= THE[M (M AR < E Mo PRI A )P e

— B[\ PP A
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Multiplizieren wir beide Seiten mit E[(M* A n)”]%_1 so erhalten wir
E[(M* An)P)V/P < £ [|M P]YP fiir jedes n € N.
p—
Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

B[] = lim (M Ay <~ B[ M)

n—00
O
Korollar 2.3.30 (Doob’sche L2-Ungleichung). Fiir jedes M € 3 gill
E[(M*)*)"/? < 2E[| Mu[*]"/2.
Bewers. Folgt aus Satz 2.3.29 mit p = 2. m

Definition 2.3.31. Firp € (1,00) definieren wir

%pZ:{ME%pIMOZOL
AP =M € A} . M ist stetig}.

Weiterhin setzen wir H? .= P /N, HY := FF N und HY .= AP /N, wobei
N :={M € 7 : M =0 bis auf Ununterschiedbarkeit}.
Satz 2.3.32. Es sei p € (1,00) beliebig.

(a) HP versehen mit der Norm |M|m» = E[|My|P]VP ist ein Banachraum, und
M s E[|M*|P]Y/? definiert eine dquivalente Norm auf HP.

(b) Hf ist ein abgeschlossener Unterraum von HP.

(¢) HYC ist ein abgeschlossener Unterraum von H.

(d) Es gilt die direkte Summenzerleqgung HP = LP(%y) ® H}.
(e) H? ist ein Hilbertraum.

(f) Es gilt die direkte Summenzerlegung H* = L*(Fo) ® Hy® ® HY, wobei HY® =
(Hy )" im Hilbertraum HZ.

Beweis. Ubung. O]
Bemerkung 2.3.33. Also besitzt jedes M € 2 eine Zerlegung
M = My + M+ M?,

wobei M€ eine stetiges Martingal mit M§ = 0 ist, und M? ein “rein unstetiges”
Martingal mit Mg = 0.
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2.4 Lokale Martingale
Definition 2.4.1.

(a) Jedes M € M. nennen wir ein lokales Martingal.

(b) Jedes M € 6" fiir ein p € (1,00) nennen wir ein lokal p-fach integrierbares
Martingal.

(c) Jedes M € H>

0. nennen wir ein lokal quadratintegrierbares Martingal.

Lemma 2.4.2.
(a) M. ist ein Vektorraum.
(b) Fiir jedes p € (1,00) ist A", ein Vektorraum.
Beweis. Ubung. O]
Satz 2.4.3. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) Jedes Martingal ist auch ein lokales Martingal.
(b) Bezeichnet € die Klasse aller Martingale, so gilt Gloc = Mioc-
Beweis.

(a) Essei M ein Martingal. Wir definieren (7},)nen durch T, := n fiir n € N. Dann
ist (T},)nen eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten, und es gilt M» = M™ €
A fiir jedes n € N nach Lemma 2.3.13.

(b) Wegen .# C € gilt auch .. C Goc- Nach Teil (a) gilt € C M,.. Da A nach
Korollar 2.3.25 stabil unter Stoppen ist, folgt mit Lemma 1.6.6, dass

(gloc C (f%loc)loc = %oc-

]

Satz 2.4.4. FEs existieren eine stochastische Basis (2, % ,F,P) und ein lokales Mar-
tingal M, das kein Martingal ist.

Beweis. Ubung. O]

Satz 2.4.5. Es sei M ein lokales Martingal mit My € LP(%) fir ein p € (1,00),
so dass AM lokal beschrinkt ist. Dann gilt M € H®

loc*
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Beweis. Nach Voraussetzung existieren lokalisierende Folgen (7},)nen und (S,,)nen, SO
dass fiir jedes n € N gilt M € .# und |(AM)*"| < C, fiir eine Konstante C,, € R,
Nach Lemma 1.6.8 ist (U,)nen definiert durch

Uy, :=inf{t € Ry : [My| > n}
ein lokalisierende Folge von Stoppzeiten. Also ist (R,,)nen definiert durch
R, =T,NS,NU,
eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten. Fiir jedes n € N gilt nach Korollar 2.3.25
MEBn = (MTn)55\Un ¢ gy
und
E[|MZ ] = E[|Mg,|"] = E[|Mg,- + AMg,|"] < E[(max{Mo,n} + C,)"] < 0,
und somit MT» € P, O

Korollar 2.4.6. Es sei M ein stetiges, lokales Martingal mit My € £P(%) fur ein
p € (1,00). Dann gilt M € J"..

Beweis. Folgt aus Satz 2.4.5. m

Bemerkung 2.4.7. Es sei W ein Standard- Wiener-Prozess. Dann ist W ein Mar-
tingal mit W & A , jedoch W € >

Definition 2.4.8. Ein Prozess X gehort zur Klasse (D), falls die Familie
2 ={Xr: T ist eine endliche Stoppzeit}
gleichmdfsig integrierbar ist.
Satz 2.4.9. Fir M € M. sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt M € A .
(ii) M gehort zur Klasse (D).
Beweis. (i) = (ii): Nach Satz 2.3.22 gilt
Mr =E[My | Zr] fiir jede Stoppzeit T

Also gehort M nach Lemma 2.2.7 zur Klasse (D).
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(ii) = (i): Es sei M € M. zur Klasse (D) gehorig. Dann ist M gleichméfig inte-
grierbar. Es sei (7),)nen eine lokalisierende Folge fiir M. Weiterhin seien 0 < s < ¢
beliebig. Dann gilt fiir alle n € N

MS/\TTL - Mg” = E[Mt,Tn | ﬁs] = ]E[Mt/\Tn

Z,).

Da M zur Klasse (D) gehort, sind die beiden Folgen (Mgar, Jnen und (Miar, Jnen

gleichméfig integrierbar. Wegen T, % 5 gilt Mgt f5 Mg und Miar, Y M,. Nach
nach dem verallgemeinerten Konvergenzsatz von Lebesgue (Satz 2.2.8) folgt My, M, €

LY und Mg, 5 M,, My, 5 M,, und damit
E[[E[Mig, |F] — E[M | Z]|] < E[E[|Mirr, — M| | Z]] = E[|Ming, — My|] = 0.
Also gilt
E[Minr, | F:] 5 E[M, | 7).
Insgesamt folgt im Sinne der L!-Konvergenz
E[M; | F] = T}g{.lo E[Minz, | F] = 7}13)10 Mipr, = M,
was zeigt, dass M ein Martingal ist. O

Korollar 2.4.10. Fiir jedes beschrinkte M € M. gilt M € A .

Beweis. Folgt aus Satz 2.4.9. [



Kapitel 3

Previsible Sigma-Algebren und
previsible Zeiten

Es sei (2,.%,F,P) eine stochastische Basis.

3.1 Die previsible Sigma-Algebra

Definition 3.1.1.

(a) Wir definieren die previsible o-Algebra & idiber Q x R, durch

P =0(X : Q xRy = R| X ist adaptiert und linksstetig).

(b) Ein &P-messbarer Prozess X heifst ein previsibler Prozess.

(c) Eine &-messbare zufillige Menge A heifit eine previsible Menge.

Korollar 3.1.2. Es gilt & C 0.
Beweis. Dies folgt aus Satz 1.4.8.
Lemma 3.1.3. Die Menge aller previsiblen Prozesse ist ein Vektorraum.
Beweis. Ubung.
Korollar 3.1.4. Es sei X ein Prozess.
(a) Ist X adaptiert und linksstetig, dann ist X auch previsibel.
(b) Ist X previsibel, dann ist X auch optional.

(c) Ist X optional, dann ist X auch adaptiert und messbar.

39
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Bewess.

(a)
(b)
(c)

Folgt aus Definition 3.1.1.
Folgt aus Korollar 3.1.2.

Folgt aus Satz 1.4.5.

Satz 3.1.5. Es gelten die folgenden Aussagen:
(a) P =c({Ax{0}: Aec F}U{[0,T]:T ist eine Stoppzeit}).
(b) e@za({Ax{O}:Aeﬁg}U{Ax (s, t] s <t undAGL%}).

Beweis. Wir bezeichnen mit &’ und #” die in (a) und (b) erzeugten o-Algebren.

(i)

(ii)

Prozesse der Form X = 14,0y mit A € % und X = Lo ) mit einer Stoppzeit
T sind linksstetig. Weiterhin sind sie adaptiert, denn fiir jedes ¢t € R ist

X = 1aly—oy beziiglich Fy C ., messbar bzw.
X¢ = Lyr>¢  beziiglich %, messbar.

Somit gilt &' C L.

Es seien s < t und A € %, beliebig. Nach Lemma 1.3.12 sind sy und t4
Stoppzeiten. Also gilt

A X (S,t] :]]SA,T,A]] = [[O,tA]] \ [[O,SAH S @/,
und es folgt 2" C &',

Es sei X ein adaptierter, linksstetiger Prozess. Wir definieren die Prozesse
(X™)pen durch

X" = XOﬂ{O}"’ZX%II_(kfl k n € N.

S’
keN

Da X adaptiert ist, gilt fiir n € N und B € B(R)

{X" e B} = ({Xo € By x{o}u | ({Xgnl € B}x(’“;,zﬁnD e 2"

271

[0

Da X linksstetig ist, gilt nach Lemma 1.2.3, dass X" — X auf 2 x R, und
folglich ist X ein &?”-messbarer Prozess. Dies beweist &2 C £2”.
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O
Satz 3.1.6. Es sei X ein previsibler Prozess. Dann gelten die folgenden Aussagen:
(a) Xplireooy ist Fp_-messbar fir jede Stoppzeit T
(b) XT ist previsibel fiir jede Stoppzeit T.

Beweis. Nach dem Satz iiber monotone Klassen (Satz 1.4.4) geniigt es, die Figen-
schaften (a) und (b) fiir folgende Prozesse zu beweisen:

(1) Fiir alle X = 14,40y mit A € %;. Hierzu sei T eine Stoppzeit. Dann ist
Xrlir<ooy = Lalir—0y = Lanir=0}

gemif Definition 1.3.6 messbar beziiglich .#p_, so dass (a) erfiillt ist. Da X
adaptiert und linksstetig ist, ist X7 auch adaptiert und linksstetig, so dass (b)
gilt.

(2) Fiir alle X = T4y mit s,¢ € Ry, so dass s < ¢, und A € F,. Hierzu sei T
eine Stoppzeit. Dann ist

Xrlreoy = Laliresy = La(Lirsst — Lirsey) = Langs<ry — Langi<t)

gemif Definition 1.3.6 messbar beziiglich .#p_, so dass (a) erfiillt ist. Da X
adaptiert und linksstetig ist, ist X7 auch adaptiert und linksstetig, so dass (b)
gilt.

]

Satz 3.1.7. Es seien S, T zwei Stoppzeiten und Y eine Fg-messbare Zufallsvariable.
Dann st der Prozess Y lys ) previsibel.

Beweis. Wir diirfen annehmen, dass Y = 14 fiir ein A € Fg. Der Prozess X =
Y'1js 7y ist linksstetig, und fiir jedes ¢ € R, ist nach Lemma 1.3.10

Xy = Lalysci<ry = Langs<yLir>yy  beziiglich .%; messbar.
Folglich ist X adaptiert, und damit insbesondere previsibel. O
Satz 3.1.8. Fs sei X ein adaptierter cadlag-Prozess.
(a) X_ ist previsibel.
(b) Ist X previsibel, dann ist AX auch previsibel.
Beweis.

(a) Folgt aus Definition 3.1.1, da X_ nach Lemma 1.1.26 adaptiert und linksstetig
ist.

(b) Folgt aus AX =X — X_.
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3.2 Previsible Zeiten

Definition 3.2.1. Eine Abbildung T : Q — R, heifit eine F-previsible Zeit (oder

kurz, eine previsible Zeit), falls [0,T]€ 2.

Lemma 3.2.2. Jede previsible Zeit T ist eine Stoppzeit.

Beweis. Nach Korollar 3.1.2 gilt [T, 00[= (2 x Ry) \ [0,7]€ & C €, und somit ist
der cadlag-Prozess X = T optional, und damit nach Satz 1.4.5 auch adaptiert.
Also gilt {T' <t} ={X; =1} € % fiir jedes t € R,. O

Lemma 3.2.3. Eine Stoppzeit T ist genau dann eine previsible Zeit, wenn [T] € 2.
Beweis. Nach Satz 3.1.5 gilt [0,T] € &. Ist T eine previsible Zeit, dann folgt
[7] = [0, 7T\ [0,T[e 2,
und ist [T] € &, dann folgt
[0, T[= [0, T]\[T] € £.
O

Lemma 3.2.4. Es seien T' eine Stoppzeit und t > 0. Dann ist T + t eine previsible
Zeit.

Beweis. Fiir alle (w, s) € Q x R, gilt

(w,s) €0, T+
s Tw)+t>s

1
= T(w)+(1——>t23 fiir ein n € N
n

- weyfors (-]

neN

Nach Satz 3.1.5 folgt

[0.7 +t[= | J HO,T+ <1 - %)tﬂ c 2.

neN

m
Korollar 3.2.5. T =t fiir jedes t € R, eine previsible Zeit, und damit eine Stoppzeit.

Lemma 3.2.6. Es sei (T,,)nen eine Folge von previsiblen Zeiten.
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(a) T = sup,,cn T, ist eine previsible Zeit.

(b) S =inf,enT, ist eine previsible Zeit, sofern Q =, {5 =T}

neN

Bewess.

(a) Fiir alle (w,t) € Q x R, gilt

(w,t) € [0, 7]
& T(w)>t
& Th(w)>tfireinneN
& (wt)e (JI0, T
neN
Daraus folgt [0,T[= U, n[0, Tn[€ £2.

(b) Es seien (w,t) €  x R, beliebig. Es gelte T, (w) > t fiir alle n € N. Wegen
Q = U,entS = To,} existiert ein Index m € N, so dass S(w) = T}, (w), und es
folgt S(w) > t. Also gilt

(w,t) € 0, 5]
& Sw) >t
& T,(w)>tfiraleneN

& (wt)e (0,7l

neN
Daraus folgt [0, S[=,,en[0, T0[€ Z.
O]

Bemerkung 3.2.7. Es sei S eine Stoppzeit, die nicht previsibel ist. Nach Lemma
3.2.4 ist die Folge (T,)nen definiert durch T, := S + % eine Folge von previsiblen
Zeiten. Es gilt jedoch S = inf, N T),.

Lemma 3.2.8. Es seien T eine previsible Zeit und A € Fr_. Dann ist
Th:=T1y+ ool e

eine previsible Zeit.

Beweis. Es sei T' eine previsible Zeit. Wir definieren die Mengensysteme

o = {A € .Z : Ty ist eine previsible Zeit},
G = FU{BN{t<T}:teR, und B € %}
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Dann ist < eine o-Algebra iiber Q. (Ubung.)
Aukerdem gilt ¢4 C «7. (Ubung.)
Insgesamt folgt

Fr_=0(9) Co(H) =4
[

Lemma 3.2.9. Es seien S eine previsible Zeit, A € Fs_ und T eine Stoppzeit. Dann
git AN{S <T}HAN{S <T}HAN{S =T} e Fr_.

Beweis. Es gilt

AN{S <T}=(AN{S<TIN{T <oo}) U(AN{S < T}N{T = oo})
=(AN{S<T <o} U(AN{S <T = co})
={S4 <T < oo} U(ANA{T = o0}).

Nach Lemma 3.2.8 ist S4 eine previsible Zeit, so dass folgt
[Sa,00[= (2 xRy)\ [0,Sa]e £.
Also ist der Prozess X = lg, o[ previsibel, und mit Satz 3.1.6 folgt
{Sa<T < oo} ={Xpljreoy = 1} € Fp_.

Wegen Fg_ C Foo_ gilt A € F_. Wir definieren ¢ := UtER+ Z; und das Mengen-
system 7 C o durch

H ={Aec Fo_ : AN{T =0} € Fr_}.

Dann gilt ¥ C . (Ubung.) Aukerdem ist % eine o-Algebra iiber 2. (Ubung.)
Daraus folgt

Foo = 0(€) C o(H) = H C T _.

Also gilt S = Foo—, was AN{S < T} € Zr_ beweist. Die restlichen Aussagen
folgen mit Lemma 1.3.10. [

Lemma 3.2.10. FEs seien S,T zwei Stoppzeiten und Y eine Zufallsvariable.

(a) Falls T' previsibel und Y eine Fg-messbare Zufallsvariable ist, dann ist der
Prozess Y s | previsibel.

(b) Falls S previsibel und Y eine Fs_-messbare Zufallsvariable ist, dann ist der
Prozess Y 1g) previsibel.
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(¢) Falls S und T previsibel sind undY eine Fs_-messbare Zufallsvariable ist, dann
ist der Prozess Y g previsibel.

Beweis.
(a) Folgt wegen Ylysrp = (Y 1ys/p)Ljo,rp mit Satz 3.1.7.
(b) Wir diirfen annehmen, dass Y = 14 mit A € Fg_. Fiir jedes (w,t) € Q x Ry
gilt

we Aund (w,t) €
< weAund S(w) <
& Sa(w) <t <T(w)
& (w,t) € [Sa,T].

[5,T]
t <T(w)

Nach Lemma 3.2.8 ist S previsibel. Also ist
Yigsry = Lalgsry = Lisar = Loy — Lpo,sal
previsibel.

(c) Folgt wegen Y 1isorp = (Y Liszp) Lo,y mit Teil (b).

Lemma 3.2.11. Es sei A € &2 eine previsible dinne Menge.

(a) Es existiert eine ausschopfende Folge (T,)nen von previsiblen Zeiten, so dass bis
auf eine vernachlissigbare Menge

A=JIT.].

neN

(b) Falls die stochastische Basis (,.%,F,P) sei vollstandig ist, dann existiert sogar
eine ausschiopfende Folge (T,,)nen von previsiblen Zeiten, so dass

A= Tl

neN

Beweis. Siehe [JS03, Lemma 1.2.23]. O

Lemma 3.2.12. Fs sei X ein previsibler cadlag-Prozess. Dann existiert eine aus-
schiopfende Folge (T,,)nen von previsiblen Zeiten, so dass

(ax £ 0y = Iz

neN
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Beweis. Siehe [JS03, Prop. 1.2.24]. O

Satz 3.2.13. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(i) X ist previsibel.

(i1) Es existiert eine ausschopfende Folge (T,,)nen von previsiblen Zeiten, so dass

{ax £ 0y c Jirl.

neN
und fiir jede previsible Zeit T ist Xrlir<ocy beziiglich Fr_ messbar.

Beweis. (i) = (ii): Folgt aus Lemma 3.2.12 und Satz 3.1.6.
(ii) = (i): Wie definieren die zuféllige Menge

A= QxR \ JIT.).

neN

Nach Lemma 3.2.3 gilt A € &2. Auberdem gilt die Darstellung

X=X_14+) Xrlp,

neN
Also ist X nach Lemma 3.2.10(b) previsibel. O

Lemma 3.2.14. Es seien A € & eine previsible Menge, und T : Q — R, gegeben
durch

T(w) =1inf{t € Ry : (w,t) € A}.
Falls T eine Stoppzeit ist und [T] C A gilt, dann ist T eine previsible Zeit.

Beweis. Fiir alle (w,t) € Q x R gilt

t e

(w?)

(w1 ) >t

(w,t) € Aund T'(w) =t (wegen der Definition von T')
(w?) el

(w, )

Alsoist [T] = AN[0,T] € &, und T somit nach Lemma 3.2.3 eine previsible Zeit. [
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Satz 3.2.15 (Satz vom previsiblen Schnitt). Es seien A € & eine previsible Menge
und N € .F eine Menge mit

NC{weQ: (w,t) e A firenteR;}.
Dann existiert zu jedem e > 0 eine previsible Zeit T mit [T] C A, so dass
P{T =0} NN) <e.

Beuweis. Dies folgt aus [JS03, Theorem 2.14 und Remark 2.19|. O
Definition 3.2.16. Es scien A, B € 7.

(a) Wir sagen, dass A auf B gilt, falls B C A; das heifft AN B = B.

(b) Wir sagen, dass A fast sicher auf B gilt, falls P(AN B) = P(B).
Satz 3.2.17. FEs sei T eine Stoppzeit.

(a) Falls eine monoton wachsende Folge (T),)nen von Stoppzeiten mit T, T T und
T, <T auf {T > 0} fir alle n € N existiert, dann ist T eine previsible Zeit.

alls etne previsivle Zewt 18t, dann existiert eine monoton wachsende Folge

b) Falls T ei isible Zeit ist, d .5t1 ] hsende Fol
(T)nen von Stoppzeiten, so dass T, 1T fast sicher und T,, <'T fast sicher auf
{T > 0} fir alle n € N.

(¢) Die stochastische Basis (Q, %, F,P) sei vollstindig. Falls T eine previsible Zeit
ist, dann existiert eine monoton wachsende Folge (T, )n,en von Stoppzeiten, so
dass T, 1T und T,, < T auf {T > 0} fiir alle n € N.

Bewezs.
(a) Es sei (w,t) € Q x Ry beliebig. Falls T'(w) > 0, dann gilt T,,(w) < T'(w) fiir
jedes n € N, und daher
(w,t) €]0,T7]
& 0<t<T(w)
& 0<t<T,(w) fireinneN

& (wt) el
neN
Falls T'(w) = 0, dann gilt T,,(w) = 0 fiir jedes n € N, und daher
(w,t) €]0,T]
(w,t) el

(w,t) € U]]O, T.].

neN

=
=
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Es folgt [0, T'[= \U,,cn]0, 7%.], und daher

[0, T[= [o]u]0, T[= [0] U (U]]o,m]) = n]e2

neN neN
(b) Siehe [Del72].
(c) Siehe [Del72].
[l

Bemerkung 3.2.18. In der Situation von Satz 3.2.17 nennen wir die Folge (T,,)nen
eine ankindigende Folge der previsiblen Zeit T'.

Satz 3.2.19.

(a) Essei A€ P eine previsible Menge. Falls fiir jede previsible Zeit T mit [T] C A
gilt, dass P(T = o0) = 1, dann ist A vernachldssigbar.

(b) Es seien X und Y zwei previsible Prozesse, so dass Xt = Yr fast sicher auf
{T < oo} fiir jede previsible Zeit T. Dann sind X und Y ununterscheidbar.

(c) Es seien X und Y zwei previsible Prozesse, so dass Xt < Yr fast sicher auf
{T < oo} fiir jede previsible Zeit T. Dann gilt X <Y bis auf Ununterscheid-
barkeit.

Beweis.

a) Angenommen, die Menge A ist nicht vernachlissigbar. Dann existiert eine Men-
g g )
ge N € ¥ mit

NcCc{weQ: (wt)e AfiireinteR,}

und € > 0, wobei ¢ := P(N). Nach dem Satz vom previsiblen Schnitt (Satz
3.2.15) existiert eine previsible Zeit 7' mit [T C A, so dass

€

P({T = 0o} N N) <

N |

Es folgt
1—%g1—]P>({T:oo}ﬁN):IP’(({T:oo}HN)C):IP’({T<oo}UNC)
< P(T < c0) + P(N°) = P(T < 00) + 1 —e.

Daraus folgt P(T" < oo) > ¢, und damit P(7" = oo) < 1. Dies widerspricht der

Voraussetzung P(7" = oco) = 1.
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(b) Es gilt {X # Y} € Z. Es sei T eine previsible Zeit mit [T] C {X # Y}.
Dann gilt fiir jedes w € Q mit T'(w) < oo, dass (w,T(w)) € [T] € {X # Y},
und damit Xp(,)(w) # Yrw)(w). Es folgt {T" < oo} C {X7 # Y7}, und wegen
Xr = Yr fast sicher auf {T" < oo} folgt

_ B(0) = 0.

Also gilt P(T' = oo0) = 1. Nach Teil (a) ist {X # Y} vernachléssigbar.

(¢) Analoger Beweis. (Ubung.)

3.3 Orthogonale Stoppzeiten

Definition 3.3.1. Eine Stoppzeit T heifit erreichbar (durch previsible Zeiten), falls
eine Folge (T,,)nen von previsiblen Zeiten existiert, so dass

[71 ¢ JIT):
neN
Bemerkung 3.3.2. Zu jedem w € ) existiert ein n € N, so dass T'(w) = T, (w).

Bemerkung 3.3.3. Jede previsible Zeit ist erreichbar.

Definition 3.3.4. Fine Stoppzeit T heifit orthogonal (zu allen previsiblen Zeiten),
falls P(T'= S < 00) = 0 fiir jede previsible Zeit S.

Bemerkung 3.3.5. Mit anderen Worten, fiir jede previsible Zeit S gilt [T]|N[S] = 0
bis auf eine vernachldissigbare Menge.

Bemerkung 3.3.6. T' = oo ist eine orthogonale Stoppzeit, wohingegen T = t fir
t € R, keine orthogonale Stoppzeit ist.

Lemma 3.3.7. Es seien T eine orthogonale Stoppzeit und S eine Stoppzeit mit [S] C
[T]. Dann ist S auch orthogonal.

Beweis. Es sei R eine previsible Zeit. Wegen [S] C [T] und [T] N [R] = 0 bis auf
eine vernachldssighare Menge gilt auch [S] N [R] = 0 bis auf eine vernachldssigbare
Menge. [l

Lemma 3.3.8. Fulls eine Stoppzeit T erreichbar und orthogonal ist, dann gilt T = oo
fast sicher.
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Beweis. Da T erreichbar ist, existiert eine Folge (T,),en von previsiblen Zeiten exi-
stiert, so dass

71 < YIzl.

neN

Da T orthogonal ist, gilt fiir jedes n € N, dass [T]N[T,,] = 0 bis auf eine vernachlis-
sigbare Menge. Daraus folgt

r1=1r10 (Uinl) = U (710 1n0) =0

neN neN

bis auf eine vernachléssighare Menge. Also gilt T' = oo fast sicher. O

Satz 3.3.9. Es sei T eine Stoppzeit. Dann existiert eine P-fast sicher eindeutig be-
stimmte Menge A € Fp mit A C {T < oo}, so dass die Stoppzeit Tx orthogonal und
Tse erreichbar ist.

Beweis. Siehe [JS03, Thm. 1.2.22]. O

Definition 3.3.10. Die P-fast sicher eindeutig bestimmte Stoppzeit Ty aus Satz 3.3.9
heifit der orthogonale Anteil von T, und die Stoppzeit Tae heifit der erreichbare Anteil
von T'.

Bemerkung 3.3.11.

(a) Es gilt T =Tx N Tye.

(b) Es gilt die Zerlegung [T] = [Ta] U [T'a<].
Lemma 3.3.12. Es sei T eine Stoppzeit.

(a) Ist T orthogonal, dann ist der orthogonale Anteil gegeben durch Ty = T; das
heift A ={T < oo}.

(b) Ist T erreichbar, dann ist der orthogonale Anteil gegeben durch Ty = oo; das
heifst A = ().

Beweis. Ubung. O]

Satz 3.3.13. Es sei A € O eine optionale dinmne Menge. Dann existiert eine aus-
schépfende Folge (T),)nen von Stoppzeiten, so dass

neN

und fir jedes n € N ist T,, entweder orthogonal oder erreichbar.
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Beweis. Folgt aus Lemma 1.4.12 und Satz 3.3.9. [

Satz 3.3.14. Es sei A € O eine optionale diinne Menge. Dann existiert eine aus-
schopfende Folge (T),)nen von Stoppzeiten, so dass

Ac T,

und fir jedes n € N ist T, entweder orthogonal oder previsibel.

Bewers. Folgt aus Satz 3.3.13 und einer Prozedur wie im Beweis von Lemma 1.4.12.
O

Satz 3.3.15. Es sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Wir nehmen an, dass eine
ausschipfende Folge (T,,)nen von previsiblen Zeiten erxistiert, so dass

{AX # 0} c Tl

Dann gilt AX7t = 0 fast sicher auf {T < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit T

Beweis. Es sei T' eine orthogonale Stoppzeit. Dann gilt

PH{AXr £ 0} N{T < o0}) < IP’< U{T:Tn < oo})

neN

<> P(T =T, <o0)=0.

neN

]

Korollar 3.3.16. Es sei X ein previsibler cadlag-Prozess. Dann gilt AX7 = 0 fast
sicher auf {T < oo} fir jede orthogonale Stoppzeit T

Beweis. Folgt aus Lemma 3.2.12 und Satz 3.3.15. O]

Definition 3.3.17. FEin adaptierter cadlag-Prozess X heifit quasi-linksstetig, falls
AXy =0 fast sicher auf {T < oo} fiir jede previsible Zeit T

Lemma 3.3.18. Die Menge aller quasi-linksstetigen Prozesse ist ein Veklorraum.
Beweis. Ubung. O]

Lemma 3.3.19. Es sei X ein previsibler, quasi-linksstetiger Prozess. Dann ist X
stetig bis auf eine vernachldssigbare Menge.

Beweis. Ubung. O]



52

Satz 3.3.20. FEs sei X ein adaptierter cadlag-Prozess. Dann sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

(1) X ist quasi-linksstetig.

(1i) Es existiert eine ausschipfende Folge (T),)nen von orthogonalen Stoppzeiten, so
dass

(ax 0y = Iz

neN

(1i1) Fiir jede Folge (T,,)nen von monoton wachsenden Stoppzeiten gilt lim,, o, X7, =
Xr fast sicher auf {T < oo}, wobei T = sup,,cy T,-

Beweis. (1) = (ii): Nach Korollar 1.4.14 existiert eine ausschopfende Folge (7),)nen
von Stoppzeiten, so dass

{ax #0} = Il

Es sei n € N beliebig. Weiterhin sei T eine beliebige previsible Zeit. Dann gilt AX =
0 fast sicher auf {T" < oo}, und daher [T,,] N [T] = @ bis auf eine vernachlissigbare
Menge. Also ist die Stoppzeit T,, orthogonal.

(ii) = (i): Es sei T eine previsible Zeit. Dann gilt

P({AX7 # 0} N {T < co}) :IP’( T =T < oo})

neN

<Y P(T'=T, < 0)=0.

neN

(ii) <> (iii): Siehe [JS03, Prop. 1.2.26]. 0

3.4 Die previsible Projektion

Definition 3.4.1. Fir eine Zufallsvariable X und eine Sub-o-Algebra ¢ C F defi-
nieren wir die verallgemeinerte bedingte Erwartung durch

EX |9 := (E[X"|¥4] —E[X™ |¥])14 + ool e,
wobei A = {E[|X||¥9] < co}.
Lemma 3.4.2. Es sei M € Mo.. Dann gilt

]E[MT ‘ L9771,] = Myp_ an {T < OO}

fir jede previsible Zeit T'.
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Beweis. Der Einfachheit halber nehmen wir an, dass die stochastische Basis ({2, %, F, P)
vollsténdig ist. Es sei (T),)nen eine lokalisierende Folge fiir M. Weiterhin sei T eine
previsible Zeit. Es sei n € N beliebig. Nach Lemma 1.3.10 gilt {T,, < T} € Zp_, und
daher {T' < T,} € Fr_. Es folgt

E[My | Zr_] = E[Mgpar, | Fr-] = B[(M™) ¢ | Zr_] auf {T <T,}.
Auferdem gilt
Mp_ = (M™)p_ auf {T <T,}.

Folglich diirfen wir annehmen, dass M € .#. Da die stochastische Basis (Q2,.7,F,P)
vollsténdig ist, existiert nach Satz 3.2.17(c) eine monoton wachsende Folge (S,,)nen
von Stoppzeiten, so dass S, — T und S, < T auf {T" > 0} fiir alle n € N. Es sei
n € N beliebig. Wegen S,, < T gilt nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23)

Mg, = E[My | Zs,].

Nach Satz 2.2.10 gilt
Mg, E[MT ‘ a( U %)]
neN
Wegen S,, < T auf {T' > 0} gilt .Fg, C Fp_ fiir alle n € N, und damit

0( U %n) C Fr.

neN

Andererseits gilt fiir ¢ € Ry und A € % wegen {t < T} C {T" > 0} mit Lemma
1.3.10, dass

Am{t<T}:Am(U{t§Sn}) = U\[Am{tvg Sn}lea(Uﬂsn)

neN neN Py neN
S

so dass folgt Fp_ C o(U, ey Zs,.)- Also gilt
T = 0( U fign),
neN
und es folgt Mg, Ly E[Mr | Zr_]. Also erhalten wir

E[MT | ﬁT_] = lim Msn = Mp_ auf {T < OO}
n—00
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Im Folgenden sei R := [~00, 00] = RU {o0} U {—o0}.

Satz 3.4.3. Es sei X ein R-wertiger messbarer Prozess. Dann ezistiert ein bis auf
Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmter Prozess PX mut folgenden Figenschaften:

(a) PX ist previsibel.
(b) *X)r =E[Xr | Fr_] auf {T < oo} fiir jede previsible Zeit T'.

Beweis. Eindeutigkeit: Es seien Y und Z zwei Prozesse, die (a) und (b) erfiillen. Fiir
jede previsible Zeit T gilt fast sicher

Yr = E[XT | ﬁT_] =Zr auf {T < OO}

Also sind Y und Z nach Satz 3.2.19 ununterscheidbar.

Existenz: Nach dem Satz iiber monotone Klassen (Satz 1.4.4) geniigt es, die Existenz
fiir alle beschréinkten, messbaren Prozesse der Form X = 141p,,) mit A € % und
u,v € Ry mit u < v zu beweisen. Nach Satz 2.3.15 existiert ein M € .#, so dass
M, =E[l1,4]|.%] fir alle t € Ry und M, = 14. Wir setzen

PX = M_1p,,).

Dann ist X nach Satz 3.1.8 und Lemma 3.2.10(c) previsibel. Es sei T" eine previsible
Zeit. Nach Satz 3.1.6 ist (Ljy,0))7l{r<co} = L{u<r<v}li{r<cc} beziiglich Zr_ messbar.
Mit Lemma 3.4.2, Satz 2.3.22 und wegen Zp_ C Zp folgt

~—

PX)r = Mr_lu<rewy = E[Mp | Fr_|Liu<r<s)

= E[E[14| Fr]| Fr_]|ljucry = E[la | Fr_|lucrany
=E[laljucrey) | Fr-] = EXp | Fr_] auf {T < oco}.
O
Definition 3.4.4. Wir nennen ?X die previsible Projektion von X.
Lemma 3.4.5. Die Abbildung X — PX ist linear.
Beweis. Ubung. O]

Lemma 3.4.6. Es sei X ein R-wertiger messbarer Prozess.

(a) Falls?X € R und Y ein (—oo, oo|-wertiger previsibler Prozess ist, dann gilt

P(XY)=YP"X.

(b) Ist X previsibel, dann gilt P X = X.
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(¢) Ist X optional, dann gilt fir jede Stoppzeit T, dass
P(XT) = (PX) Lo + Xl eof-
(d) Ist | X| < a fir eina >0, dann gilt auch [PX| < a bis auf eine vernachlissigbare
Menge.

Beweis. Ubung. O]
Satz 3.4.7.

(a) Fiir jedes M € Mo gilt PM = M_ und P(AM) = 0.

(b) Fiir jeden quasi-linksstetigen Prozess X gilt PX = X_ und P(AX) = 0.
Beweis. Ubung. ]

Definition 3.4.8. Der previsible Triger einer Menge A € F @ B(R,) ist definiert
durch die previsible Menge A’ := {P(14) > 0}.

Bemerkung 3.4.9. Der previsible Triger ist bis auf eine vernachlissigbare Menge
eindeutig bestimmdt.

Lemma 3.4.10. Es seien X,Y zwei nichtnegative messbare Prozesse, so dass {X >
0} ={Y > 0}. Dann gilt {*X > 0} = {*Y > 0} bis auf eine vernachlissigbare Menge.

Beweis. Es seien A, B € & Versionen von {*X > 0} und {?Y > 0}. Es sei T eine
previsible Zeit mit [7] C A\ B. Wir nehmen an, dass P(T' < co) > 0. Dann gilt

E[X7p | Zr-] = (PX)r >0 auf {T < oo},
und damit E[X71r.00y] > 0. Es folgt
PH{ X7 >0} N{T < oc}) > 0.
Andererseits gilt
E[Yr|Zr-|=(*Y)r =0 auf {T < oo},
und damit E[Y71{r<}] = 0. Es folgt
P{Yr =0} n{T < o0}) =1.
Wegen {Xr > 0} N{Yr =0} N {T < oo} = 0 folgt der Widerspruch
0=PH{Xr>0}N{Yr=0}N{T < o0}) > 0.

Also gilt P(T' = c0) = 1, und mit Satz 3.2.19(a) folgt, dass A\ B vernachlissigbar
ist. Analog zeigen wir, dass B\ A vernachléssigbar ist. Insgesamt folgt A = B bis auf
eine vernachlassigbare Menge. O]
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Satz 3.4.11. Es sei A € O eine diinne Menge. Dann existieren eine Version A’ € P
des previsiblen Trigers von A und eine Folge (T),)nen von previsiblen Zeiten, so dass

A = JIT.).

neN
Insbesondere ist A’ ebenfalls eine dinne Menge.
Beweis. Siehe [JS03, Prop. 1.2.34]. O

Satz 3.4.12. Fir einen adaptierten cadlag-Prozess X sind folgende Aussagen dqui-
valent:

(i) X ist quasi-linksstetig.
(i) {AX # 0} ist vernachlassigbar.
Beweis. Siehe [JS03, Prop. 1.2.35]. O



Kapitel 4

Prozesse von lokal beschrankter
Variation und das pfadweise
Stieltjes-Integral

4.1 Funktionen von lokal beschrankter Variation

Definition 4.1.1. Fine Funktion a : Ry — R heifst von lokal beschrinkter Variation,
falls fir jedes t € Ry gilt

Var(a); := sup Z sy — s,

e %
€2t [SZ‘,SZ'JFHEH

< 00,

wobei 2, die Menge aller Zerlegungen 0 = sy < s1 < ... < s, =t des Intervalls [0, ]
bezeichnet.

Lemma 4.1.2. Fs sei a : Ry — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrankter
Variation mit ag = 0.

(a) Var(a) : Ry — R, ist eine monoton wachsende cadlag-Funktion mit Var(a)y =
0 und |a| < Var(a).

(b) Es gilt AVar(a) = |Aa| und Var(a) = Var(a)_ + |Aal.
(c) Es gilt Var(a) < Var(a)_ + |a_| + |a].

(d) Es existieren eindeutig bestimmte monoton wachsende Funktionen b,c : R, —
Ry mit by = ¢y = 0, so dass a = b — ¢ und Var(a) = b+ c. Diese sind gegeben
durch

a + Var(a)
2

b:

und c=1b—a.

57
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Beweis. Ubung. [

Definition 4.1.3. FEine cadlag-Funktion a : R, — R wvon lokal beschrinkter Variation
mit ag = 0 heifit rein unstetig, falls
a= Z Aas.

Bemerkung 4.1.4. Es sei a : Ry — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrinkter
Variation mit ag = 0, die stetig und rein unstetig ist. Dann gilt a = 0.

Satz 4.1.5. Es seia: Ry — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrinkter Variation
mit ag = 0.

(a) Es exzistiert eine eindeutig bestimmte Zerlequng a = a° + a?, wobei a® eine
stetige Funktion von lokal beschrinkter Variation mit af = 0 ist, und a® eine
rein unstetige cadlag-Funktion von lokal beschrinkter Variation mit ad = 0 ist;
diese Zerlequng ist gegeben durch

al = Z Aag,

s<e

a¢ =a — a®.

(b) Ist a monoton wachsend, so sind auch a® und a® monoton wachsend.
Beweis. Ubung. O]

Bemerkung 4.1.6. Es seiena : Ry — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrankter
Variation mit ag = 0.

(a) Die Funktion a ist die Verteilungsfunktion eines eindeutig bestimmten o-endlichen
signierten Mafles p auf (R, B(R)) mit den FEigenschaften u({0}) = 0 und
w((s,t]) = ay — as fir alle 0 < s < t.

(b) Falls a monoton wachsend ist, dann ist p ein nichinegatives Maf.

Definition 4.1.7. Es sei a : R, — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrinkter
Variation mit ag = 0, und es sei h: Ry — R eine Borel-messbare Funktion mit

t
/ |hs|dVar(a)s < oo fir allet € R,.
0

Dann definieren wir das Stieltjes-Integral

t
/hsdas :—/ hd,u—/ hdv, teR,,
0 (0,¢] (0,¢]

wobei b und ¢ die eindeutig bestimmten Funktionen aus Lemma 4.1.2(d) sind, und p
und v die dazugehdrigen Mafle aus Bemerkung 4.1.6(b) bezeichnen.
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Lemma 4.1.8. Es sei a : Ry — R eine cadlag-Funktion von lokal beschrinkter
Variation mit ag = 0, und es sei h : R, — R eine Borel-messbare Funktion mait

¢
/ |hs|dVar(a)s < oo fiir alle t € R,.
0

Wir definieren die Funktion b: Ry — R durch

t
bt = / hSdCLs, t < R+
0

(a) Die Funktion b ist ebenfalls eine cadlag-Funktion von lokal beschrinkter Varia-
tion mit by = 0, und es gilt Ab = hAa.

(b) Ist a stetig, so ist auch b stetig.

(c¢) Ist a rein unstetig, so ist auch b rein unstetig und es gilt

b= Z h.Aa,.

s<e

(d) Falls a monoton wachsend und h > 0 ist, dann ist auch b monoton wachsend.

Beweis. Ubung. O]

4.2 Prozesse von lokal beschrankter Variation

Es sei (Q2,.%,F,P) eine stochastische Basis.
Definition 4.2.1.

(a) Wir bezeichnen mit ¥ die Menge aller adaptierten cadlag-Prozesse A mit Ay =
0, so dass jeder Pfad von lokal beschrinkter Variation ist.

(b) Wie bezeichnen mit ¥ die Menge aller A € ¥, so dass jeder Pfad monoton
wachsend ist.

Definition 4.2.2.
(a) Fir A €V bezeichnen wir mit Var(A) den pfadweisen Variationsprozess.
(b) Fiir A€ ¥+ definieren wir die R, -wertige Zufallsvariable A = limy_, A;.

Bemerkung 4.2.3.
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(a) Es gilt v C V.
(b) Fiir jedes A € ¥+ gilt Var(A) = A.
Lemma 4.2.4. Es sei A € V beliebig.
(a) Es gilt Var(A) € ¥ .
(b) Falls A previsibel ist, dann ist Var(A) ebenfalls previsibel.
Beweis.
(a) Nach Lemma 4.1.2 ist Var(A) cadlag mit monoton wachsenden Pfaden und
Ag = 0. Fiir jedes t € R, ist
Var(A), = lim > [Auyn — A-vy/al
k=1
messbar beziiglich .%#,;. Also ist Var(A) adaptiert, und somit gilt Var(A) € »'*.

(b) Nach Lemma 4.1.2 gilt Var(A) = Var(A)_ + |AA|. Also ist Var(A) nach Satz
3.1.8 ebenfalls previsibel.

[
Definition 4.2.5.
(a) Wir setzen of == {A € ¥ :E[Var(A)] < oo}.
(b) Wir setzen o/ 7 :={A € ¥ :E[Ay] < c0}.
Bemerkung 4.2.6. Fs sei A€ V.
(a) Es gilt A € o/ genau dann, wenn Var(A) € /.
(b) Es gilt A € Ao genau dann, wenn Var(A) € o .

Satz 4.2.7. Es sei A€ V.

(a) Es existieren eindeutig bestimmte Prozesse B,C' € ¥, so dass A= B —C und
Var(A) = B + C. Diese sind gegeben durch

B A+ Var(A)
=

B und C =B — A.

(b) Falls A previsibel ist, dann sind B,C und Var(A) auch previsibel.
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(¢) Falls A € &, dann gilt Var(A), B,C € o/*.

(d) Falls A € ., dann gilt Var(A), B,C € 4.
Beweis. Folgt aus Lemmas 4.1.2, 4.2.4 und Bemerkung 4.2.6. O]
Lemma 4.2.8.

(a) Die Mengen ¥, o/ % und o). sind konveze Kegel.

(b) Die Mengen ¥, of und <. sind Vektorraume.

(¢c) Die Klassen V', V', o, o/ sind stabil unter Stoppen.

(d) Es gilt Viee =V und %5 =¥+,

e) Esqilt V =v+taoyvt.
(e) Es g

(f) Es gilt & = o+ 6 AT und oo = A}, 6 AT
(q) Es gilt o/ C o CV und o+ C A} C V.
Beweis. Ubung. O]

Bemerkung 4.2.9. Fir eine Klasse € € {V, o, Ao} bedeutet € = €T S €T, dass
zu jedem A € € eine eindeutig bestimmie Zerlequng A= B — C mit B,C € €+ und
Var(A) = B+ C eistiert.

Satz 4.2.10. Jedes A € o/ ist ein Submartingal der Klasse (D).

Beweis. Der Prozess A ist nach Lemma 2.3.5(a) ein Submartingal. Auferdem gilt fiir
jede endliche Stoppzeit T, dass A < A,.. Da A € £, folgt, dass A ein Prozess
der Klasse (D) ist. O

Lemma 4.2.11. Es sei A € VT ein previsibler Prozess. Dann ist fiir jedes a € R die
Abbildung

T:=inf{t e Ry : A > a}
eine previsible Zeit.

Beweis. Es geniigt, die Situation a € R, anzuschauen. Nach Satz 1.3.14 ist T' eine
Stoppzeit. Wir setzen

B :={(w,t) € A xRy : Ay(w) > a} € Z.

Wegen der Monotonie und der Rechtsstetigkeit von A gilt [T] C B. Also ist T' nach
Lemma 3.2.14 eine previsible Zeit. O]
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Satz 4.2.12. Fir jeden previsiblen Prozess A € ¥ sind A und Var(A) lokal be-
schrankt. Es gilt also insbesondere A € ..

Beweis. Siehe |JS03, Lemma 1.3.10]. O
Satz 4.2.13. Fs qilt Mo NV C Ao

Beweis. Durch Lokalisierung geniigt es, zu zeigen, dass .#Z N ¥V C .. Dazu sei
A € NV beliebig. Die Folge (T},)en definiert durch

T, :=inf{t € Ry : Var(A) > n}

ist nach Lemma 1.6.8 eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten. Es sei n € N beliebig.
Nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) gilt Ay, € ', und nach Lemma 4.1.2(c)
gilt

Var(A)Tn < Var(A)Tn_ + ’ATn—‘ + |ATn‘ < 2n + ‘ATn’ € gl.
Insgesamt folgt Var(A) € o', und damit A € .. O

loc?

Satz 4.2.14. Esset A€ V.

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte Zerlequng A = A° + A mit A A% € ¥,
wobei A€ stetig ist, und A? rein unstetig; diese Zerlequng ist gegeben durch

At:=> " AA,,

s<e

A=A — A4
(b) Ist A€ V™, so gilt auch A¢, A% € ¥'+.
c) Ist A previsibel, so ist auch A? previsibel.
(c)

Bewess.

(a) Nach Korollar 1.4.14 existiert eine ausschopfende Folge von Stoppzeiten (T,,),en,
so dass

(aa#0y = JIml.
neN
Also erhalten wir die Darstellung
AT =" AAg L, .
neN

Nach Korollar 1.4.9 ist AA optional, und nach Satz 1.4.5 ist AAg, fiir jedes
n € N beziiglich .%, messbar. Folglich ist A% nach Lemma 1.4.7 adaptiert, und
damit ist auch A° adaptiert. Also folgt Teil (a) aus Satz 4.1.5.
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(b) Folgt aus Satz 4.1.5.

(¢) Nach Lemma 3.2.12 existiert eine ausschopfende Folge (7),)nen von previsiblen
Zeiten, so dass

{AA £ 0} = [T
neN
Also erhalten wir die Darstellung

AT =" AAg Lz, oo

neN

Nach Satz 3.1.8 ist AA previsibel, und nach Satz 3.1.6 ist AAg, fiir jedes n € N
beziiglich %7, ~ messbar. Folglich ist A? nach Lemma 3.2.10(c) previsibel.

O
Satz 4.2.15. Es sei A € ¥ rein unstetig.

(a) Es existiert eine bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmte Zerlegung
A = A9+ A% mit rein unstetigen A%, A € V', so dass A? quasi-linksstetig ist,
und AA} =0 fast sicher auf {T' < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit T.

(b) Ist A quasi-linksstetig, so gilt A9 = A und A* = 0.
(¢) Ist A previsibel, so gilt A?=0 und A* = A.
(d) Ist A € VT, so gilt auch A, A® € V7.

Beweis.

(a) Existenz: Nach Satz 3.3.14 existiert eine ausschépfende Folge (7},)nen von Stopp-
zeiten, so dass

{aa#0yc Il
neN
und fiir jedes n € N ist T;, entweder orthogonal oder previsibel. Wir setzen

I :={n € N: T, ist orthogonal},
J :={n € N: T, ist previsibel},

und

AT =" AAg, g, o,

nel

A" =" AAg, g, o

neJ
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Dann gilt A = A? 4+ A% und A9 und A® sind rein unstetig mit A9, A* € 7.
Weiterhin gilt (beachte auch Satz 3.3.13)

{aar o} = JIT,

nel

{aAr £ 0} ¢ |JITl-

neJ
Nach Satz 3.3.20 ist A? quasi-linksstetig, und nach Satz 3.3.15 gilt AAS =0
fast sicher auf {T" < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit T'.

Eindeutigkeit: Siehe [HWY92, Thm. 4.25].

(b) Folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung A = A% + A
(c) Folgt aus Korollar 3.3.16 und der Eindeutigkeit der Zerlegung A = A% + A“.

(d) Folgt aus der Konstruktion aus Teil (a).

4.3 Ubergangskerne

Definition 4.3.1. Es seien (Qq,.%1) und (s, 92)“ messbare Raume. Eine Abbildung
K : Q) x % — [0,00] heifit ein o-endlicher Ubergangskern (von (21,.%1) nach
(Qa, F2)), falls gilt:

(a) wi — K(wi, Ag) ist F1-messbar fir jedes Ay € Fy.

(b) Ay — K(wi, Ag) ist ein o-endliches Mafl auf (Qq, F2) fir jedes wy € €.

Satz 4.3.2. Es seien (1, F1, 1) ein o-endlicher Mafiraum, (2, %) ein messbarer
Raum und K ein o-endlicher Ubergangskern von (Qq,.%1) nach (Qq, %3). Dann exi-
stiert ein eindeutig bestimmites o-endliches Maff p ®@ K auf (0 X Qo, %1 @ F), so
dass

(u® K)(A; x Ag) = K(wy, Ag)p(dwy)  fir alle Ay € F1 und Ay € Fo.
Ay

Satz 4.3.3 (Satz von Fubini fiir Ubergangskerne). Es seien (€,.%) und (Qy,.%)
messbare Riume, es sei u ein o-endliches Maf auf (01, #1), und es sei K ein o-
endlicher Ubergangskern von (Q,.%1) nach (Qy, ). Weiterhin sei f: Q) x Qy — R
eine F| @ Fy-messbare Funktion, so dass f > 0 oder f € LY (n® K). Dann ist

Ql — R, w1 — f(wl,wg)K(wl, dwg)
Qo
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eine F1-messbare Funktion, und es gilt

/leQQ fdp® K) = /Ql < o f(W17W2)K(W1,de))u(dwl)_

4.4 Das pfadweise Stieltjes-Integral
Es sei (Q2,.%#,F,P) eine stochastische Basis.

Bemerkung 4.4.1. Es sei H ein optionaler Prozess. Nach Satz 1.4.5 ist fiir jedes
w € Q die Abbildung Ry — R, t — Hy(w) eine Borel-messbare Abbildunyg.

Definition 4.4.2. Es seien A € ¥ und H ein optionaler Prozess, so dass
t
/ |Hg|dVar(A)s < oo fiir alle t € Ry.
0

Wir definieren das Stieltjes-Integral H - A = f0° H,dA, gemaf$ Definition 4.1.7 durch

(H - A)y(w) ;:/0 Ho(w)dA, ), (w,1) € Q x R,

Definition 4.4.3. Ein Mengensystem ¢ C SB(FE) tber einem Grundraum E heifst
eine monotone Klasse iiber E, falls gilt:

(M1) Flir jede aufsteigende Folge (Ay,)neny C € von Ereignissen ist

UAne%.

neN

(M2) Fir alle A,Be€ % mit ACBist B\Ae€%.

Definition 4.4.4. Fs sei € C B(F) ein Mengensystem iber einem Grundraum E.
Dann heifst

M(C) = N B

BOEC
9B ist monotone Klasse

die von € erzeugte monotone Klasse.

Satz 4.4.5 (Satz iiber monotone Klassen). Es sei & C B(F) ein N-stabiles Mengen-
system tber einem Grundraum E mit E € &. Dann gilt 4 (&) = o(&).
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Lemma 4.4.6. Es sei A € ¥ beliebig. Dann existiert zu jedem t € Ry ein eindeutig
bestimmter Ubergangskern I, : Q x B([0,t]) — Ry von (Q,.%,) nach ([0,t], B([0,1])),
so dass fir jedes w € ) der Pfad s — As(w) die Verteilungsfunktion von B —
Ki(w, B) ist.

Beweis. Folgt mit dem Satz iiber monotone Klassen (Satz 4.4.5); Details: Ubung. [

Satz 4.4.7. Es seien A € V und H ein optionaler Prozess, so dass
t
/ |Hg|dVar(A)s < oo fir alle t € Ry.
0

Wir setzen B := H - A.
(a) Es gilt B € ¥ und AB = HAA.
(b) Ist A stetig, so ist auch B stetig.

(c) Ist A rein unstetig, so ist auch B rein unstetig und es gilt

B = Z H,AA,.

s<e

(d) Falls A € ¥+ und H nichtnegativ ist, dann gilt B € ¥'*.
(e) Falls A und H previsibel sind, dann ist auch B previsibel, und es gilt B € ..
Beweis. Wegen Satz 4.2.7 diirfen wir annehmen, dass A € 7.

(a) Nach Lemma 4.1.8(a) ist B ein cadlag-Prozess mit AB = HAA, Pfaden von
lokal beschrankter Variation und By = 0. Es sei ¢t € R beliebig. Weiterhin sei
K; der Ubergangskern von (Q,.%;) nach ([0,], B([0,])) aus Lemma 4.4.6. Dann
gilt

t
Biw) = [ HA)Ki(w,ds), (w.0) € 2x Re,
0
Nach dem Satz von Fubini fiir Ubergangskerne (Satz 4.3.3) ist B, beziiglich .%,
messbar, und folglich ist B adaptiert.
(b) Folgt aus Lemma 4.1.8(b).

(c) Folgt aus Lemma 4.1.8(c).

(d) Folgt aus Lemma 4.1.8(d).
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(e) Nach Satz 3.1.8 ist AB = HAA previsibel, und somit ist auch B = B_ + AB
previsibel. Nach Satz 4.2.12 folgt B € ..

]

Bemerkung 4.4.8. Die Integrierbarkeitsbedingung aus Definition 4.4.2 kénnen wir
nun alternativ schreiben als

|H| - Var(A) € ¥.

Lemma 4.4.9. Es seien A € o/ und M € .# ein beschrinktes Martingal. Weiterhin
sei T eine Stoppzeit.

(b) Falls A previsibel ist, dann gilt E[MpAr] = E[M_ - Ap).
Beweis. Siehe [JS03, Lemma 1.3.12]. O

Satz 4.4.10. Es seien A € o und M € M. ein lokales Martingal, das lokal
beschrinkt ist. Dann gelten folgende Aussagen:

(a) Es gilt MA — M - A € M.
(b) Falls A previsibel ist, dann gilt auch MA — M_ - A € M.

Beweis. Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass A € & und M € .#, und
dass M beschrankt ist.

(a) Fiir jede Stoppzeit T gilt nach Lemma 4.4.9(a) wegen Ay =0
E[(MA—M-A)p|=0=E[(MA— M - A),
und nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) folgt MA— M -Ae€ A .

(b) Verlauft analog mit Lemma 4.4.9(b).

4.5 Der previsible Kompensator

Satz 4.5.1 (Doob-Meyer-Zerlegung). Es sei X ein Submartingal der Klasse (D).
Dann existiert ein bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmter previsibler Pro-

zess A€ T, sodass X — A e M.
Beweis. Siehe, zum Beispiel, [KS91, Theorem 1.4.10]. ]
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Bemerkung 4.5.2. Mit M := X — A gilt die Zerlegqung X = M + A.

Korollar 4.5.3. Fiir jedes previsible lokale Martingal M € M. NV gilt M = 0 bis
auf Ununterscheidbarkeit.

Beweis. Durch Lokalisierung und Anwendung von Satz 4.2.13 geniigt es, das Resultat
fiir jedes previsible Martingal M € .# N o/ zu beweisen. Wegen M € o folgt aus
Satz 4.2.7, dass previsible Prozesse X, A € &/ mit M = X — A existieren. Nach Satz
4.2.10 ist X ein Submartingal der Klasse (D). Aufkerdem gilt

X—-—Ae# und X-Xe#.

Aus der Eindeutigkeitsaussage von Satz 4.5.1 folgt, dass X = A bis auf Ununter-
scheidbarkeit, und damit M = 0 bis auf Ununterscheidbarkeit. ]

Korollar 4.5.4. Fiir jedes stetige lokale Martingal M € Mo NV gilt M = 0 bis auf
Ununterscheidbarkeit.

Beweis. Folgt aus Korollar 4.5.3. O]

Satz 4.5.5. Es sei A € ..

(a) Es ezistiert ein bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmter previsibler
Prozess AP € e, so dass A — AP € Moe.

(b) Fiir Ae of gilt A» € of und A— AP € M.
(c) Fiir A e o}

loc

gilt AP € of "

loc*®
(d) Fir Aec o+ gilt AP € &/ und A— AP € .
Beweis. Wir unterteilen den Beweis in vier Schritte:

(i) Zunéchst beweisen wir die Existenz fiir A € &/*. Nach Satz 4.2.10 ist A ein
Submartingal der Klasse (D). Also existiert nach Satz 4.5.1 ein (bis auf Unun-
terscheidbarkeit) eindeutig bestimmter Prozess AP € &/, so dass A— AP € A .

(ii) Nun beweisen wir die Existenz fiir A € &}. Es sei (T},)nen eine lokalisierende
Folge, so dass AT» € &/* fiir alle n € N. Es sei n € N beliebig. Nach Teil
(i) existiert ein (bis auf Ununterscheidbarkeit) eindeutig bestimmter Prozess
B(n) € &7, so dass A™» — B(n) € .# . Nun zeigen wir, dass (bis auf Ununter-
scheidbarkeit)

B(n+1)™ = B(n) fiir alle n € N.
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In der Tat, es gilt
AT — B(n) € A,
und da .# nach Korollar 2.3.25 stabil unter Stoppen ist, gilt
AT — Bn+1)™ = (AT — B(n+1))"" € 4.
Wir setzen Ty := 0. Der Prozess

A= " B(n)lyr, 1,

neN
ist nach Satz 3.1.7 previsibel. Fiir jedes n € N gilt
(AP)™" = B(n) € 7 und (A — AP)!» = A" — B(n)c A.
Daraus folgt AP € &) und A — AP € M,..

(iii) Nun beweisen wir die Existenz fiir A € o,.. Nach Satz 4.2.7 existieren B,C €
A+, sodass A = B—C. Der Prozess AP := BP—CP gemif Teil (ii) ist previsibel,

loc?

es gilt AP € ., und

A=A = (B=C) = (B'=C") = (B—B") — (C = C") € Moe.

(iv) Abschliefend beweisen wir die Eindeutigkeit. Fiir A € @, seien B,C € .
zwei previsible Prozesse, so dass A — B € M, und A — C € M. Dann ist
auch

B-C=(A-C)—(A—B) € MoV

ein previsibles lokales Martingal, und nach Korollar 4.5.3 folgt, dass B = C' bis
auf Ununterscheidbarkeit.

]

Definition 4.5.6. Fir A € .. nennen wir AP den previsiblen Kompensator von A.

Lemma 4.5.7. Die Abbildung A +— AP : oh,c — Ao it linear.
Beweis. Ubung. O]
Lemma 4.5.8. Fs sei A € ..

(a) A ist genau dann previsibel, wenn AP = A.
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(b) Fiir eine Stoppzeit T gilt (AT)P = (AP)T.

(c) Es gilt PA = A_ + A(AP).

(d) Es gilt P(AA) = A(AP).

(e) Es gilt A € Mo genau dann, wenn AP = 0.
Beweis. Ubung. ]
Satz 4.5.9. Es sei A € .

(a) Ist A quasi-linksstetig, dann ist AP stetig.

(b) Falls A € o)., dann ist AP genau dann stetig, wenn A quasi-linksstetig ist.

Beweis.

(a) Nach Satz 3.4.7(b) gilt P(AA) = 0. Also folgt mit Lemma 4.5.8(d), dass A(AP) =
0.

(b) Es gilt mit Lemmas 3.4.10 und 4.5.8(d) bis auf eine vernachléssigbare Menge
[AA#0Y = ("(Lanmy) > 0} = {(AA) > 0} = {A(47) > 0}.
Also folgt dieser Teil mit Satz 3.4.12.
O]

Satz 4.5.10. Es seien A, B € < mit einem previsiblen Prozess B. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(1) Es gilt B = AP.
(11) Fir jede Stoppzeit T gilt E[Ar] = E[Br].
(11i) Fir jeden nichtnegativen, previsiblen Prozess H gilt E[(H - A)oo] = E[(H - B) o).

Beweis. (i) = (ii): Es sei (T},)nen eine lokalisierende Folge, so dass AT € &7/ fiir alle
n € N. Nach Lemma 4.5.8(b) und Satz 4.5.5(d) gilt

BTn — (Ap)Tn — (ATn>p cat

und AT — BT ¢ _# fiir jedes n € N. Es sei T eine beliebige Stoppzeit. Nach dem
Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) folgt

E[Arnz, — Brar,] = E[(A™ — B™)7] =0 fiir jedes n € N,
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und mit dem Satz von der monotonen Konvergenz erhalten wir
E[Ar] = nhjf)lo E[Arr,] = nlggo E[Brr,] = E[Br].
(i) = (i): Es sei (T))nen eine lokalisierende Folge, so dass A™ BT € &/ fiir alle
n € N. Es sei n € N beliebig. Weiterhin sei T eine beliebige Stoppzeit. Dann gilt
E[(A™ — B"™)r] = E[Arsr, — Brar,] = 0.

Nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) folgt, dass AT™ — B™ € ., und mit
Lemma 4.5.8(b) folgt

(A7) = (A" = BT,

Insgesamt folgt B = AP.

(iii) = (ii): Wir wéhlen H = Lo .

(ii) = (iii): Nach dem Satz iiber monotone Klassen (Satz 1.4.4) geniigt es, die [dentitét
fiir alle Prozesse der Form H = T ) mit einer Stoppzeit T' zu beweisen. O

Satz 4.5.11. Es seien A € o und H ein previsibler Prozess mit H - A € A,..
Dann gilt H - AP € Ao und H - AP = (H - A)P.

Beweis. Nach Satz 4.2.7 existieren B, C' € &, so dass A = B— (. Nach Satz 4.5.10
gilt fiir jeden nichtnegativen, previsiblen Prozess K

E[(K - (H" - B))o] = E[(KH") - B)oo] = E[(KH™) - B”)oo] = E[(K - (H" - B"))oq]-
Da H™ - B? nach Satz 4.4.7 previsibel ist, folgt nach Satz 4.5.10, dass

H".BP = (H" - B).
Nach analogen Rechnungen schlieffen wir aus

H-A=H" B+H -C—H -B—H'-C,
H-AP=Ht-BP+H -C°—H -B° — H".CP,

dass H - A = (H - A)P. O

Satz 4.5.12. Es seien A € Mo.NYV und H ein previsibler Prozess mit H - A € oA..
Dann gilt H - A € M.

Beweis. Nach Lemma 4.5.8(e) gilt A? = 0. Also folgt mit Satz 4.5.11
(H-AP=H-A" =0,

und mit Lemma 4.5.8(e) folgt H - A € Moc. O
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Fiir die folgenden Resultate beachten wir die in Abschnitt 1.5 eingefiihrten Be-
griffe.

Lemma 4.5.13. Jeder Punktprozess N st lokal beschrinkt. Insbesondere ist N ein

rein unstetiger Prozess aus ;zfljc

Beweis. Die Folge (T),)nen definiert durch
T, :=inf{t e Ry : N, > n}

ist eine lokalisierende Folge mit |[NT| < n fiir jedes n € N. O
Satz 4.5.14. Es sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess mit Intensitit a.

(a) Der previsible Kompensator ist gegeben durch NP = a.

(b) Fiir jede previsible Zeit T gilt

P(ANr # 0) = E[Aar] auf {T < co}.
Insbesondere ist die Menge der festen Sprungzeiten gegeben durch

J ={Aa > 0}.

Beweis. Ubung. O]

Bemerkung 4.5.15. Fs sei N ein Poisson-Prozess. Nach Satz 3.4.7(b) gilt PN = N_,
und nach Satz 4.5.14(a) gilt NP = a. Also haben wir ein Beispiel mit PN # NP.

Korollar 4.5.16. FEs sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess. Dann sind folgen-
de Aussagen dquivalent:

(i) N ist ein Poisson-Prozess.
(i) N ist quasi-linksstetig.

Beweis. Folgt aus Satz 4.5.14(b), oder alternativ aus den Sitzen 4.5.14(a) und 4.5.9(b).
[l

Satz 4.5.17. Es sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess mit Intensitdit a.

(a) Die Zerlegung N = N9+ N gemdafs Satz 4.2.15 ist gegeben durch

N* =Y 1,(s)AN,,

s<e

N%=N — N
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(b) N ist ein Poisson-Prozess mit Intensitit a¢, und N ist ein verallgemeinerter
Poisson-Prozess mit Intensitit a®, wobei a = a® + a die Zerlequng gemdfs Satz
4.1.5 ist.

Beweis. Per Definition sind N* und N7 Punktprozesse mit E[N{] < oo und E[N/] <
oo fiir alle t € R,. Es seien s < t beliebig. Dann ist

Nf=Ny= ) LAN, = Y 1;(u) lim (N, — Nyoy/n)
u€(s,t] u€e(s,t]
unabhéngig von .%,. Ebenso ist

Z I]_Jc Z ]]_Jc nh_)IEO N Nu l/n)

u€(s,t] u€(s,t]

unabhéngig von .Z;. Folglich sind N* und N? verallgemeinerte Poisson-Prozesse. Nun
berechnen wir die Intens1taten. Es gilt nach dem Satz von der monotonen Konvergenz
und Satz 4.5.14(b), da J = {Aa > 0}

E[N?] = {Z 1,(s AN] = 1,(s)E[AN,] =) " 1,(s)P(AN, # 0)

s<t s<t s<t

= Z 1;(s)Aas = ZAaS = af,

s<t s<t

und daher
E[N{] = E[V;] — E[N{] = a; — af = af.

Nach Korollar 4.5.16 ist N9 quasi-linksstetig. Wegen {AN® # 0} C J,,[t] folgt mit
Satz 3.3.15, dass ANE = 0 fast sicher auf {7" < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit
T. [l

Nach Satz 3.3.13 existiert eine ausschopfende Folge (T,),en von Stoppzeiten, so dass
{AN £ 0} = [ JIT],
neN

und fiir jedes n € N ist 7}, entweder orthogonal oder erreichbar. Wie Satz 4.5.17 zeigt,
sieht diese Einteilung wie folgt aus:

e Die orthogonalen T;, sind nach Satz 3.3.20 durch {ANY # 0} gegeben.

e Die erreichbaren T, sind durch {AN® # 0} = U, [t;an.+0;] gegeben. Die
t{an,o0} sind erreichbare Stoppzeiten, da [t{an,z03] C [t]-



Kapitel 5

Lokale Martingale

Es sei (2, .%#,F,P) eine stochastische Basis.

5.1 Die previsible quadratische Variation

Lemma 5.1.1. Fiir jedes M € 2% ist M? ein Submartingal der Klasse (D).

Beweis. Nach Lemma 2.3.5 ist M? ein Submartingal. Nach der Doob’schen L2-Ungleichung
(Korollar 2.3.30) gilt M* € #?, und folglich gilt

M2 < (M*)? € £ fiir jede Stoppzeit 7.
Also ist M? ein Prozess der Klasse (D). O

Satz 5.1.2. Es seien M € 472 beliebig.

loc

(a) Es ezistiert ein bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmter previsibler
Prozess (M, M) € ¥* (und damit (M, M) € <} ), so dass M?* — (M, M) €
’%IOC'

(b) Fiir M € 5% gilt (M, M) € o/ und M?* — (M, M) € A .

Beweis. Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass M € 5#2?. Nach Lemma 5.1.1
ist M? ein Submartingal der Klasse (D). Nach der Doob-Meyer-Zerlegung (Satz 4.5.1)
existiert ein bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmter previsibler Prozess
(M, M) € &7, so dass M* — (M, M) € A . O

Definition 5.1.3. Fir M € J£% nennen wir (M, M) die previsible quadratische
Variation von M.

Lemma 5.1.4. Fir jedes M € 52

loc

gilt P[(AM)?] = A(M, M).
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Beweis. Ubung. [

Korollar 5.1.5. Fiir jedes M € >

o. sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) (M, M) ist stetig.
(1) M ist quasi-linksstetig.
Bewers. Es gilt mit Lemmas 3.4.10 und 5.1.4 bis auf eine vernachlissighare Menge
[AM #0Y = {(Lisazoy) > 0} = {[(AM)?] > 0} = {A(M, M) > 0},
Also folgt (i) < (ii) mit Satz 3.4.12. O

Bemerkung 5.1.6. Fir alle x,y € R gilt

1

vy =1(@+y)° = (@—y)).

Satz 5.1.7. Es seien M, N € J42 beliebig.

(a) Es ezistiert ein bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmter previsibler

Prozess (M,N) € ¥ (und damit (M, N) € HA,.), so dass MN —(M,N) € M.

(b) Dieser ist gegeben durch die Polarisierungsformel

(M,Ny==((M+N,M+N)—(M—N,M— N)).

N

(c) Sind M,N € #?, dann gilt (M,N) € o und MN — (M,N) € . .
Beweis. Ubung. O]

Definition 5.1.8. Fiir M, N € 72 nennen wir (M, N) die previsible quadratische
Kovariation von M und N.

Lemma 5.1.9. Die Abbildung (-,-) : >

2 . . .
0. X s = Do st ein symmetrischer,
bilinearer Operator.

Beweis. Ubung. O]
Satz 5.1.10. Fir alle M, N € 32 gilt

(M,N) 2 = E[MoNo] + E[(M,N)u].
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Beweis. Nach Satz 5.1.7(c) gilt MN — (M, N) € .. Also folgt mit dem Stoppsatz
von Doob (Satz 2.3.23)

E[MoNoo — (M, N)s| = E[MqNy — (M, N)o| = E[MyNo),
und wir erhalten

(M, N) 2 = E[MNy| = E[MoNoo — (M, N)oo] + E[(M, N) ]
= E[MoNo] + E[(M, N)].

Lemma 5.1.11. Fir M € 5>

loc

und X € L*(Fy) gill XM € M.
Beweis. Ubung. [
Korollar 5.1.12. Fir M,N € J&2% gilt (M, N) = (M — My, N — Ny).
Beweis. Nach Satz 5.1.7(a) gilt

MN — (M,N) € M.
Nach Lemma 5.1.11 gilt

M Ny, MgN € M.

Aufserdem gilt MoNy € M,.. Es folgt

(M — My)(N — No) — (M, N)
= (MN — (M, N)) — (MNy + MyN = MyNy) € M.

€ Mo e Mo
[
Satz 5.1.13. Es seien M, N € J42. beliebig.
(a) Es gilt "(AMAN) = A(M, N).
(b) Sind M und N quasi-linksstetig, so ist (M, N) stetig.
Beweis. Ubung. O]

Satz 5.1.14. Es sei W ein Wiener-Prozess mit Varianzfunktion o?.

(a) Es gilt W € 62 mit (W,W) = o>

(b) Die Varianzfunktion o ist stetig.
Beweis. Ubung. O]
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5.2 Zerlegungen von lokalen Martingalen
Definition 5.2.1.

(a) Zwei lokale Martingale M, N € M. heiffen orthogonal (in Zeichen M L N ),
falls MN € M. (Falls M, N € 2., gilt also (M, N) =0.)

loc?

(b) FEin lokales Martingal M € Mo heifst rein unstetig, falls My =0 und M L N
fiir alle stetigen lokalen Martingale N € Mo gill.

Lemma 5.2.2.

(a) Die Menge aller stetigen lokalen Martingale ist ein Unterraum von M.

(b) Die Menge aller rein unstetigen lokalen Martingale ist ein Unterraum von M.
Beweis. Ubung. O]
Satz 5.2.3.

(a) Fiir ein lokales Martingal M € M. gilt M L M genau dann, wenn My € £?
und M = My bis auf Ununterscheidbarkeit.

(b) Es sei M € M. ein rein unstetiges lokales Martingal mit stetigen Pfaden.
Dann gilt M = 0 bis auf Ununterscheidbarkeit.

(c) Es seien M, N € M. zwei lokale Martingale mit M | N. Dann gilt M 1. NT
fiir alle Stoppzeiten S, T.

Bewess.

(a) Falls My € £% und M = M, dann gilt M? = M? € #?* C ., und somit
M 1 M. Umgekehrt gelte M L M. Dann gilt M? € #., und somit M, € £>.
Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass M, M? € .#, und somit M &
2. Nach Korollar 2.3.24 folgt fiir alle t € R

E[(M; — Mo)*] = E[M}] — E[Mg] = 0.

Also gilt P(M; = M) = 1 fiir alle t € R,. Da M cadlag ist, folgt M = M, bis
auf Ununterscheidbarkeit.

(b) Es gilt M L M, und somit folgt nach Teil (a), dass M = 0 bis auf Ununter-
scheidbarkeit.
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(¢) Da 4. stabil unter Stoppen ist, geniigt es, die Aussage fiir T' = oo zu beweisen.

Es sei (T},)nen eine lokalisierende Folge, so dass M™» NT» (MN) e .# fiir
alle n € N. Dann gilt fiir jede Stoppzeit R

(MSN)g = MpNg = MgNgl(gr<sy + MsNgl{s<r)
= MrNRrli{r<sy + MsNslis<ry + Ms(Ng — Ns)lis<ry
= (MN)rrs + Mg(Ng — Ng)lis<ry,

und damit folgt fiir jedes n € N nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23)

E[(M°N)g] =E[(MN)g,s] + E[Mg"(Ng" — Ng")1(s<n)]
=E[(MN)y"] + E[Mg" Lis<ry E[Ngj 5 — Ng" | Zs]] = E[(M°N)p"].

-

=0

Nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) folgt, dass (M N)™ € .4 . Insge-
samt folgt M°N € M., und damit M° L N.

]

Korollar 5.2.4. Fs seien M, N € #. zwei rein unstetige lokale Martingale mit
AM = AN bis auf Ununterscheidbarkeit. Dann gilt M = N bis auf Ununterscheid-
barkeit.

Beweis. Ubung. [

Lemma 5.2.5. Fir ein lokales Martingal M € M. mit My = 0 und eine Fq-
messbare Zufallsvariable X gilt XM € M.

Beweis. Ubung. O]

Lemma 5.2.6. Fs seien M, N € #. zwei lokale Martingale, so dass eine der beiden
folgenden Bedingungen erfillt ist:

(a) M,N € 2

loc*

(b) M, = 0.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt M L N.

(ii) Es gilt M L N — N,
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Beweis. Nach Lemma 5.1.11 im Fall (a) bzw. Lemma 5.2.5 im Fall (b) gilt M N, €
Moe. Also gilt:

M1N & MNE#h < MN=—Ny)€EMe < MLN-—N,.

Satz 5.2.7.

(a) Ein lokales Martingal M € M. mit My = 0 ist genau dann rein unstetig, wenn
M L N fir alle stetigen, beschrankten Martingale N mit Ny = 0.

(b) Jedes lokale Martingal M € Mo NV ist rein unstetig.
Beweis.

(a) Wir brauchen nur eine Implikation zu beweisen. Es sei N € .#),. ein stetiges
lokales Martingal. Nach Lemma 5.2.6 gilt

M1IN & MLN-—N,.

Da N — Ny stetig und lokal beschriankt ist, folgt die reine Unstetigkeit von M
durch Lokalisierung.

(b) Es sei M € M. N Y. Nach Satz 4.2.13 gilt M € o,.. Weiterhin sei N ein
stetiges, beschrianktes Martingal. Nach Satz 4.4.10(a) gilt MN — N - M € Mo
Da N beschrinkt ist, gilt aulerdem N - M € 4., und somit folgt nach Satz
4.5.12, dass N - M € M. Insgesamt folgt

MN = (MN =N - M)+ N - M € Mo,
das heift M L N, was wegen Teil (a) den Beweis abschlieft.
[

Korollar 5.2.8. Fiir jedes A € . ist A — AP € M. ein rein unstetiges lokales
Martingal.

Beweis. Ubung. O]

Korollar 5.2.9. Fiir einen verallgemeinerten Poisson-Prozess N mat Intensitil a ist
N —a € M. ein rein unstetiges lokales Martingal.

Beweis. Ubung. O]
Lemma 5.2.10. Fiir alle M, N € ¢ mit M L N gilt MN € .4 .
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Beweis. Wegen M L N gilt MN € Mo, und somit (M, N) = 0. Mit Satz 5.1.7(c)
folgt

MN = MN — (M,N) € 4.

Satz 5.2.11. Fir M, N € 372 sind dquivalent:

(i) (M,N)=0.

(ii) M L N.

(iii) MN € 4.

(iv) (MT,N — No) w2 = 0 fiir jede Stoppzeit T.
Beweis. (i) < (ii): Es gilt

(M,NY=0 & MNE€ Mo < MLN.

(i) = (iii): Folgt aus Lemma 5.2.10.
(iii) = (i): Aus MN € A C Mo folgt (M,N) = 0.
(ii) = (iv): Es sei T eine beliebige Stoppzeit. Nach Lemma 5.2.6 gilt M L N — Ny,
und mit Satz 5.2.3 folgt M7 L N — Ny. Nach Korollar 2.3.25 ist die Klasse #2

stabil unter Stoppen, und somit gilt MT, N — Ny € 2. Mit Lemma 5.2.10 folgt
MT(N — Ny) € A, und mit dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) erhalten wir

(MT,N — No) s> = E[]MZL (Ny — No)] = E[MI (Ny — Ny)] = 0.
(iv) = (iii): Fiir jede Stoppzeit T" gilt nach Satz 2.3.22

E[MyNy] = E[MyE[Ny | Zr]] = E[MrNoo] = E[M (Noo — No)] + E[My No|
— (M",N — No) 2 +E[E[MrNy | Zy]] = E[NE[My | Zy]] = E[M,No).

=0

Nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) folgt MN € /. H
Korollar 5.2.12. Fir jedes N € 7#* sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) N ist rein unstetig.

(ii) Es gilt N € A"
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Beweis. (i) = (ii): Es sei M € 77 beliebig. Nach Definition 5.2.1 gilt M L N, und
mit Satz 5.2.11 folgt (M, N),» = 0. Also gilt N € "

(ii) = (i): Es sei M ein stetiges, beschrinktes Martingal mit My = 0. Dann gilt
M € A7, Fiir jede Stoppzeit T gilt MT € 47, und somit

(MT,N) ;p2» = 0.

Nach Satz 5.2.11 folgt, dass M L N. Also liefert Satz 5.2.7(a), dass N rein unstetig
ist. O]

Satz 5.2.13. FEs sei a > 0 beliebig. Jedes M € M. besitzt eine Zerlegung M =
My + M+ M" mit M' € Mo. NV, M" € Moc, so dass M) = My = 0 und
|AM"| < a. Insbesondere ist M’ rein unstetig, und es gilt M" € H?

loc*

Beweis. Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass M € .#. Wir setzen b :=
a/2. Da M cadlag ist, ist der Prozess

A= AMTgan, b

s<e
wohldefiniert mit A € #". Nach Lemma 1.6.8 ist die Folge (7},),en definert durch
T, :=inf{t € Ry : Var(A); > n} Ainf{t € Ry : |M;| > n}

eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten. Es sei n € N beliebig. Nach dem Stoppsatz
von Doob (Satz 2.3.23) gilt My, € £, und nach Lemma 4.1.2(c) gilt

Var(A)Tn S Var(A)Tn_ + |MTn—| + |MTn| S 2n + ’MTnl < gl.
Es folgt Var(A) € 4, und damit A € ... Wir definieren
M = A— AP € MoV
M" =M — M — My € M.

Dann gilt M) = M} = 0 und die Zerlegung

M = My+ M"+ M".
Wir setzen

X = AMTgan<ey-

Dann gilt AA = AM — X. Nach Satz 3.4.7(a) gilt P(AM) = 0, und mit Lemma
4.5.8(d) folgt

A(AP) = P(AA) = P(AM — X) = —PX.
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Es gilt
AM" = AM — AM' = AM — AA+ A(AP) = X —PX.
Wegen | X| < b gilt nach Lemma 3.4.6(d), dass [?X| < b, und es folgt
AM”| < |X|+ [PX| < 2b=a.
[l

Bemerkung 5.2.14. Die Zerlequng M = My + M’ + M" aus Satz 5.2.13 ist im
Allgemeinen nicht eindeutig bestimmdt.

Satz 5.2.15. Jedes lokale Martingal M € M. besitzt eine bis auf Ununterscheid-
barkeit eindeutig bestimmte Zerlegung

M = My + M¢+ M¢,

wobei M € M. ein steliges lokales Martingal mit M§ = 0, und MY e M. ein rein
unstetiges lokales Martingal mit MZ = 0 ist.

Bewess.

(i) Existenz: Nach Satz 5.2.13 existieren ein rein unstetiges lokales Martingal M’ €
Moe NV und M" € #72 . so dass

loc»
M = My+ M + M

und M} = M} = 0. Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass M" € 2.
Nach Satz 2.3.32(f) existiert eine Zerlegung

M = (M”)C + (M//)d
mit (M")¢ € > und (M")* € " Weiterhin ist (M”)? nach Korollar

5.2.12 rein unstetig. Wir setzen M€ := (M")¢ und M? := M’ + (M")%. Dann ist
M€ € M. stetig, M € Mo ist rein unstetig, es gilt M§ = Mél =0 und

M= My+M +M"=My+ M + (M")°+ (M")* = My + M + M.

(ii) Eindeutigkeit: Es seien

M= My+ M+ M* und M = My+ N+ N’
zwei derartige Zerlegungen. Dann ist
M¢— N¢ =M — My =N~ M* € Mo,

ein rein unstetiges lokales Martingal mit stetigen Pfaden, und mit Satz 5.2.3(b)
folgt M¢ = N¢ und M<¢ = N? bis auf Ununterscheidbarkeit.

]



Kapitel 6

Semimartingale und stochastische
Integration

Es sei (2,.%,F,P) eine stochastische Basis.

6.1 Semimartingale

Definition 6.1.1. Wir bezeichnen mit £ den Vektorraum aller lokalen Martingale
M e %oc mit M[) = 0.

Definition 6.1.2.

(a) Ein Semimartingal ist ein Prozess X der Form X = Xo+ M + A mit M € £
und A e V.

(b) Wir bezeichnen mit .7 die Menge aller Semimartingale.

(¢) FEin spezielles Semimartingal ist ein Semimartingal X mit einer Zerleqgung X =
Xo+ M + A, bei der A previsibel ist. (Folglich gilt A € Ho..)

(d) Wir bezeichnen mit ., die Menge aller speziellen Semimartingale.
Lemma 6.1.3.
(a) & ist ein Vektorraum, und .7, ist ein Unterraum von ..
(b) Es gelten die Inklusionen Mo. C Sy, e C S und ¥V C L.
Beweis. Ubung. O]

Satz 6.1.4. Fir jedes spezielle Semimartingal X € 7, emistiert eine bis auf Unun-
terscheidbarkeit eindeutig bestimmte Zerlegqung X = Xo+ M + A mit M € £ und
einem previsiblen Prozess A € V.

83



84

Beweis. Es seien X = Xo+ M + Aund X = Xg+ N + B zwei derartige Zerlegungen.
Dann gilt

M+A=X—-Xy=N+ B,
und somit ist
M—-N=B—-A¢c¢ M.V

ein previsibles lokales Martingal, und mit Korollar 4.5.3 folgt M = N und A = B bis
auf Ununterscheidbarkeit. O]

Definition 6.1.5. Fir ein spezielles Semimartingal X € .7, nennen wir die eindeutig
bestimmte Zerlequng X = Xo+ M + A aus Satz 6.1.4 die kanonische Zerlequng von
X.

Definition 6.1.6. Fir einen adaptierten cadlag-Prozess X definieren wir den Prozess
X* durch X} = sup,; | X,| firt € R,.

Bemerkung 6.1.7. Nach Satz 1.2.8 gilt X* € V.
Lemma 6.1.8. Fiir M € M. gilt M* € o

loc*

Beweis. Es sei (T),)nen eine lokalisierende Folge, so dass M € . fiir jedes n € N.
Dann ist (S, )nen definiert durch

Sy =T, Ninf{t € Ry : | M| > n}

nach Lemma 1.6.8 eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten mit S, < T, fiir alle
n € N. Fiir jedes n € N gilt Mg, € £! nach Satz 2.3.22, und damit

Mg, < sup [ M|+ |Mg,| <n+|Ms,| € £

s<Sn
Insgesamt folgt M* € o7 .
Satz 6.1.9. Fir ein Semimartingal X € .7 sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt X € .7,.
(1) Es gibt eine Semimartingal-Zerlegung X = Xo+ M + A mit A € .
(11i) Fir jede Semimartingal-Zerlegung X = Xo+ M + A gilt A € Ay

(iv) Es gilt X* € o

loc*



85

Beweis. (iii) = (ii): Ist klar.
(i) = (i): Fir X = Xo+ M + A mit A € oo gilt X = Xp + M’ + A', wobei
A= AP € ¥ previsibel ist, und M' = M + A — A’ € M.
(i) = (iv): Fiir X = Xy, + M + A mit A previsibel gilt nach Satz 4.2.12

A* < Var(A) € &,

loc*

Nach Lemma 6.1.8 gilt M* € <7, und somit folgt X* € /"

loc? loc®

(iv) = (iii): Es sei X = Xy + M + A eine Semimartingal-Zerlegung. Nach Lemma
6.1.8 gilt M* € o} . Wegen X* € &, folgt A* € & . Nach Satz 4.2.12 ist Var(A)_

loc* loc loc*

lokal beschriankt, und nach Lemma 4.1.2(c) gilt
Var(A) < Var(A)_ + |A_| + |A] < Var(A)_ + 24"
Insgesamt folgt A € .. O

Lemma 6.1.10. Es sei X € .7, ein spezielles Semimartingal mit kanonischer Zerle-
gung X = Xog+ M + A. Dann gilt P(AX) = AA.

Beweis. Ubung. O]
Satz 6.1.11. Es sei X € . ein Semimartingal.

(a) Falls ein a > 0 mit |AX]| < a ezistiert, dann gilt X € .%,, und fir die kanoni-
sche Zerlequng X = Xo+ M + A gilt |AA] < a und |AM]| < 2a.

(b) Falls X stetig ist, dann gilt X € 7, und die Prozesse M und A der kanonischen
Zerlegung X = Xo+ M + A sind ebenfalls stetig.

Beweis.
(a) Nach Lemma 1.6.8 ist die Folge (T),)nen definiert durch
T, :=inf{t € Ry : | X;| > n}
eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten. Fiir jedes n € N gilt

X7 <|X7 _|+]AXT] | < sup | Xy + |[AXy, | <n+a,
t<Thn

und somit folgt X* € «%. Also gilt nach Satz 6.1.9, dass X € .%,. Nun
betrachten wir die kanonische Zerlegung X = X, + M + A. Nach Lemma
6.1.10 gilt P(AX) = AA. Wegen |[AX| < a gilt nach Lemma 3.4.6(d), dass

|AA| = |P(AX)| < a, und es folgt |[AM| < |AX| + |AA] < 2a.
(b) Folgt aus Teil (a).
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]

Satz 6.1.12. Es sei X ein quasi-linksstetiges spezielles Semimartingal mit kanoni-
scher Zerlegung X = Xo+ M + A. Dann ist auch M quasi-linksstetig, und A ist
stetig.

Beweis. Ubung. O
Satz 6.1.13. Die Klassen . und ., sind stabil unter Stoppen.
Beweis. Ubung. ]

Satz 6.1.14. Zu jedem X € . existiert ein bis auf Ununterscheidbarkeit eindeu-
tig bestimmtes stetiges lokales Martingal X¢ € £, so dass fiir jede Semimartingal-
Zerlequng

X=Xo+M+A
gilt M¢ = Xe.

Beweis. Es seien zwei Zerlegungen X = Xg+ M + Aund X = Xy + N + B gegeben.
Wir zerlegen M = M¢+ M?% und N = N¢+ N? gemiff Satz 5.2.15. Dann gilt

M+M+A=M+A=X—-Xy=N+B=N°+N?+B,
und somit ist
(M¢ =N+ (M-~ N =B —-Ac MoNV

ein lokales Martingal, welches nach Satz 5.2.7(b) rein unstetig ist. Also folgt nach
Satz 5.2.15, dass M = N°€ bis auf Ununterscheidbarkeit. n

Definition 6.1.15. Wir nennen X¢ den stetigen Martingalanteil von X.

Satz 6.1.16. Zu jedem X € . existiert eine Zerlegung
X=Xo+X°+M+A
mit einem rein unstetigen lokalen Martingal M € J6% mit Mo =0 und A€ V.

Beweis. Nach Satz 6.1.14 existiert eine Zerlegung
X=Xo+X°+N+B

mit einem rein unstetigen lokalen Martingal N € .Z und einem Prozess B € #'. Nach
Satz 5.2.13 existiert eine Zerlegung N = N’ 4+ N” mit einem rein unstetigen lokalen
Martingal N’ € Mo VY und N” € H2, so dass N} = N = 0. Wegen N" = N — N’

ist N” ebenfalls rein unstetig. Wir setzen M := N” € 2 und A := N'+ B € V.
Dann ist M rein unstetig, es gilt My = 0 und

X=X+ X+ N+B=Xy+X+N +N'+B=X,+ X4+ M+ A.
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6.2 Das stochastische Integral

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Konstruktion des stochastischen Integrals

t
H-X = (/ HSdXS)
0 tER+

fiir ein Semimartingal X und einen geeigneten Prozess H.

Definition 6.2.1. Wir definieren die Menge

E = {Y1y : Y ist beschrinkt und Fy-messbar}
U{Y L :0 <1 <s, Y ist beschrinkt und F,.-messbar}.

Definition 6.2.2. Fir X € . und H € & definieren wir das stochastische Integral

H.X — 0, falls H= Y]l{o},
Y(X®—X"), falls H=Y1y.

Lemma 6.2.3. Firalle He & und M € A qilt H- M € .
Beweis. Ubung. [

Lemma 6.2.4. Fiir alle H K € & mit {H # 0} N{K # 0} = 0 und alle M, N € ¢*
gilt (H-M)(K-N)e .#.

Beweis. Ubung. O]

Definition 6.2.5. Fs seien (Y"),en und Y Prozesse. Wir sagen, dass (Y™ )nen lokal
gleichmapig in Wahrscheinlichkeit gegen'Y konvergiert (und schreiben Y™ L Y), falls

sup Y] — Y| 50 firallete R,.
s€[0,¢]

Lemma 6.2.6. Die Menge aller lokal beschrinkten, previsiblen Prozesse ist ein Vek-
torraum, der €& umfajst.

Beweis. Ubung. O]

Satz 6.2.7. Es set X € .. Dann hat die auf € definierte Abbildung H — H - X eine
eindeutig bestimmte Fortsetzung auf den Raum aller lokal beschrankten, previsiblen
Prozesse mit folgenden Figenschaften:

(i) H - X ist fiir jeden lokal beschrankten, previsiblen Prozess H ein adaptierter
cadlag-Prozess.
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(11) Die Abbildung H — H - X ist linear.

(11i) Fir jede Folge (H™),en von previsiblen Prozessen, so dass H" — H punktweise
fiir einen Prozess H und |H"| < K fir einen lokal beschrankten, previsiblen

Prozess K qgilt H" - X Lg.ox.
Beweis. Siehe [JS03, Thm. 4.31]. O
Satz 6.2.8. Die Abbildung (H, X) — H - X ist bilinear.
Beweis. Siehe [JS03, 4.33]. O
Satz 6.2.9. Es seien X € . und H, K lokal beschrinkte, previsible Prozesse.
(a) Es gilt H- X € ¥ mit (H-X)y=0.
(b) Fir X € Mo gilt auch H - X € M.

(c) Fir X € ¥ gilt auch H- X € ¥, und H - X stimmt mit dem Stieltjes-Integral
aus Definition 4.4.2 tiberein.

(d) H-X = H- (X — Xp).

(e) Fiir jede Semimartingal-Zerlegung X = Xo+ M+ A gilt H- X = H-M + H - A.
(f) A(H-X)=HAX.

(9) (H-X)" = (Hlpm) - X fir jede Stoppzeit T.

(h) K-(H-X)=(KH)- X.

(i) Es seien T eine previsible Zeit und Y eine Fp_-messbare Zufallsvariable. Dann
gilt (YIL[T]]) - X = YAXTI[[[T’OO[[.

Beweis. Siehe |JS03, 4.34 - 4.38]. O
Definition 6.2.10. Es sei X € J42 beliebig.

(a) Wir bezeichnen mit L*(X) die Menge aller previsiblen Prozesse H, so dass
H? (X, X)e o™ .

(b) Wir bezeichnen mit L (X) die Menge aller previsiblen Prozesse H, so dass
H? (X, X) € o}

loc*

Lemma 6.2.11. Fiir jedes X € 3>

72 st L3 (X) ein Vektorraum, und L*(X) ist ein
Unterraum.
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Beweis. Ubung. [

Lemma 6.2.12. Es sei X € J}2. beliebig. Dann liegt jeder lokal beschrinkte, previ-
sible Prozess H in L2 (X).

loc

Beweis. Ubung. ]

Satz 6.2.13. FEs sei X € J42. Dann hat die durch Satz 6.2.7 bestimmte Abbildung

H — H-X eine eindeutig bestimmte Fortsetzung auf den Raum L3 (X)) mit folgenden
Eigenschaften:

i) H-X ist fiir alle H € L2 _(X) ein adaptierter cadlag-Prozess.
loc g

(i1) Die Abbildung H — H - X ist linear.

(11i) Fir jede Folge (H™),en von previsiblen Prozessen, so dass H" — H punktweise

fiir einen Prozess H und |H"| < K fiir einen Prozess K € L2 (X) gilt H"- X =
H-X.

Beweis. Siehe [JS03, Thm. 4.40]. O

Bemerkung 6.2.14. Das stochastische Integral H — H-X aus Satz 6.2.13 wird auch
als Ito-Integral (speziell fir einen Standard- Wiener-Prozess X = W) bezeichnet.

Satz 6.2.15. Die Abbildung (H,X) — H - X ist bilinear.
Beweis. Siehe [JS03, Thm. 4.40]. O

Satz 6.2.16. Es seien X, Y € 52

loc?

Hel? (X)und K € L} (Y).

loc loc

. 2 . .
: - X))o = 0.
(a) Es gilt H- X € 74 mit (H-X)y=0
(b) Es gilt H-X € H? genau dann, wenn H € L*(X).
(c) Es gilt

(H-X,K-Y)=(HEK) - (X,Y).
(d) Fir H € L*(X) und K € L*(Y) gilt die Ité-Isometrie
E[(H - X)oo(K - Y)oo] = E[(HK) - (X, Y))oc].

(e) H- X =H-(X — Xo).
(f) AH-X)=HAX.
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(9) (H-X)" = (Hlpmy) - X fir jede Stoppzeit T.

(h) K- (H-X)=(KH)- X, falls K € L2 (H - X).
Beweis. Siehe [JS03, Thm. 4.40]. O
Definition 6.2.17.

(a) Eine adaptierte Zerlegung ist eine Folge T = (T,,)nen, von Stoppzeiten mit Ty =
0, sup,,en 15, = 00 und T,, < T,,+1 auf {T,, < oo} fiir alle n € Ny.

(b) Es seien X € . ein Semimartingal, H ein adaptierter Prozess und 7 =
(T)nen, €ine adaptierte Zerlegung. Dann nennen wir den Prozess T(H - X)
definiert durch

T(H-X)i =Y Hr(Xr, o — Xron), tERL

n€Ng

die T-Riemann’sche Approximation von H - X.

(¢) Eine Folge (7,)nen von adaptierten Zerlegungen 7, = (Thm)men, heifit eine
Riemann’sche Zerleqgungsfolge, falls fiir alle t € R

sup |Tmi1 At —Topm At| — 0 fiir n — oo.
meENy

Lemma 6.2.18. Fiir jeden adaptierten cadlag-ProzessY ist H .= Y_ lokal beschrdnkt
und previsibel.

Beweis. Nach Satz 3.1.8(a) ist Y_ previsibel. Nach Lemma 1.6.8 ist (7},),en definiert
durch

T, :=inf{t € Ry : |Y}| > n}
eine lokalisierende Folge von Stoppzeiten, und es gilt |[H'"| < n fiir jedes n € N. [

Satz 6.2.19. FEs seien X € .7 und (T,)nen eine Riemann’sche Zerlequngsfolge. Ist'Y
ein adaptierter cadlag-Prozess, dann gilt 7,(Y - X) LY . X.

Beweis. |[Pro05, Thm. 21]. O
Definition 6.2.20. Es seien X,Y € . zwei Semimartingale. Wir definieren das

Stratonovich-Integral
t
Y oX = (/ Ys_odXS>
0 teR,

1
Yoo X =Y. X 4 (Y, X°).

durch
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Lemma 6.2.21. Das Stratonovich-Integral
IxS =S YV, X)—»Y oX

st ein bilinearer Operator.

Beweis. Ubung. O]

6.3 Die quadratische Variation

Definition 6.3.1. FEs seien X,Y € . zwei Semimartingale.

(a) Die quadratische Kovariation von X und Y ist definiert durch

[X,Y]:=XY - XoYo—X_-Y-Y_-X.

(b) Wir nennen [X, X] die quadratische Variation von X.

Bemerkung 6.3.2. Es gilt also
XY =XoYo+X - Y+Y - X+ [X)Y]
Falls [X,Y] =0, so gilt die Formel der partiellen Integration
XY =XYoo+ X_-Y+Y - X.
Bemerkung 6.3.3. Fir X € . gilt
(X, X]=X*- X2 —-2X_-X.
Lemma 6.3.4.
(a) Fir alle X,Y € 7 gilt [X,Y] =X — Xo,Y — Yy
(b) Fiir alle XY € .7 gilt die Polarisierungsformel

[X,Y] :%([XnLY,X—kY]—[X—Y,X—Y]).

Beweis. Ubung. O]

Definition 6.3.5. Fs seien X,Y € % und 7 = (T,,)nen, €ine adaptierte Zerlegung.
Wir definieren den Prozess S-(X,Y) durch

SH XY )= (Xrone — Xrund) Vst — You), ¢ € Ry

n€eNp
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Satz 6.3.6. Es seien X,Y € .7 zwei Semimartingale.
(a) Fir jede Riemann’sche Zerlegungsfolge (Tn)nen gilt Sy, (X,Y) L (X, Y].
(b) Es gilt [X,X] € VT und X? € ¥
(¢c) Es qilt [ X,Y] € ¥ und XY € .7.
(d) Es gilt A[X,Y] = AXAY.
Beweis.

(a) Fiir jede adaptierte Zerlegung 7 = (T}, )nen, gilt

SA(X,Y) = i(ST(XvLY,XJrY) - S (X -Y,X-Y)),

und folglich geniigt es, die Aussage fiir X = Y zu beweisen. Fiir alle z,y € R
gilt

(x—y)?=2"—y" —2y(x —y),

und darum fiir alle t € R

SHX. X) = (Xgyne — Xpne)?

neNp

- Z (X%mﬂ/\t - X%n/\t - 2XTn/\t<XTn+1/\t - XTn/\t))
neNp

= X7 - X5 -2 Z X1, (Xt pint — Xrone)

neNg

= X7 - X7 —27(X - X);.
Nach Satz 6.2.19 folgt fiir jede Riemann’sche Zerlegungsfolge (7,,)nen, dass

S (X, X) = X2 — X2 —2X_- X =[X, X].

n

(b) [X,X] ist per Definition ein adaptierter cadlag-Prozess mit [X, X]y = 0. Fiir
jede adaptierte Zerlegung 7 ist der Prozess S, (X, X)) monoton wachsend, und
somit ist nach Teil (a) auch [X, X] monoton wachsend. Also gilt [X, X] € ¥ .
Nun folgt aus Definition 6.3.1, dass X? = X2 + [X, X| +2X_- X € .¥.

(c) Folgt aus Teil (b) und der Polarisierungsformel aus Lemma 6.3.4.
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(d) Es gilt
_1 2 _ _AY)?
AXAY = Z((AX +AY)? — (AX — AY)?),

und folglich geniigt es, die Aussage fir X = Y zu beweisen. Nach Definition
6.3.1, Satz 6.2.9 und der Identitét

-y =(—-y)P+2@x—-y), z,yeR
gilt

A[X, X]=A(X?-2X_-X)=A(X?) —2X_AX = X? - X2 —2X_AX
= (X - X )2 +2X (X —X_)-2X_AX = (AX)2

]
Lemma 6.3.7. Die Abbildung [-,] : ¥ X . — V¥ ist ein symmelrischer, bilinearer
Operator.
Beweis. Ubung. [

Lemma 6.3.8. Es seien X ein adaptierter cadlag-Prozess und Y € ¥ mit |[AX] -
Var(Y) € ¥*. Dann gilt

AX Y = ZAXSAYS

s<e
Beweis. Ubung. [
Satz 6.3.9. Es seien X € S undY € V.

(a) Es gilt [ X,) Y] =AX-Y und XY =Y_-X+X Y.

(b) Falls Y previsibel ist, dann gilt [X, Y] =AY - X und XY =Y - X+ X_.Y.

(c) Falls X € Mo undY previsibel ist, dann gilt [X,Y] € L.

(d) Falls X oder'Y stetig sind, dann gilt [X,Y] = 0.
Bewezs.

(a) Siehe [JS03, Proposition 1.4.49].

(b) Siehe [JS03, Proposition 1.4.49].

(c) Folgt aus Teil (b) und Satz 6.2.9(b).
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(d) Folgt aus (a) und (b).

[
Korollar 6.3.10 (Partielle Integration). Es seien X,Y € . mit C'-Pfaden. Dann
qgilt
t . t .
XY = XoYo —|—/ XSYSds—{—/ XsYsds, teR,.
0 0
Beweis. Ubung. O]

Satz 6.3.11. Es seien M, N € M. zwei lokale Martingale.
(a) Es gilt MN — MyNy — [M,N] € L.

(b) Falls M,N € >

loc»

dann gilt [M, N| € Ao und [M, NP = (M, N).
(c) Falls M,N € ?, dann gilt [M,N]| € & und MN — [M,N] € A .
(d) Es gilt M € 2* genau dann, wenn [M, M| € &/ und M, € L?.

(e) Es gilt M € 372

72 genau dann, wenn [M, M) € <" und M, € L*.

loc

(f) Es gilt M = My bis auf Ununterscheidbarkeit genau dann, wenn [M, M] = 0.

Bewezs.
(a) Nach Definiton 6.3.1 und Satz 6.2.9(b) gilt

MN — MyNg— [M,N]=M_-N+N_-Me€ Z.

(b) Wegen der Polarisierungsformel aus Lemma 6.3.4 diirfen wir annehmen, dass
M = N. Nach Teil (a) und Satz 5.1.2 gilt

M? — M;—[M,M] €% und M?*—M;—(M,M)¢c.¥.
Nach den Sétzen 6.3.6 und 4.2.13 folgt
M, M] — (M, M) € LNY C .

Da (M, M) previsibel ist, gilt nach Satz 4.2.12, dass (M, M) € oA,.. Es folgt
[M, M] € Ao, und somit erhalten wir [M, M|P = (M, M).
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(c)

Wegen der Polarisierungsformel aus Lemma 6.3.4 diirfen wir annehmen, dass
M = N. Esgilt [M,M]— (M, M) € LNy und [M, M] € ¥*+. Auberdem gilt
nach Satz 5.1.2, dass (M, M) € o/". Es sei (T},)nen eine lokalisierende Folge, so
dass ([M, M] — (M, M))™ € . fiir alle n € N. Nach dem Stoppsatz von Doob
(Satz 2.3.23) gilt

E[[M, M|, — (M,M)z,] =0 fiir alle n € N,
und nach dem Satz von der monotonen Konvergenz folgt

E[[M, M]s] = lim E[[M, M]y,] = lim E[(M, M)z, = E[(M, M).] < oo,

n—oo n—o0

und somit [M, M| € «/*. Nach Satz 4.2.10 gehort das lokale Martingal [M, M]—
(M, M) zur Klasse (D). Also folgt mit Satz 2.4.9, dass [M, M] — (M, M) € .
Weiterhin gilt nach Satz 5.1.2, dass M? — (M, M) € .4, und wir erhalten

M? — [M, M) = (M* — (M, M)) — ([M,M] - (M,M)) € A.

Es gelte [M, M] € &/* und M, € L% Es sei (T},)nen eine lokalisierende Folge
fir das lokale Martingal M? — M2 — [M, M]. Nach dem Stoppsatz von Doob
(Satz 2.3.23) gilt fiir jede Stoppzeit T' und jedes n € N

E[MZ ., — Mg — [M, M]par,] = 0.

Nach dem Lemma von Fatou und dem Satz von der monotonen Konvergenz
folgt fiir jedes t € R, dass

E[M]] = E[ lim M7, | <liminfE[M} . |
n—00 n—oo
= lim inf E[Mg + [M, Moz, ] < E[Mg] + E[[M, M]x] < co.
Also gilt nach Korollar 2.2.6, dass M € .#. Analog erhalten wir
E[MZ] < E[Mg] + E[[M, M]u] < oo,
und somit M € 7.

Folgt per Lokalisierung aus Teil (d).

Es gelte [M, M] = 0. Nach Teil (a) gilt M? € Mo, und somit gilt M 1 M.
Nach Satz 5.2.3 folgt M = M, bis auf Ununterscheidbarkeit.

]
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Korollar 6.3.12. Fiir alle M, N € 32 gilt
(M, N) 2 = E[MyNo| + E[[M, N]s].

Beweis. Nach Satz 6.3.11(c) gilt MN — [M, N] € .4, und nach Satz 5.1.7 gilt M N —
(M,N) € 4. Also gilt

(M,N) — [M,N] = (MN — [M,N]) — (MN — (M,N)) € .
Also folgt mit dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23)
E[{(M, N)oo = [M, Noo] = E[(M, N)o — [M, N]o] = 0,
und mit Satz 5.1.10 erhalten wir
(M, N) 2 = E[MoNo| + E[(M, N)o]

= E[MyNo] + E[[M, N]o] + E[(M, N)os — [M, N]u]
— E[MoNy] + E[[M, N]o).

]

Satz 6.3.13. Es sei H ein optionaler Prozess mit Hy =0, PH =0 und > ., H? €
. -

(a) Es existiert ein rein unstetiges Martingal Y € %Q’d, so dass AY = H bis auf
Ununterscheidbarkeit.

(b) Es ezistiert eine Zerlequng Y = Y94+ Y mit rein unstetigen Y9, Y* € %’62"1,
so dass Y9 quasi-linksstetig ist, und AY} =0 fast sicher auf {T < oo} fir jede
orthogonale Stoppzeit T.

(c) Es gilt [Y,Y]=>__, H>.

s<e "7s

Beweis.

(a) Nach Satz 3.3.14 existieren eine Folge (S, ),eny von orthogonalen Stoppzeiten
und eine Folge (7},)men von previsiblen Zeiten, so dass die Vereinigung dieser
beiden Folgen ausschépfend ist, und

{H +#0} C (U[[Sn]]) U ( U[[Tm]]).

neN meN

Es sei n € N beliebig. Wir setzen

A" = Hg, Ijg, 0ol € & und M":= A" — A" € 4.
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Es sei T eine previsible Zeit. Da S,, orthogonal ist, gilt P(S, = T < oo0) = 0,
und somit fast sicher

(Hs, 1is,))rlir<ocy = Hs, 1{5,-7<oc} = 0.

Mit Lemma 4.5.8(d) folgt

AA™ =P(AA™) =P(Hg, 1is,]) = 0.
Also gilt AM™ = AA™. Nun setzen wir

N" = Hr, 17, o[-
Es sei T' eine beliebige Stoppzeit. Nach Lemma 1.3.10 gilt
{T, < oo} N{T, <T}={T, < oo} N(Q\{T < T,}) € Fr,_.
Wegen PH = 0 folgt
E[N7] = E[Hr, 1z, <co)nm<ry] = E[E[Hz, | Fr, - [1(1;, <cc)nm<1y]
=E[("H) 1,11, <co}rir<1}] = 0,

Nach dem Stoppsatz von Doob (Satz 2.3.23) folgt N™ € .. Fiir jedes n € Ny

setzen wir

B, := JISul, Cn:=JITn]

m=1 m=1

und

3

yor =N Mmoo yen ::Zn:Nm.
m=1

m=1

Es sei n € N beliebig. Dann gilt Y™, Y*" € £ N ¥, und nach Satz 5.2.7(b)
sind Y%" und Y*" rein unstetig. Weiterhin gilt

AY®" — iAMm = iAAm = Hlpg,,
m=1 m=1

AY " = zn: AN™ = Hlg, .
=1

Nach Satz 6.3.9(a) und Lemma 6.3.8 gilt fiir alle k € Ny mit &k <n
[Yor —y ok yor — yok] = A(Yer — YoOR) . (YOr — YOR) = Y A(Ye" - YoR)

s<e

= ZHsQI]-Bn\Bk(S) - @{

s<e
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Insbesondere gilt

Yo Yo" = Hllp,(s) € o,

s<e

und nach Satz 6.3.11(d) folgt Y*" € . Nun folgt mit Korollar 5.2.12, dass
ver e #77. Auferdem gilt nach Korollar 6.3.12

Yo" — YO* |5 = B[[Y" — YO8 YO — Y4 {Z HLp,\, (5 } -0

s>0

fiir n, k — oo, da 3., H? € o/. Also existiert ein Y7 € 2% mit Yo" — Y4
in 72, Insbesondere gilt AY%" — AYY% Analog zeigen wir, dass ein Y €
A% mit YO — Y in A% und AY®" — AY® existiert. Wir setzen Y :=
YO+ Y e 2 und da {H # 0} € U, n(Bn UCy), folgt AY = H bis auf
Ununterscheidbarkeit.

Nach der Konstruktion aus Teil (a) gilt
{AY?£0} = [ J[S.] und {AY*£0}c |JITn].
neN meN

Nach Satz 3.3.20 folgt, dass Y? quasi-linksstetig ist, und nach Satz 3.3.15 folgt,
dass AY} = 0 fast sicher auf {T" < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit T.

Es sei n € N beliebig. Wir setzen Y := Y" +Y*". Nach dem Beweis von Teil
(a) gilt

YY" =) Hllp,uc,(s

s<e

Also folgt fiir n — oo, dass [Y,Y] =3 _ H? € M.

Satz 6.3.14. Es sei M € %’62"1 ein rein unstetiges Martingal.

(a) Es existiert eine Zerlegqung M = M9+ M mit rein unstetigen M7, M € %Z’d,

so dass M7 quasi-linksstetig ist, und AMS = 0 fast sicher auf {T < oo} fiir
jede orthogonale Stoppzeit T'.

(b) Es gilt [M, M] =3 _,(AM,)>.
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Beweis. Wir setzen H := AM. Dann gilt Hy = 0, und H ist nach Korollar 1.4.9 ein
optionaler Prozess. Weiterhin gilt nach Satz 6.3.6(d) und Satz 6.3.11(d)

Y HI =D (AM)? =) AM,M], < [M,M] € o+,

s<e s<e s<e

Nach Satz 3.4.7(a) gilt auferdem PH = 0. Also existiert nach Satz 6.3.13 ein Y €
A so dass AY = H = AM. Nach Korollar 5.2.4 gilt M = Y bis auf Ununter-
scheidbarkeit, und die Teile (a) und (b) folgen. O

Lemma 6.3.15. Es sei A € Ao, so dass AAr = 0 fast sicher auf {T < oo} fir
jede orthogonale Stoppzeit T. Dann ist der previsible Kompensator AP rein unstetig
im Sinne von Definition 4.1.5.

Beweis. Siehe [HWY92, Thm. 7.14]. O

Satz 6.3.16. FEs sei M € £ N Y beliebig. Dann gilt M1, M® € £ NV, wobei
M = M9+ M*® die Zerlequng aus Satz 4.2.15 bezeichnet.

Beweis. Es gilt (M?)? + (M®)? = M? =0, da M € Z. Nach Satz 4.5.9 ist (M?)P
stetig, und nach Lemma 6.3.15 ist (M®)? rein unstetig. Also ist (M?)P = —(M*)P
sowohl stetig als auch rein unstetig, und es folgt (M9)? = 0 und (M*)? = 0. Daraus
folgt M, M* € Z. m

Lemma 6.3.17. Es sei X ein quasi-linksstetiger Prozess, so dass AXp = 0 fast
sicher auf {T < oo} fir jede orthogonale Stoppzeit T. Dann ist X stetig bis auf eine
vernachldssigbare Menge.

Beuweis. Es existieren eine ausschopfende Folge (S),)nen von orthogonalen Stoppzeiten
und eine ausschopfend Folge (7,,)men von previsiblen Zeiten, so dass

{AX #£0} = [ JIS.)= Tl

neN meN

Nach Bemerkung 3.3.5 gilt bis auf eine vernachléssighare Menge [S,] N [T;,] = 0 fiir
alle n,m € N. Also gilt {AX # 0} = () bis auf eine vernachléssigbare Menge. O

Satz 6.3.18. Zu jedem rein unstetigen lokalen Martingal M € £ existiert eine bis
auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmie Zerlegqung M = MY + M® mit rein
unstetigen M1, M* € £, so dass M? quasi-linksstetig ist, und AM$ = 0 fast sicher
auf {T < oo} fir jede orthogonale Stoppzeit T.

Beweis. Existenz: Nach Satz 5.2.13 existieren ein rein unstetiges lokales Martingal
M' e M. NV und M" € 2., so dass

loc»

M:M/+M//
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und Mj = My = 0. Da M und M’ rein unstetig sind, ist auch M” rein unstetig.
Durch Lokalisierung diirfen wir annehmen, dass M” € 7% Nach den Sitzen 6.3.14
und 6.3.16 existieren Zerlegungen

MI — (M/)q + (M/)a und M// — (M/I)q + (Mll)a

mit rein unstetigen lokalen Martingalen (M")4, (M")*, (M"),(M")* € £, so dass
(M")? und (M")? quasi-linksstetig sind, und A(M’)} = A(M")} = 0 fast sicher
auf {T" < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit 7. Also ist die gewiinschte Zerlegung
M = M7+ M*® gegeben durch M? = (M")?+ (M")9 und M* = (M")* + (M")*.

Eindeutigkeit: Seien M = M9+ M* und M = N?+4 N® zwei derartige Zerlegungen.
Dann ist N := M9 — N7 = N — M® € £ ein rein unstetiges lokales Martingal, das
quasi-linksstetig, und es gilt ANE = 0 fast sicher auf {T" < oo} fiir jede orthogonale
Stoppzeit T. Nach Lemma 6.3.17 folgt, dass N stetig ist. Nun folgt mit Satz 5.2.3(b),
dass N = 0; das heifst M? = N7 und M® = N® bis auf Ununterscheidbarkeit. n

Beispiel 6.3.19. Es sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess mit Intensitdt a.
Dann ist die Zerlegung von N — a gegeben durch

N = (N9 —a) + (N* — a%),
wobet wir die Notation von Satz 4.5.17 benutzen.
Informelle Bemerkung: Es sei X : R, — R eine cadlag-Funktion.

(a) Es gibt eine Folge (t,)nen C (0,00), so dass

{AX #0} = [JIt].

neN

(b) Es gilt AXy = 0 fast sicher auf {T' < oo} fiir jede orthogonale Stoppzeit T'.
(c) Die Funktion X ist genau dann stetig, wenn sie quasi-linksstetig ist.

Satz 6.3.20. Fir alle X,Y € .7 gqilt

[X, V] = (X, V) + ) AX,AY,.

s<e

Beweis. Wegen der Polarisierungsformel aus Lemma 6.3.4 diirfen wir annehmen, dass
X =Y. Nach Satz 6.1.16 existiert eine Zerlegung

X=Xo+X+M+A



101

mit einem rein unstetigen lokalen Martingal M € 242 und A € ¥. Durch Lokalisie-

rung diirfen wir annehmen, dass X¢ € %€ und M € %% Dann gilt
(X, X] = [X° X+ 2[X°, M] + 2] X, A] + [M, M] + 2[M, Al + [A, A].

Der Prozess [X¢, X¢| ist nach Satz 6.3.6(d) stetig (also insbesondere previsibel), und
somit folgt nach Satz 6.3.11(b), dass

[X¢ X = [XXP = (X X).
Nach Satz 6.3.14(b) gilt

(M, M] =Y (AM,)*.

s<e

Nach Satz 6.3.9(a) und Lemma 6.3.8 gilt

[A, Al = AA- A=) (AA),

s<e

[M,A] = AM - A= AMAA,.

s<e

Also folgt

(M, M] +2[M, Al + [A, A] = ) (AX,)*.

s<e
Nach Satz 6.3.9(d) gilt
[X¢ A] = 0.

Es gilt X¢ L M, und somit (X M) = 0 nach Satz 5.2.11. Der Prozess [X¢, M] ist
nach Satz 6.3.6(d) stetig (also insbesondere previsibel), und somit folgt nach Satz
6.3.11(b), dass

(X M) =[X¢M]P= (X M)=0.
Insgesamt erhalten wir

X, X] = (X% X9+ (AX,)2

s<e

Satz 6.3.21. Es seien XY € . zwei Semimartingale.
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(a) Es gilt

XY:XOYO+X_OY+Y_OX+ZAXSAYS.

s<e

(b) Ist eines der beiden Semimartingale X und Y stetig, so gilt

XY =XoYo+X_ oY +Y oX.

Beweis. Ubung. [

Lemma 6.3.22. Fs sei s € Ry. Fir ein lokales Martingal M € Mo mit M, =0 fir
alle t € [0, s] und eine Fy-messbare Zufallsvariable Y gilt Y M € My

Beweis. Verlauflt wie der Beweis von Lemma 5.2.5. OJ

Lemma 6.3.23. Es seien M € M. und H ein lokal beschrinkter, previsibler Pro-
zess.

(a) Falls M stetig ist, dann ist auch H - M stetig.

(b) Falls M rein unstetig ist, dann ist auch H - M rein unstetiq.
Bewezs.

(a) Folgt, da A(H - M) = HAM nach Satz 6.2.9(f).

(b) Beweis fiir elementare Integranden: Es sei H = Y1, mit 0 < r < s und

einer .Z#,-messharen Zufallsvariablen Y. Es sei N € .#),. ein stetiges lokales

Martingal. Dann gilt M 1 N, und mit Satz 5.2.3(c) gilt M* — M" L N, das
heifst (M* — M")N € Mo Mit Lemma 6.3.22 folgt nun

(H-M)N =Y (M*— M")N € M.

]

Lemma 6.3.24. Fir X € . und einen lokal beschrinkten, previsiblen Prozess H
gilt (H-X)*=H - X°.

Beweis. Es sei X = Xy + M + A eine Semimartingal-Zerlegung von X. Dann ist
H-X=H-M°+H -M'+H- A

eine Semimartingal-Zerlegung von H - X. Nach Lemma 6.3.23 ist H - M€ € . stetig
und H - M? € M. rein unstetig. Auferdem gilt H - A € V. O
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Satz 6.3.25. Fs seien X,Y € . und H, K lokal beschrinkte, previsible Prozesse.
Dann gilt

H X,K-Y]=(HEK)-[X,Y].
Beweis. Nach den Sitzen 6.3.20, 6.2.9(f) und 6.2.16(c) sowie Lemma 6.3.24 gilt

[H-X,K-Y]=(H-X)", (K-Y))+ Y AH-X),A(K-Y),

s<e
=(H-X° K- -Y° + Z HAX K,AY,
s<e
= (HK) - (X°Y°) + Y (H,K)AX,AY,
s<e

= (HK) - ((XC, YO+ AXSAYS) — (HK) - [X,Y].

s<e

Satz 6.3.26. Es sei H ein optionaler Prozess mit Hy = 0.

(a) Es ezistiert ein M € 2 mit AM = H bis auf Ununterscheidbarkeit genau
dann, wenn PH =0 und ) _, H? € o/*.

(b) Es existiert ein M € JG2 mit AM = H bis auf Ununterscheidbarkeit genau

dann, wenn PH = 0 und ng. H? € HHq..

(c) Es existiert ein M € Mo N mit AM = H bis auf Ununterscheidbarkeit
genau dann, wenn PH =0 und ), |H| € /.

(d) Es existiert ein M € Moc N o mit AM = H bis auf Ununterscheidbarkeit
genau dann, wenn PH =0 und Y, |H,| € o,

(e) Es existiert ein M € M. mit AM = H bis auf Ununterscheidbarkeit genau
dann, wenn PH =0 und [y, H2]"? € ..

Beweis. Siehe [JS03, Thm. 1.4.56]. O

6.4 Die Ito6-Formel

Fir f € CY(R%:R) definieren wir f : RY x R — R durch

d

fla,y) = f(x) = fly) =) 0:f W) (@' — ).

i=1
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Satz 6.4.1 (Ito-Formel). Es seien X € % und f € C*(R%;R). Dann gilt

F(X) = f(Xo) +Za FX)- X142 Za” FIXO) (XM X0 + 3 (X, X,0),

3,j=1 s<e
wobei
d fXo X)) =) lf(X Zaf AXl] V.
s<e s<e
Beweis. Siehe [JS03, Thm. 1.4.57]. O

Beispiel 6.4.2. Es sei X € ¥ stelig, und es sei f € C*(R). Dann gilt nach der
Ito-Formel (Satz 6.4.1)

(X)) = F(Xo) /f )X, teR..

Falls X Pfade aus C' hat, dafiir aber nur f € CY(R) gilt, so folgt dies aus dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und der Kettenregel

P = 1%+ [ S X0ds = 10%0) + [ Drx) s

— F(Xo)+ /0 DF(X)dX., teR,.

Beispiel 6.4.3. Fir X, Y € . gilt XY = XoYo+Y_- X+ X_-Y+[X,Y]. Dies folgt
aus Definition 6.3.1. Wir erhalten einen alternativen Beweis mit der Ito-Formel. Fiir
[ R2 =R, f(r,y) = vy gilt f € C*(R%R) mit

O f(z,y) =y,

Oy f(z,y) ==,

Ovy [ (2,y) = Opaf (2, ) = 1,
Ove f(2,y) = Oyy f(z,y) =0

Auferdem gilt

FOGLY) = F(X_,Y.) = 0, f(X_, Y)AX — 8, f(X_,Y_)AY
=XY-X_Y - Y AX - X_AY
= 3(Y — X_Yj—i- X_Y — X_Y_/—Y_AX — X_AY
—AXY —X_AY
=AXY - Y_AX = AXAY.
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Mit der Ito-Formel (Satz 6.4.1) und Satz 6.3.20 folgt
XY = XV +Y_ - X+ X_ -V +(X°Y) + Y AX,AY,

s<e

= XoYo+Y - X+X_ -Y+[X,)Y]

Beispiel 6.4.4. Es seien W', ... ,W™ Standard-Wiener-Prozesse. Es sei X, eine
Fo-messbare R¥-wertige Zufallsvariable, es sei b ein Re¥-wertiger optionaler Prozess,
so dass f(f bilds < oo firi = 1,...,d, und es sei o ein R>™-wertiger previsibler

Prozess, so dass o € L2 (WF) firi=1,...,d und k = 1,...,m. Weiterhin sei

X e firi=1,...,d gegeben durch
t m t
X;’:X3+/ b@dHZ/ okdWk,  teR,.
0 e J0
Nun sei f € C*(R%R). Dann gilt

f(Xe) = f(Xo) + Z/O (&f(XS)bf; + % Zaijf(xs)(gsgj)ij>d8

d m

+ZZ/; Oif (Xo_)oldWy, teR,.

i=1 k=1
Beweis. Nach der Ito-Formel (Satz 6.4.1) gilt

d t d m t
FX) = F(Xo) + 3 /O of(X s+ 3% /0 Of (X )ik
=1

i=1 k=1

d m t
1 ik _jk
P30 [ e etotas ter.

ij=1 k=1

Satz 6.4.5. Es seien X € . und f € C*(R%R).
(a) Es gilt f(X) € ..

(b) Sind X' = X\ +M'+ A' i=1,...,d Semimartingal-Zerlegungen der X*, so ist
eine Semimartingal-Zerlegung von f(X) gegeben durch f(X) = f(Xo)+ N+ B,
wobei

d

d d
B=>) 0if(X_) A+ % D0 F(X0) - (XX + Y f(X, X).
=1

1,j=1 s<e
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(¢c) Falls X € (.#,)%, so sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) Es gilt f(X) € .7,.
(ii) Es gilt > .y f(Xs, Xs) € oc.

Sind in diesem Fall X' = X} + M'+ A", i = 1,...,d die kanonischen Zer-
legungen der X', so ist die kanonosche Zerlegung von f(X) gegeben durch
f(X) = f(Xo) + N + B, wobei

d p
V=3 asee) a3 ) - (LA x))
B=) 0f(X)-A+ 53 By F(X) - (X, X94) (Z f(xs,xs_>)p.

i,j=1 s<e

Beweis.

(a), (b) Nach der It6-Formel (Satz 6.4.1) gilt f(X) = f(Xo) + N + B. Nach Satz 6.2.9
gilt aukerdem N € £ und B € ¥/, so dass f(X) € .7 folgt.

(c) Die Aquivalenz (i) < (ii) folgt aus Teil (b) und Satz 6.1.9. Diese beiden dquiva-
lenten Aussagen seien nun erfiillt. Fiir s = 1,...,d sind 9, f(X_) und A’ previ-
sibel, und fiir i, j = 1,...,d sind 9;; f(X_) und (X", X7¢) previsibel. Also folgt
mit Satz 4.4.7(d), dass B previsibel ist, und folglich ist f(X) = f(Xo)+ N+ B
die kanonische Zerlegung von f(X).

]

Satz 6.4.6. Es seien X € .7 ein Semimartingal und f € C3(R). Dann gilt

FOX) = f(Xo) + (X ) o X'+ f(X, X0,

s<e

wobei hier

X X ) =D [A(X) — f(X) = FI(X)AX] €7

s<e s<e

Beweis. Nach der Ito-Formel (Satz 6.4.1) gilt

FOX) = F(X0) + FOC) X 3 P/O0) - (X0, X%) + 37 (X, X0,

s<e
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Nach Satz 6.4.5 gilt f/(X) € .. Also geniigt es, zu zeigen, dass
(f((X)%, X% = f1(X_) - (X, XO).
Nach der It6-Formel (Satz 6.4.1) gilt

F1O0) = J/060) (X)X 3 17(00) - (X5 X+ 30 I X,

s<e
N 7
VvV

eV

Also folgt mit Lemma 6.3.24 und Satz 6.2.16(c)

(f1(X)%,X) = ((f"(X2) - X)%, X) = (f(X2) - X9, X) = f/(X) - (X5, X9).

6.5 Das stochastische Exponential
Lemma 6.5.1. Es sei X € .. Dann st das Produkt

H(l + AX,)e A%

s<e
fast sicher auf jedem kompakten Intervall absolut konvergent.

Beweis. Es sei t € R, beliebig. Nach Satz 6.3.6(d) gilt fast sicher

Y IAXP =D AX, X, < [X, X, < oo

s<t s<t

Auferdem hat fiir fast jedes w € 2 die Menge

nur endlich viele Elemente. Nach dem Satz von Taylor existiert eine Konstante C' > 0,
so dass

11
|In(1 +2) — 2| < Clz]* fiiralle x € [—5,5},

Also ist

> 1+ AX,) - AX,[ < CY |AX,]

s€[0,6)\ Ay s<t
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fast sicher absolut konvergent, und folglich ist

[T +AX)e2% exp ( > (n(1+AX,) - AXS)) =1+ AX,)e 2%

SEA; s€[0,t]\ At s<t
fast sicher absolut konvergent. O

Definition 6.5.2. Fir X € . definieren wir das stochastische Exponential

E(X) :=exp (X — X0 — 1<XC,XC>> : H(l + AX,)e 8,

2 s<e
Bemerkung 6.5.3. Gilt X € ¥ und ist X stetig, dann gilt £(X) = e*.
Satz 6.5.4. Es set X € .. Dann besitzt die stochastische Differentialgleichung
Y=1+Y_-X

eine bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimmte Lisung Y € & ; sie ist gegeben

durch Y = £(X).

Beweis. Existenz: Es sei Y := £(X). Wir definieren die Prozesse

V=[]0 +AX)e 2,
s<e

1
Z =X _XO - §<XC,XC>.

Dann gilt V., Z € ., der Prozess V hat Pfade von beschrinkter Variation, und es
gelten die Identitdten

7° = X°,
AZ = AX,
1
7+ 5(X°, X = X — Xo,

e?~ .V = Z e?= AV, (stochastisches Integral).

s<e
Fiir die Funktion

f:R* =R, f(z,0):=wve
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gilt f € C?*(R*%R) mit

azf('Z?v) = f(Z,U),
Opf(z,v) = €7,
0..f(z,v) = f(z,v),

und es gilt Y = f(Z,V). Da V¢ =0, folgt mit der It6-Formel (Satz 6.4.1)
1
Y=1+Y_-Z+e? -V+§Y_-(ZC,ZC>+Z [V, =Y. — Y. AZ, — e% AV]
s<e

=1+Y_- (Z + 1<XC,XC>) + Y AV + ) [AY. - Y AX, - % AV

2
s<e s<e

=1+Y_- X +) [AY, - Y, _AX,].

s<e
Weiterhin gilt
AV=V-V_=V_(1+AX)e ® = V_=V_((1+AX)e 2¥ - 1),
und wegen AZ = AX folgt

AY = A(Ve?) =VeZ —V.e? = (V -V )eZ + V_(eZ — %)
=V_(1+AX)e?¥ —1)e” + V_(e” — )
=V_((1+AX)e 2%)e? = Ve =V_eZ ([e2? (1 + AX)e 2] —1)
=V.e”"AX = Y_AX.

Insgesamt erhalten wir
Y=1+Y_-X.

Eindeutigkeit: Siehe [JS03, Theorem 1.4.61]. O

Beispiel 6.5.5. Es seien W ein Standard- Wiener-Prozess und pu,o0 € R. Dann hat
die stochastische Differentialgleichung

t t
Yt:1+/ uYS_ds—l—/ oY, dW,, teR,
0 0

die eindeutig bestimmte Losung

2
Yt:exp((u—%}f—l—OWt), teR,.
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Lemma 6.5.6. Es sei X € .7.

(a) Es gilt £(X) € . mit E(X)y = 1.

(b) Ist X € Mo, so gilt auch E(X) € M-

(¢c) Gilt X — Xoq €V, so gilt auch E(X) —E(X)y € V.

(d) Es gilt £(X) = E(X — Xp).
Beweis. Folgt nach Definition 6.5.2 und den Sétzen 6.5.4 und 6.2.9. O]
Lemma 6.5.7. Es seien X € . und T :=inf{t € R, : AX; = —1}.

(a) Es gilt £(X) # 0 auf [0,T].
(b) Es gilt E(X)_ # 0 auf [0,T].
(c) Es gilt E(X) =0 auf [T, oo].
(d) Es gilt £(X),E(X)_ # 0 genau dann, wenn AX # —1.
(e) Es gilt £E(X),E(X)- > 0 genau dann, wenn AX > —1; und in diesem Fall gilt

axpmm(X—%—%uﬁXﬂ+zmmyuu@—A&0.
s<e
Beweis. Folgt aus Definition 6.5.2. O]
Satz 6.5.8. Fir alle X,Y € .7 qilt
EX)EY)=E(X+Y +[X,Y)).
Beweis. Fiir U := £(X) und V := £(Y) gilt nach Satz 6.5.4
U=14+U_-X und V=14V_".Y,

und mit den S#tzen 6.2.9(h) und 6.3.25 folgt

UV=1+U_-V+V_-U+[U,V]
=14+U_-(V_-Y)+V_-(U_.-X)+[U--X,V_-Y]
=1+ U V) Y+ (V_U_)- X+ (U_V_)-[X,Y]
=1+ UV)_- (X +Y +[X,Y]).

Also gilt wegen der Eindeutigkeitsaussage von Satz 6.5.4, dass

UV =E(X +Y +[X,Y)).
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6.6 Wiener-Prozesse

Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafs p auf (R, B(R)) ist die Fouriertransformierte % p :
R — C bekanntlich definiert durch

(Fr)u)i= [ )

Lemma 6.6.1. Es seien X eine R-wertige Zufallsvariable,  ein Wahrscheinlich-
keitsmaf$ auf (R,B(R)) und ¢ C F eine Sub-o-Algebra. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) X und & sind unabhdngig, und es gilt X ~ p.
(ii) Es gilt

E[Laexp(iuX)] =P(A) (Fu)(u) fir alle A € G und alle u € R.

Beweis. Ubung. ]

Satz 6.6.2 (Satz von Lévy). Es sei W ein stetiges lokales Martingal mit Wy = 0.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) W ist ein Wiener-Prozess.

(ii) Es gibt eine stetige, monoton wachsende Funktion o : Ry — R, mil 02 = 0,
so dass (W, W) = o2.

In diesem Fall gelten folgende Aussagen:
(a) o* die Varianzfunktion von W.

(b) Fiir alle 0 < s <t gilt W, — W, ~N(0,0? — 02).

S

Beweis. (i) = (ii) und (a): Folgt aus Satz 5.1.14.
(ii) = (i) und (b): Es sei u € R beliebig. Der Prozess

2 2
Y = E(iulW) = exp (qu + u20 )

ist ein C-wertiges lokales Martingal. Es seien 0 < s <t und A € %, beliebig. Dann

gilt
2 2
Y| <exp (u;t)-
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Also ist Y beschrinkt, und nach Korollar 2.4.10 gilt somit Y € .#. Es folgt

E[14exp(iu(W; — W) =E {]1,4% exp ( — u;(at2 - 03))]
= IEZ{ILAi exp ( — u—z(ot2 — 0’?)) E[Y; | 355]} =P(A) - exp ( — u—Q(Ut2 — ai))
Y, 9 — 9

— P(4) - (FN(0,02 — 02))(w)

Nach Lemma 6.6.1 sind W; — Wy und %, unabhingig, und es gilt
W; — W, ~ N(0,07 — 02).
O

Korollar 6.6.3. Ein Standard- Wiener-Prozess W ist ein PUSZ.
Beweis. Folgt aus dem Satz von Lévy (Satz 6.6.2). O

6.7 Poisson-Prozesse

Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafe p und v auf (R, B(R)) ist die Faltung p % v be-
kanntlich definiert durch

WWWWZAAMWWMMM@aBEWM

Satz 6.7.1 (Satz von Poisson-Watanabe). Es sei N ein Punktprozess. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) N ist ein verallgemeinerter Poisson-Prozess.

(1i) Es gibt eine monoton wachsende cadlag-Funktion a : Ry — Ry mit ag = 0, so
dass NP = a.

In diesem Fall gelten folgende Aussagen:
(a) a ist die Intensitit von N.
(b) Fiir alle 0 < s <t gilt

N; — Ny ~ Pois(a§ — af) * (K s<r<¢Ber(Aa,)).
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Beweis. (i) = (ii) und (a): Folgt aus Satz 4.5.14(a).
(ii) = (i) und (b): Es sei u € R beliebig. Wegen Ny = 0, N € Ny, AN € {0,1} und
eines Teleskopsummen-Arguments gilt

exp(iulN) =1+ Z (exp(iuN;) — exp(iulN,_)) =1+ (exp(iuN) — exp(iuN_)) - N

s<e

=1+ (_exp(iuAN) —1)exp(iuN_) - N =1+ (exp(iu) — 1) exp(iuN_) - N.

Wir definieren den Prozess M durch

M :=exp(iuN) — 1 — (exp(iu) — 1) exp(iuN_) - a.
Wegen NP = a gilt

M = (exp(iu) — 1) exp(iuN_) - (N — N?) € M.
Es sei t € R, beliebig. Dann gilt

|M'| < 2(1 + ay).

Also ist M beschrinkt, und nach Korollar 2.4.10 gilt somit M! € .#. Es sei s < t
beliebig. Dann gilt

t
M, — M, = exp(iulN;) — exp(iuN;) — (exp(iu) — 1) / exp(iulN,_)da,,

und daher
exp(iu(N; — Ny)) = exp(iuNy) exp(—iulNy)

— (Mt — M, + exp(iuN;) + (exp(iu) — 1) /t eXp(z'uNT)dar> exp(—iuNy)
=1+ exp(—iuN,) (M, — M,) + (exp(iu) — 1) /t exp(iu(N,— — N;))da,.

Nun sei A € Z; mit P(A) > 0 beliebig. Wir definieren die Funktion

E[14 exp(iu(Ny — N,.))]
P(A)

fils,t] =R, f.:=

Da M' e ., gilt

E[14 exp(—iuNg)(M; — M)] = E[1 4 exp(—iuNs)E[M; — M| %]] =0,
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und daher

fi=—F+E [Iu + La exp(—iuNy) (M, — M) + 14 ( exp(iu) — 1) / expliu(N, — N.)da,

1
P(A)
=1+ (exp(iu) — 1) / E[L4 eXp(g(%T_ — Ns)”dw

S

=1+ (exp(iu) — 1) / fr_da,.

Nach Satz 6.5.4 gilt f; = E(a'); fiir alle t > s, wobei a} = (™ — 1)[a; — asns] fiir
t € R,. Also folgt fiir alle t > s

E[Ly exp(iu(N; — N,))] = B(A) - fy = B(A) - £(a), = P(A) exp(a)) [[(1 + Ad)) exp(—Ad))

s<t

=P(A) - exp ((af — al)(e™ — 1)) H (1+ ("™ —1)Aa,)

s<r<t

= P(A) - (FPois(a; — af))(v) - [] (FBer(Aa,))(u)

s<r<t
— P(A) - (y(PoiS(ag — ) * (*KTStBer(Aar)))) (1),
Nach Lemma 6.6.1 sind N, — Ny und .%, unabhéngig, und es gilt
N; — N, ~ Pois(a§ — af) * (K s<r<¢Ber(Aa,)).

Korollar 6.7.2. Ein Standard-Poisson-Prozess N st ein PUSZ.
Beweis. Folgt aus dem Satz von Poisson-Watanabe (Satz 6.7.1). O
Korollar 6.7.3. Es sei N ein verallgemeinerter Poisson-Prozess.
(a) Fir alle 0 < s <t gilt
N} — N? ~ Pois(aj — a).

(b) Fiir alle 0 < s <t gilt
N — N¢ ~ %k ser<tBer(Aa,).

(¢) Es existiert eine Folge (Yy)ses von unabhangigen Zufallsvariablen Yy ~ Ber(Aay)
fiir alle s € J, so dass
N* =Y.

s<e
seJ

Hierbei bezeichnet J = {Aa > 0} die Menge der festen Sprungzeiten von N.
Beweis. Folgt aus dem Satz von Poisson-Watanabe (Satz 6.7.1). O
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6.8 Der stochastische Logarithmus

Lemma 6.8.1. Es sei Y € .7 ein Semimartingal mit Y,Y_ # 0. Dann ist 1/Y_ lokal
beschrankt.

Beweis. Wir definieren die monoton wachsende Folge (7},),en von Stoppzeiten durch
. 1
T, :=inf {t eER,: Y < —}.
n

Wegen Y, Y_ # 0 folgt T,, — oo und |(1/Y_)™| < n fiir alle n € N. O

Definition 6.8.2. Fir Y € % mit Y,Y_ # 0 definieren wir den stochastischen
Logarithmus £ (Y') € % durch

LY = % Y.

Bemerkung 6.8.3. Ist Y stetig differenzierbar mit Y > 0 und Yy = 1, dann gilt fir
jedest € Ry

tl tY/
Z(Y) :/ —dYS:/ —“ds=InY;—InYy=InY,.
t Y. Y, t t

Also gilt Z(Y) =In(Y).
Lemma 6.8.4. EFssei Y € & mit Y, Y_ # 0.
(a) Es gilt Z(Y) €. mit Z(Y)o=0 und AZL(Y) # —1.
(b) Falls Y,Y_ >0, dann gilt AZL(Y) > —1.
(c) FirY € M. gilt Z(Y) € L.
(d) GiltY =Yy eV, sogilt Z(Y)eV.
(e) Es qilt Z(Y)=2ZL(Y/Yy).
Beweis. Folgt nach Definition 6.8.2 und Satz 6.2.9. Insbesondere gilt

A.,%(Y):A<L-Y) Ay Yoy :£_17g_1,

Y. Y Y Y

und im Fall Y, Y_ > 0 folgt AZ(Y) > —1. O
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Satz 6.8.5 (Ito-Formel fiir offene Mengen). Es sei X € 7. Weiterhin seien U C R?
eine offene Menge mit X, X_ € U und f € C*(U;R). Dann gilt

FX) = x5+2pf XH—E:%f ) - (Xbe, X7

1,j=1
+§:Pag pr Ax]
s<e
Beweis. Siehe [GK00, Lemma A.5]. O

Satz 6.8.6. Es set Y € . mit Y, Y_ # 0.

(a) Der Prozess X = £ (Y) ist das bis auf Ununterscheidbarkeit eindeutig bestimm-
te Semimartingal mit Xo =0 und Y = Y,E(X).

(b) Es gilt

AY;

ZY)=In|= v

1+

1 C C
2W-Wﬁw—§jon

s<e

AY;
Y. )
Bewess.

(a) Essei X := Z(Y). Dann gilt X, = 0. Weiterhin gilt nach Satz 6.2.9(h)

1 Y.
%+K;X:%+KnG7Y)=%+?~Y:Y+LY:Y+W—%FJ(

Nach Satz 6.5.4 folgt Y = Y,&(X).
Nun sei X € .7 irgendein Semimartingal mit Xy = 0 und Y = Y,€(X). Nach
Satz 6.5.4 gilt Y = Yy + Y_ - X, und wegen X, = 0 folgt nach Satz 6.2.9(h)

YL.(y_.x): L -(Y—YO)ZLJ/:,Z(Y).

Y.
X=1X=—.X= —
Y. Y. Y.

(b) Fiir die Funktion

frRA{0} =R, f(y) :=nly|
gilt f € C*(R\ {0};R) mit

/ 1 1 ]‘
ﬂ@z; mdfﬁwz—ﬁ-
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Auferdem gilt

Y _Yo4AY | AY

Yoo Y. Y

Nach der Ito-Formel fiir offene Mengen (Satz 6.8.5) folgt
1 1o AY,
ln|Y|:1n|Y0|+z-Y—W (YY) ( Yy —In|Y,_| — S)
1 AY AY,
=In|Y|+Z (Y Ye) 1 —

0ol ()~ i (n = - 52):

und daher die behauptete Gleichung.
O

Korollar 6.8.7. Ist Y € . stetigmit Yo =1, Y,Y_. >0 undY — Yy € ¥, so gilt
Z(Y)=In(Y).

Beweis. Folgt aus Satz 6.8.6(b). O
Korollar 6.8.8. Es gelten die folgenden Aussagen:

(a) Fir X € . mit AX # —1 gilt Z(£(X)) =X — Xo.

(b) FirY e  mit Y,Y_ #0 qilt E(Z(Y)) =Y/Y,.
Beweis. Folgt aus Satz 6.8.6(a). O

Korollar 6.8.9. Fs se1 Y € .7 ein Semimartingal mit Y,Y_ > 0. Dann existiert ein
eindeutig bestimmtes Semimartingal X € . mit Xog = 0 und AX > —1, so dass
Y =Y &(X).

Satz 6.8.10. FirY,Z e . mitY,Y_ #0und Z,7Z_ # 0 gilt
LY =ZLY)+Z(2)+ [Z(Y), Z(Z)].
Beweis. Nach Korollar 6.8.8 und Satz 6.5.8 gilt

YZ
YoZo

Also folgt mit Korollar 6.8.8

=E(ZLY)EL(2)=E(LY)+Z(2)+ [L(Y), Z(2))

YZ
YoZo

L(YZ) = g( ) = L(Y)+2L(Z)+ L), ZL(2)).
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