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Aufgabe 1 (4 Punkte). Sei (Ω,F ) = (Rn,B(Rn)) für ein n ∈ N. Sei Θ = Θ̃ × (0,∞) mit
Θ̃ = Rd für ein d ∈ N mit d ≤ n und

Pθ = N (Aβ, σ2 Id), θ = (β, σ2) ∈ Θ

mit einer Matrix A ∈ Rn×d, sodass rg(A) = d. Das statistische Modell (Ω,F , {Pθ : θ ∈ Θ}) heißt
lineares Modell mit koordinatengebundener Darstellung. Für die einfache lineare Regression
Yi = β0 + β1Xi + εi, i = 1, . . . , n haben A und die Parameter (β, σ2) die Gestalt

A = (1 X) ∈ Rn×2 und β = (β0, β1) ∈ R2, σ2 ∈ (0,∞).

Finden Sie den Parameterraum Θ und die zugehörige Matrix A zu folgenden Modellen:

i) Polynomiale Regression:
Yi = β0 + β1Xi + · · ·+ βkX

k
i + εi.

ii) Mehrfache lineare Regression:
Yi = β0 + β1X1,i + · · ·+ βdXd,i + εi.

iii) Mehrfache polynomiale Regression:
Yi = β0 + β1,1X1,i + · · ·+ β1,kX

k
1,i + · · ·+ βd,1Xd,i + · · ·+ βd,kX

k
d,i + εi.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei d ≤ n. Zeigen Sie, dass für eine Matrix A ∈ Rn×d mit vollem Rang,
rg(A) = d, die Matrix A>A ∈ Rd×d positiv definit und damit invertierbar ist.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Die Moore-Penrose-Inverse von A ∈ Rn×d ist definiert durch

A† := (A>A)−1A> ∈ Rd×n.

Weiter sei φ(x) := Ax und W := φ(Rd) ⊆ Rn. Zeigen Sie folgende Aussagen:

1. Es gilt für eine Abbildung ψ : Rn → Rn die Äquivalenz

〈x− ψ(x), y〉 = 0 für alle y ∈W ⇐⇒ A>(x− ψ(x)) = 0.

2. Die Funktion ψ(x) = AA†x erfüllt A>(x− ψ(x)) = 0.

3. Der kleinsten Quadrate Schätzer β̂ für β, das heißt

‖X −Aβ̂‖ = min
β∈Rd

‖X −Aβ‖,

ist gegeben durch β̂ = A†X.

Hinweis: Verwenden Sie für den dritten Teil den Projektionssatz: Sei W ⊂ Rn ein Unterraum
von Rn und sei x0 ∈ Rn. Dann sind für x ∈ W äquivalent: ‖x0 − x‖ = infy∈W ‖x0 − y‖ ⇐⇒
〈x0 − x, y〉 = 0 für alle y ∈W .


