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Aufgabe 1 (10 Punkte). Begriinden oder widerlegen Sie:

1.

10.

11.

12.

13.

Sei (Q,.7, P) = ([0,1], %([0,1]), Al[p,1)), wobei Alg 1) das Lebesgue Mak auf [0, 1] bezeich-
net. Dann haben X; und X5 mit X;(w) = w und Xs(w) = 1 — w die gleiche Verteilung.

. Sei (,.%) = ([0,1], 8([0,1])). Es gibt ein Wahrscheinlichkeitsmaf P, sodass X; und X»

mit X;(w) =w und X2(w) =1 — w nicht die gleiche Verteilung haben.

Sei X ~ N(2,2) normalverteilt mit Erwartungswert 2 und Varianz 2. Dann gilt, dass
PX-2/>2] <3

Jede reellwertige Zufallsvariable besitzt eine Dichte beziiglich dem Lebesgue-Mafk.

. Sei (9, .o7) ein messbarer Raum. Falls &7 = P(2) (die Potenzmenge von ), dann sind alle

Abbildungen f: (Q, %) — (R, Z(R)) messbar.
Seien X ~ N(0,1) und Y ~ N(0,2) normalverteilt. Es gilt E[XY] < v/2.

Eine N-wertige Zufallsvariable X ist genau dann zu sich selbst unabhéngig, wenn sie fast
sicher konstant ist.

Sei (2,47, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = 14 und Y = 1p fiir A,B € &. Es
gilt F[XY] = FE[X]E[Y] genau dann, wenn A und B unabhéngig sind.

Sei X exponentialverteilt mit Parameter A = 1. Dann gilt E[X%] > E[X]*.

Seien p, v Wahrscheinlichkeitsmafe auf dem messbaren Raum (€2, 47), welche die selben
Nullmengen besitzen. Dann existiert eine messbare Abbildung f: (2, %) — (R, Z(R)),
sodass

u(A) = [ i)
Sei (€2, 47) ein messbarer Raum. Falls &7 = {Q, 0}, so gibt es keine messbare Abbildung

f(Q, ) — (R, AR)).

Sei X exponentialverteilt zum Parameter A = 6 und Y exponentialverteilt zum Parameter
A= % Dann gilt
E[XY]<1.

Hinweis: Fir eine zum Parameter \ exponentialverteilte Zufallsvariable Z gilt E[Z] = %
und E[Z?] = )\—22
X € LP(Q,#,P) impliziert X € LY, .#, P) fur alle ¢ < p, wobei P ein Wahrschein-
lichkeitsmalfs ist.

Hinweis: Wiederholen Sie zundchst Satz 6 und Satz 8 bevor Sie versuchen die Aufgaben ldsen.



Lisung. 1. Wir miissen zeigen, dass die Bildmafe Ao X L und A o Xy ! iibereinstimmen. Hier
gentigt es zu priifen, dass diese auf den Mengen [a,b] mit 0 < a < b < 1 {ibereinstimmen
(Wieso?). Nun gilt

Ao X7 H[a, b)) = Aw € [a,b) =b—a=ANwe[1l-b1—a]) =1 —w € [a,b]) = Xo X, ([a,b]).

2. Sei f =0.5191/9) + 1.51}1 /5 1) und definiere P durch

P(A) = [ F@de)
fir A € 2([0,1]). Nun gilt aber
Po X;1(]0,0.25]) = P([0,0.25)) = /[0 . f(W)A(dw) = 0.5 % 0.25

und
Po X{l([O7 0.25]) = P((1 —0.25,1 —0])) = P([0.75,1]) = 1.5 % 0.25.

Ein weiteres Gegenbeispiel wire zum Beispiel P = d;g3;. Dann gilt X; = 0.3 fast sicher
und X9 = 0.7 fast sicher und damit kénnen X; und X5 nicht die gleiche Verteilung haben.
3. Ja, das folgt mit der Tschebycheff Ungleichung;:

Var(X)

PIX 222 < -2

=2/4=1/2

4. Nein, das stimmt nicht. Zum Beispiel X = 1.
5. Ja, da jede Abbildung f~1(B) € P(Q) erfiillt.

6. Es gilt mit Holder-Ungleichung bzw. Cauchy-Schwarz: E[XY] < E[X?]'/2E[Y?]Y/? =
V1V2 =2

7. Ist X zu sich selbst unabhiingig so gilt fiir ¥ € N, dass P[X'({k})] = P[X*({k})]%
Damit folgt P[X~'({k})] € {0,1}. Nun kann P[X!({k})] = 1 nur fiir ein k¥ € N gel-
ten. Es folgt, dass X fast sicher konstant ist. Ist X = kg fast sicher konstant, so gilt
PIX"H(A)XN(B)] = Liyeans = Lipealien = PIX (A PIX~1(B)].

8. Ja, E[XY] = P[AN B] = P[A]|P[B] = E[X]|E[Y] bzw P[AN B] = E[XY] = E[X]E[Y] =
P[A|P[B].

9. Die Funktion f(x) = z* ist konvex. Damit folgt die Aussage mit der Jensen-Ungleichung
(Unabhéngig von der Verteilung).

10. Ja, das folgt aus dem Satz von Radon-Nykodym.
11. Nein, alle konstanten Abbildungen sind messbar.
12. Ja, Holder-Ungleichung bzw. Cauchy-Schwarz: E[XY] < E[X?|'/2E[Y?]'/? = %% =1
13. Ja, Holder-Ungleichung: FE[X?] = E[(XY) x 1] < ||X|15|1]lza < oo mit p = ¢/p und
¢=p/(p—-1).
Aufgabe 2 (3 Punkte). Sei Q = [0,1], # = £([0,1]) und P = A|p 1) das Lebesgue-Mafk auf
[0,1]. Die Folge (X,)nen von Zufallsvariablen sei gegeben durch

Zeigen oder widerlegen Sie:
1. (Xpn)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit.
2. (Xpn)nen konvergiert fast sicher.

3. (Xn)nen konvergiert in L2.



4. (Xpn)nen ist gleichgradig integrierbar.

NG

Lésung. 1. Es gilt E[|X,|]] = ~— — 0. Damit konvergiert (X, )nen in L' gegen 0. Nach
n
Theorem 22 ist (X,,)nen stochastisch konvergent gegen 0 und gleichgradig integrierbar.

2. Wahle z € (0,1). Dann existiert ein N € N, sodass > % fiir alle n > N. Insbesondere
gilt dann 2 ¢ (1, 2) fiir alle n > N, und somit X, (z) = 0 fiir alle n > N. Weiter gilt
X,(0) =0 fiir alle n € N. Damit ist die fast sichere Konvergenz gezeigt.

3. Aus der L? Konvergenz folgt die stochastische Konvergenz. Damit muss der Grenzwert
(falls exisistent) 0 sein. Nun gilt aber

2
n

Blx. =Y 1

Die Folge konvergiert somit nicht in L?
4. Siehe 1.
Aufgabe 3 (3 Punkte). Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1], %([0, 1]), P). Das
Maf P sei absolut stetig beziiglich dem Lebesgue-Maf Al ;) mit Dichte

w2, we [0,1].

N

flw) =
Sei die Folge (X, )nen von Zufallsvariablen gegeben durch
X"(w)=w", welo1].

Zeigen oder widerlegen Sie:
1. (Xn)nen konvergiert in Wahrscheinlichkeit.
2. (Xy)nen konvergiert fast sicher.
3. (Xn)nen konvergiert in L',
4. (Xpn)nen ist gleichgradig integrierbar.
Losung. 1. Folgt aus 2.

2. Es gilt w'/™ — 1 fiir alle w € (0,1]. Da {0} eine Nullmenge beziiglich A und damit auch
beziiglich P ist, gilt die fast sichere Konvergenz.

3. Falls ein L'-Grenzwert existiert, so miisste dieser auch 1 sein. Wir priifen also X,, —
1in LY(P). Es gilt

1 1
E[|X, -1 =FE[(1-X,)] = /0 (1-X,)f(x)de=1— /0 Xnf(z)d.
und weiter

1 1 1
2/XJ@M:/MWV%:/x@W%MAZHﬂWM%%Z
0 0 0 2—|—n

Damit gilt die L'-Konvergenz.

4. Da die Folge (X,)nen konvergent in L! ist, ist die Folge auch nach Satz 22 gleichgradig
integrierbar.



