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Aufgabe 1. Sei (Q, %, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und o = {), Q} die triviale o-Algebra.
Zeigen Sie E[X|«/] = E[X] fiir alle X € L'(Q, .7, P).

Losung. E[X] ist konstant und damit messbar bzgl. «7. Weiter gilt

E[X1q] = E[X] = E[E[X]] = E[E[X]1q]
E[X1y] = 0 = E[E[X]1y).

Die Aussage folgt mit Definition 162.

Aufgabe 2. Zeigen Sie die folgenden Aussagen

i) Ist (X;)ier gleichgradig integrierbar und (.%;);es eine Famile von Unter-o-Algebren von

o/ . Dann ist die Familie (E[X;|.%;])ic1 jes gleichgradig integrierbar.

ii) Ist X € LY(Q, o, P), dann ist (E[X|.%,]) e gleichgradig integrierbar.

iii) Zeigen Sie, dass die Umkehrung in 7) im Allgemeinen falsch ist.
Lésung. 1) |1, Korollar 8.22]
ii) Folgt mit i), da eine L' Zufallsvariable gleichgradig integrierbar ist.
iii) Der Wahrscheinlichkeitsraum ist gegeben durch ([0, 1], #([0, 1]), Aljo,1]). Die Zufallsvariablen
Xi =11y, fir ¢ € N bilden eine Familie von nicht gleichgradig integrierbaren Zufallsvariablen.

Betrachten wir beispielsweise F = {0, Q} C 7, so gilt E[X;|.#] = 1 fir alle ¢ € N und bildet
damit eine gleichgradig integrierbare Famile von Zufallsvariablen.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Auf einer Ebene bilden Geraden im horizontalen und vertikalen Abstand
1 ein Schachbrettmuster. Es werden Nadeln der Lange 1 rein zufillig auf die Ebene geworfen.

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine geworfene Nadel keine der Geraden schneidet?
Hinweis: Definieren Sie die Zufallsvariable Z durch

g {1, falls die Nadel eine Gerade schneidet,

0, sonst.

Dabei sei der Mittelpunkt der Nadel X wvon der linken Geraden und 'Y wvon der unteren Geraden
entfernt und die Verlingerung der Nadel geht einen spitzen Winkel © mit der linken Gerade
ein. Dann sind X und Y uniform auf [0,1] verteilt und © uniform auf [0,7/2], wobei X,Y,©
unabhdingig sind.

Lésung. Wir definieren die Zufallsvariable Z durch

7 1, falls die Nadel eine Gerade schneidet,
B 0, sonst.

Nun sei der Mittelpunkt der Nadel X von der linken Geraden und Y von der unteren Geraden
entfernt und die Verlangerung der Nadel geht einen spitzen Winkel © mit der linken Gerade



ein. Dann sind X und Y uniform auf [0, 1] verteilt und © uniform auf [0, 7/2], wobei X,Y, 0
unabhéngig sind. Nun gilt

P[Z =1|0)]

:P({X < Sinée)} U{x>1- Sinée)} U {y < COSQ(G)} U{y>1- 6032(9)}\@)
:P(X ¢ (sinéG)’l_ siné@))vy ¢ (0082(@)’1 B cosé@))‘@)

L P(X c (sinée))’l B siné@))7y c (COS2(@)’1 B 0052(@))‘@)

L P(X c (simé@)’1 B siné@) }@))P(Y c ((:082(6))’1 B cos2(6))>‘9>

=1—(1—-sin(0))(1 — cos(0))
= cos(0) + sin(O) — sin(O) cos(O).

Damit ist

P[Z =1] = E[P[Z = 1|©]] = E[cos(0) + sin(0) — sin(O) cos(O)] = %(1 +1-0.5) = %

und es folgt

Aufgabe 4 (4 Punkte). Finden sie ein Beispiel fiir eine Zufallsvariable X und o-Algebren %
und ¢, sodass

E[E[X|7]|9] # E[E[X|¥]|.7].
Losung. Sei Q = {1,2,3} und X uniform verteilt auf 2. Wir definieren

F ={0,{1},{2,3},Q},
@ ={0,{1,2},{3},9}

Die bedingte Erwartung F[X|.Z] ist eine reellwertige .#-messbare Zufallsvariable, hat also die
Form

Cily (w) + Callgo 33 (w)
fir C1,Cs € R. Nach der definierenden Eigenschaft der bedingten Erwartung muss gelten:

E[X1y] = E[E[X|F]1y] = E[C111],
E[X1p3] = E[E[X|F|133] = E[Caly 3]

Wir erhalten C; = 1,Cy = 2,5. Die Zufallsvariable E[E[X|.#]|¢] hat die Form
Dl]l{l,g} (w) + Dg]l{g} (w)

Mit der definierenden Eigenschaft der bedingten Erwartung erhalten wir Dy = 1.75, Dy = 2.5
und somit

E[E[X|Z]|9)(w) = 1751 9y (w) + 2.5 133 (w).
Analog erhalten wir

E[E[X|9)|.7](w) = 1.5133(w) + 2.25 L5 3 (w).
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