Abteilung fiir Mathematische Stochastik Sommersemester 2017
Dr. E.A. v. Hammerstein Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Stochastik*

Blatt 6

Abgabetermin: Montag, 17.07.2017, bis 14:00 Uhr in den Briefkésten im UG Eckerstrafle 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)
Berechnen Sie die Fisher-Information I(0) fiir
(z—6)2
a) die Normalverteilung mit bekannter Varianz o2 > 0, p(z,0) = —=—e~ 222 , § € R,

b) die Exponentialverteilung p(z,0) = 96_9x1(0700)($), 0 >0,
und tiberpriifen Sie, ob die Schéitzer

a) 0, = LS~ | X, fiir X; unabhiingig identisch nach N (0, 0?) verteilt,

-1
b) 6, = (ﬁ Yo Xl-) , fiir X; unabhiingig identisch nach Exp() verteilt,

im jeweiligen Fall die Cramér-Rao-Schranke erreichen.

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Sei X = (Xy,...,X,) eine Stichprobe unabhéngiger und identisch nach Py, 6 € (0, 1), ver-
teilter Zufallsgrofien, wobei

PQ(XZ‘ = 0) =0 und Pg(Xi = —1) = Pg(Xz‘ = 1) = —.

Bestimmen Sie den Maximum-Likelihood-Schiitzer § = 6(X) fiir 6 und zeigen Sie, dass §(X)
fiir n — oo stochastisch gegen 6 konvergiert, d.h.

lim PO(X)—0] >¢)=0, Ve>D0.

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Die Wahrscheinlichkeit, beim Schwarzfahren in der Straflenbahn erwischt zu werden, sei p €
(0,1). Nach einer Kontrolle sitzen n Schwarzfahrer zusammen und erzihlen sich, wie hiufig
sie bereits unentdeckt ohne Fahrschein fahren konnten, bevor sie erwischt wurden. Der i-te
Schwarzfahrer gibt dabei an, dass er erst bei der X;-ten Fahrt kontrolliert (und damit ertappt)
wurde.

a) Bestimmen Sie unter der Annahme, dass die X; unabhingig voneinander sind, den
Maximum-Likelihood-Schétzer T' = ¢(X1, ..., X,,) fir p.

b) Berechnen Sie den Schitzwert fiir p im Falln =6 und X1 =7, Xo =9, X3 =12 X4 =5,
X5 =11, Xg = 6.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Seien Xi,..., X, unabhingige, identisch auf [0, 6] gleichverteilte Zufallsvariablen.

a) Zeigen Sie, dass II,, = max{Xy,..., X, } der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 6 ist.

b) Zeigen Sie, dass II,, = max{X,..., X,,} kein erwartungstreuer Schétzer fiir 6 ist, und
folgern Sie aus Ihrer Rechnung, wie II,, abzuwandeln ist, um einen erwartungstreuen
Schétzer zu erhalten.

Hinweis: Bestimmen Sie zunéchst P(II,, < x) und daraus die Dichte der Verteilung von II,,.

c) Zeigen Sie, dass II,, stochastisch gegen 0 konvergiert.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastik-ss-2017



