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Aufgabe 1 (4 Punkte)

Seien X1, . . . , Xn unabhängig, identisch N(0, 1)-verteilte Zufallsvariablen, dann heißt die Ver-
teilung von Yn := X2

1+. . . ,+X2
n, χ2-Verteilung mit n Freiheitsgraden oder kurz χ2

n-Verteilung.
Die zugehörige Dichte ist
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21(0,∞)(y),

wobei Γ(x) die Gamma-Funktion bezeichnet (vgl. Aufgabe 3 von Blatt 2).

a) Aus der Definition der χ2-Verteilung folgt unmittelbar, dass für unabhängige Ym ∼
χ2
m und Yn ∼ χ2

n gilt: Ym + Yn ∼ χ2
m+n. Verifizieren Sie dies durch Anwenden der

Faltungsformel auf die Dichten der χ2
m- und der χ2

n-Verteilung.

Hinweis: Die Beta-Funktion ist definiert als B(a, b) =
∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1 dt, a, b > 0, und besitzt

die Eigenschaft B(a, b) = Γ(a)Γ(b)
Γ(a+b) .

b) Sei Yn ∼ χ2
n. Berechnen Sie die Dichte dn(x) von Zn = Yn−n√

2n
und bestimmen Sie deren

(punktweisen) Grenzwert für n→∞. Interpretieren Sie das erhaltene Ergebnis.

Hinweis: Verwenden Sie die Stirling-Formel für die Gamma-Funktion

Γ(x)√
2π
x

(
x
e

)x −−−−→x→∞
1.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

a) Seien X1, . . . , Xn stochastisch unabhängige zum Parameter λ > 0 poissonverteilte Zu-
fallsvariablen. Zeigen Sie, dass durch

d(x1, . . . , xn) :=

(
1 +

1

n

)∑n
i=1 xi

ein erwartungstreuer Schätzer für g(λ) = eλ definiert wird.

b) Seien X1, . . . , Xn stochastisch unabhängige zum Parameter λ > 0 exponentialverteilte
Zufallsvariablen und n ≥ 2. Zeigen Sie, dass

T (x1, . . . , xn) :=

(
1

n− 1

n∑
i=1

xi

)−1
ein erwartungstreuer Schätzer für λ ist.

Hinweis: Sie können verwenden, dass für n ∈ N, Γ(n) = (n− 1)! gilt.

(bitte wenden)
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Aufgabe 3 (4 Punkte)

Ein Händler bekommt eine Lieferung von N Glühbirnen, unter denen sich eine unbekannte
Anzahl M von defekten Exemplaren befindet. Um den Anteil MN dieser fehlerhaften Stücke zu
bestimmen, nimmt der Händler zufällig (‘ohne Zurücklegen’) n Glühbirnen aus der Lieferung
heraus und stellt die Anzahl k der sich darunter befindenden defekten Birnen fest.
Zeigen Sie, dass durch

d∗(k) :=
k

n

ein gleichmäßig bester erwartungstreuer Schätzer für M
N gegeben ist.

Hinweis: Verwenden Sie die Kovarianzmethode von Rao und zeigen Sie zunächst, dass für jeden

Schätzer d(k) mit Erwartungswert gleich Null, gilt: d(k) = 0 für alle k = 0, 1, . . . , n.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Die Zufallsvariablen X1, . . . , Xn seien stochastisch unabhängig und identisch verteilt gemäß
der Gleichverteilung auf [θ, θ+ 1]. Dabei sei θ ∈ R unbekannt. Weiter seien T1 = 1

n

∑n
i=1Xi−

1/2 und T2 = min(X1, . . . , Xn). Berechnen Sie jeweils Erwartungswert, Varianz und den
mittleren quadrierten Fehler E((Ti − θ)2) (i = 1, 2).

Die Übungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:

https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastik-ss-2017
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