Abteilung fiir Mathematische Stochastik Sommersemester 2017
Dr. E.A. v. Hammerstein Dr. L. Steinberger

Ubungen zur Vorlesung
“Stochastik*

Blatt 2

Abgabetermin: Montag, 15.5.2017, bis 14:00 Uhr in den Briefkésten im UG Eckerstrafle 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen und Ihre Ubungsgruppe an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Fiir natiirliche Zahlen n und r sei [n], = n(n —1)(n — 2)...(n —r + 1). Zeigen Sie, dass fiir
n — oo und . — 0 gilt:

[Z]T’“ — oexp <_7";”(1 + 0(1))) .

Berechnen Sie mit Hilfe dieser Approximationsformel die Wahrscheinlichkeit, dass die Schiiler
einer 30-kopfigen Schulklasse an verschiedenen Tagen Geburtstag haben.
Hinweis: Eine Folge (an)nen ist “klein-o von 17 (a, = o(1)), falls a,, — 0 fiir n — oco. Das

bedeutet also, dass sich der Exponent _22;””(1 + o(1)) fiir n — oo asymptotisch genauso
—r24r

verhilt wie 5
n

Aufgabe 2 (4 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir o > 0 durch
_ 2
fa(z) == 202e™ " 1 (g o) ()
eine Dichte auf R gegeben ist, und berechnen Sie die zugehotrige Verteilungsfunktion.

Verifizieren Sie weiterhin fiir eine gem#fl dieser Dichte verteilte Zufallsvariable X:

B(X) =5/~ Var(X) = é (1-%)

Aufgabe 3 (4 Punkte)

Eine Zufallsvariable Y ist invers gammaverteilt (Y ~ iG(\, d)), falls ihre Verteilung die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

N
dic(rs)(x) = o Ale ™51 (g 00 (2) A>0,0>0

besitzt (die Verteilung hat also die gesamte Masse auf R, d.h. Y ist nicht-negativ). Dabei

ist .
I'(z) = / t* et dt
0

die Gamma-Funktion. Uberlegen Sie sich zuniichst, bis zu welcher Schranke 7 die r-ten Mo-
mente von Y existieren (E[Y"] < oo fiir alle 7 < 7), und leiten Sie dann eine Formel fiir die
r-ten Momente E[Y "] her.

(bitte wenden)
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Aufgabe 4 (4 Punkte)
Es seien 71, ..., Z, unabhingig und identisch standardnormalverteilt, ¥ unabhéngig von den

Z; und invers gammaverteilt zu den Parametern A = 2, 6 = 1 (Y ~ iG(2,1)). Setze X; =
Zi+Y/i?und S, = >0, X;. Uberlegen Sie zunichst, dass X1, ..., X, weder unabhiingig und
identisch verteilt sind noch endliche Varianzen besitzen (vgl. Aufgabe 3). Die Voraussetzungen
des Zentralen Grenzwertsatzes sind also nicht erfiillt! Zeigen Sie, dass aber dennoch fiir jedes
x € R gilt

P<j%§x> —  0(),

z2
wobei ®(z) = ffoo ﬁe‘T dz die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung ist.

Hinweis: Setzen Sie a, = Y i, ﬁ und betrachten Sie

S, Sh Sn
Pl <z)=P(ZL <ua,]|VY Pl <z |Ya,| <
(V=) =r (G smmront»e) +p (G <ol <e).

fiir beliebiges € > 0. Zeigen Sie nun, dass eine der beiden Wahrscheinlichkeiten auf der rechten
Seite gegen 0 konvergiert und schitzen Sie die andere geeignet nach oben und unten ab.

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ss-2017/vorlesung-stochastik-ss-2017



