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Vorwort

Dieses Skriptum ist aus einer Vorlesung entstanden, die im SS 2015 und im SS2017 in
Freiburg gehalten wurde. Es enthélt sicher noch viele Fehler und wird kontinuierlich
iiberarbeitet. Uber Hinweise hierzu wiirde ich mich sehr freuen.

Motivation

Betrachten wir einen Index mit Wert S, = 12.000. Sie mochten auf steigende Kurse
setzen und ziehen den Kauf eines Calls mit Ausiibrungspreis (Strike) von K = 12.500
in Betracht. Als zugrundeliegendes Modell kommen fiir Sie zwei zukiinftige Szenarien in
Frage: der Kurs steigt auf 13.000 oder fillt auf 11.000. Hierzu ordnen Sie (subjektiv,
oder aus statistischen Methoden) die Wahrscheinlichkeiten !/3 und 2/3 zu. Das fiihrt zu

folgendem Modell:
13.000 =
11.000 W = Wo,

wobei Sy der Wert des zufélligen Aktienkurses (Stock) zur Zeit 1 ist. Die Auszahlung des
Calls and 1 ist C := (S; — K)* = max{5; — K, 0}, also

Cule) = {500 w=w,

0 w = ws.

Was wéaren Sie bereit fiir dieses Derivat zu bezahlen?

Eine Umfrage unter den Teilnehmern des Kurses gibt einige Angebote in der Ndhe von
167. Gehen wir also von einem Angebot von 167 aus. Als geschickter Marktteilnehmer
kaufe ich den Call und verkaufe gleichzeitig (leer) 0,25 Aktien (wieso gerade 0,2577), den
verbleibenden Betrag lege ich auf das Bankkonto. Das ergibt folgende Rechnung:

Call kaufen -167
Erlos aus Aktienverkauf  3.000
Restgeld auf Konto -2.833




und alles geht auf. Summe der Ausgaben an ¢t = 0 sind 0.

An Zeitpunkt 1 gibt es zwei Moglichkeiten: Angenommen wir beobachten w;. Dann hat
das Portfolio folgenden Wert:

Call zahlt aus: 500
-0.25 Aktie wird verkauft -3.250
Restgeld auf Konto -2.833
Erlos 83

Fiir die Beobachtung von wy erhalten wir folgenden Wert:

Call zahlt aus: 0
-0.25 Aktie wird verkauft -2.750
Restgeld auf Konto 2.833
Erlos 83

In jedem Fall gewinne ich mit dieser Strategie 83, und zwar sicher(!). Der Call war
offensichtlich 83 Geldeinheiten zu giinstig. Wie kann man sich sicher sein, dass man solche
Bewertungsfehler vermeidet? Dies ist ein Hauptziel dieser Vorlesung. Bemerkenswert auch,
dass die Wahrscheinlichkeiten gar keine Rolle spielten! Woher bekomme ich die Anzahl
der zu verkaufenden Aktien?

Wir werden noch weitere andere interessante Punkte streifen, unter anderem:

e No-Arbitrage Theorie in diskreter Zeit,
e Hedging,

e Risikomafle und deren Schétzung,

e Modellrisiken,

e Zinsméirkte und affine Modelle,

e Konsistente Kalibrierung,

e Unendlichdimensionale Finanzmarkte.
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Ein hervorragnedes Buch zu diesem Thema ist 7. Wir folgen im wesentlichen diesen Buch,
beginnen aber gleich mit dem Mehrperiodenmodell.

Wir betrachten im Folgenden stets einen festen Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.%, P). Es
sei an dieser Stelle erwéhnt, dass P typischerweise in der Praxis nicht bekannt ist und hier-
durch ein Modellrisiko entsteht. Manche der Resultate (etwa in einem vollstdndigen Mo-
dell wie dem Binomialmodell) werden sogar unabhéngig von P formuliert werden kénnen
(genauer: lediglich von den Nullmengen von P abhéngig). Es ist ein sehr aktuelles und in-
teressantes Gebiet der Finanzmathematik, diese Annahme fallen zu lassen und wir werden
diesen Punkt am Ende der Vorlesung ausfiihrlicher diskutieren.

Fiir eine Zuvallsvariable X verwenden wir X > 0 als Abkiirzung fiir X > 0 P-fast
sicher und machen das im Folgenden nicht mehr kenntlich (ebenso natiirlich fiir = und
<).

1 Einfiihrung

Ein Finanzmarkt besteht aus d + 1 Wertpapieren, welche alle nicht-negative Werte an-
nehmen. Wir modellieren die Preise der Wertpapiere durch stochastische Prozesse. Den
Preisprozess des i-ten Wertpapiers bezeichnen wir mit

St = (SZ)teTv

wobei 7 = {0,..., T} mit einem fixen Zeithorizont 7" > 0. Das 0-te Wertpapier ist das
sogenannte Bankkonto (oder numéraire), und wir nehmen an, dass P(S? > 0) = 1 fiir alle
t € T. Die zur Verfiigung stehende Information wird durch eine Filtration F = (.%;)icr
beschrieben, das ist eine wacHandelsstrategieende Folge von Sub-o-Algebren von F. Im
Allgemeinen schreiben wir S = (S°,9) fiir alle d + 1 Wertpapiere und S = (S!,...,5%)
fiir die d Wertpapiere ohne das Bankkonto.

F;_1-messbar ist fir allet =1,...,T.

Definition 1.1. Eine Handelsstrategie ist ein vorhersehbarer, (d + 1)-dimensionaler sto-
chastischer Prozess.
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Interpretation des zeitlichen Ablaufes: (Grafik)

Definition 1.2. Eine Handelsstrategie H heifit selbstfinanzierend, falls
Ht'gt:ﬁtJrl'S’ta tzl,,T—l

Bei einer selbstfinanzierenden Handelsstrategie wird beim Umschichten des Portfolios
kein neues Geld benétigt und der gesamte Betrag reinvestiert. Wir fithren die Notation
ASy = S, — Sk fiir die ZuwdcHandelsstrategiee von S ein.

Lemma 1.3. Fliir eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H und t > 1 ist
t
H,-Sy=Hy So+ Y Hg-ASy
k=1
Beweis. Das sieht man in zwei Schritten:

H,-S=H;-S;+H;_1-S1—H; Sy
=H,- (S — Siz1) + Hiq - Siq

wobei wir genutzt haben, dass H selbstfinanzierend ist. Weiterhin gilt:
H1'51:ﬁ1§1+ﬁ1'g0—gl'50
— (81— So) + Hi - S,
und Gleichung (1) ist erfiillt. O

B 1.1 Bankkonto: Oft betrachtet man das Bankkonto als Numéraire. Dabei ist (1:)1<i<r ein
vorhersehbarer Prozess, der den Zins beschreibt. Das Bankkonto startet mit dem Wert
SJ =1 und hat an ¢ den folgenden Wert:

t

SY = H(l + 7).

s=1

Viele Resultate sind beziiglich diesem speziellen Numéraire definiert. Wir nehmen min-

destens an, dass ry > —1 fiir alle s = 1,...,7T. Typischerweise kann man sogar noch
annehmen, dass r vorhersehbar ist und manchmal verlangt man auch nicht-negative Zin-
sen, also r > 0. o
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Zahlungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten macht man vergleichbar, indem man mit
einer Referenz diskontiert. Wir fithren den diskontierten Preisprozess

g
X =—L t=0,..

—S_?’ .,T, ZIO,,d

ein. Hierbei ist X? = 1 fiir alle 0 < ¢ < T und die Referenz auf X° verschwindet sogar.
Starten wir mit einer Handelstrategie H, so nutzen wir die Notation H fiir den Verweis
auf die letzten d Komponenten von H, verwenden also stets die Darstellung H = (H°, H).
Dies sieht man insbesondere in der Darstellung des diskontierten Gewinnprozesses.

Definition 1.4. Der diskontierte Wertprozess V.=V der Handelsstrategie H ist
‘/t::Ht'Xt; tzl,,T
und Vp := H, - Xo. Der diskontierte Gewinnprozess G = GH ist

t
Gy:=) Hp-AXy, t=1,...,T

k=1
mit G() =0.

Da X — X | =0 ist, folgt fiir alle 0 < ¢ < T, dass

Gy = k- AX
k=1
Weiterhin ist 7.5
Vi=H,- X, = tS’O :
t

Satz 1.5. Sei H eine Handelsstrategie. Dann sind dquivalent:
(i) H ist selbstfinanzierend,

(ZZ) Ht'Xt:Ht+1'Xt7 tzl,,T—l

(1)) Vi =Vo+ Gy fir0<t<T.
Beweis. H ist selbstfinanzierend,

=4 E[t'gt:Ht+1‘gt t:O,...,T—l,

- S ~ S

s H-Z2L=g,2k t=0,....T-1,
tS? t+1519
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und somit ist (i) dquivalent zu (ii). AuBerdem gilt fur alle t = 0,...,7 — 1, dass
Hy- Xy = Hyr - X,
< Hipn - Xop1n — He- Xy = Hipr - (X1 — Xo) = Hid (X — Xo).

Dies ist nun dquivalent zu
t
Vi-Vo=) Hi(X;=X.), t=1...T
s=1

und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 1.1 (Selbstfinanzierende Handelsstrategie). Startet man mit dem Betrag V;
und einer d-dimensionalen Handelsstrategie H, so kann man eindeutig eine selbstfinan-
zierende Handelsstrategie H bestimmen: Dies geschieht durch die die Wahl von

HYyy — HY = —(Hya — Hy) - X,

undH?:‘/o—Hl'Xo.

1.1 Arbitrage und Martingalmalle

Wir kommen zu dem wichtigen Konzept einer Arbitrage. Das ist im Prinzip eine Moglich-
keit, ohne Risiko Gewinne zu erwirtschaften. Natiirlich gibt es solche M&glichkeiten an den
Finanzmérkten, aber es ware duflerst ungiinstig, wenn ein Modell dies erlauben wiirde:
Die Marktteilnehmer kénnten das ausnutzen um auf unsere Kosten risikolose Gewinne zu
erzielen! Wir beginnen mit einer prézisen Definition.

Definition 1.6. Eine Arbitrage ist eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H, so dass
fiir den zugehorigen (diskontierten) Wertprozess V' gilt, dass

(i) Vo <0,
(ii) Vr > 0 und
(iii) P(Vr >0) > 0.
Ein Finanzmarkt, in dem keine Arbitragemoglichkeiten existierten, heifit arbitragefres.

Fiir arbitragefrei nimmt man gerne auch die englische Abkiirzung NA - no arbitrage. Die
Definition ist unter den getroffenen Annahmen dazu dquivalent, dass der undiskontierte
Wertprozess die obigen Bedingungen erfiillt (Wieso?).
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Satz 1.7. Ein Finanzmarkt ist arbitragefrei genau dann, wenn jeder Ein-Perioden-Finanz-
markt (S¢, Si1), t =0,...,T — 1 arbitragefrei ist.

Beweis. Wir zeigen: Es existiert eine Arbitrage genau dann, wenn ein ¢t € {1,...,T}
und eine .%,-messbare Zufallsvariable ¢ € R? existiert, s.d. £ - AX, > P-fast sicher und
P(¢-AX,>0)>0.

Wir starten mit der Hinrichtung: Sei H eine Arbitrage mit Wertprozess V. Wir setzen

t:=min{s€{0,...,T}:V, = 0und P(V; >0) >0}

mit der Konvention min{) = oco. Dann ist ¢t < T, da H eine Arbitrage ist. Entweder ist
Vi1 =0, oder P(V;_; < 0) > 0. Im ersten Fall gilt:

Hy- (Xi = X)) =V = Vi =V,

also erfiillt £ = H; die Voraussetzungen. Im zweiten Fall setzen wir § = Hly, <oy
Dann ist £ .%#;_1-messbar und

E-(Xe = X)) = (Vi = Vi) Ly <oy 2 = Vi Ly, <0y 2 0.

Die rechte Seite ist positiv mit positiver Wahrscheinlichkeit, also erfiillt auch in diesem
Fall das gewahlte £ die Voraussetzungen.

Nun betrachten wir die Riickrichtung. Sei dafiir £ eine .%#;-messbare Zufallsvariable, so
dass £ - AX; > und P(£ - AX; > 0) > 0. Wir setzen:

th{g fiir s =1

0 sonst.

Dazu konstruieren wir mit V) = 0 eine selbstfinanzierende Handelsstrategie H nach Be-
merkung 1.1 mit

VT = f : (Xt - thl)>
eine Arbitrage. [l

Es ist interessant, dass sich das Konzept der Arbitrage mit dem wichtigen Konzept der
Martingale verbinden lésst, allerdings unter einem geeignet gewéhlten Mafl Q). Wir fithren
hierzu eine prézise Definition fiir Martingale ein. @ sei ein Maf§ auf dem Mafiraum (2, %)
und wir betrachten nach wie vor die Filtration I (die wir in der folgenden Definition nicht
besonders hervorheben, wohl aber das Maf ).

Definition 1.8. Ein stochastischer Prozess M heifit Q- Martingal, falls gilt:

(i) M ist adaptiert,
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(ii) Eg[|M|] < oo firt=0,...,T,
(i) My = Eg[M|.Z] fir 0 < s <t <T.

Dies fiihrt uns nun zu dem Schliisselkonzept Martingalmafl. Das ist ein Mafl unter dem
diskontierte Preisprozesse aller gehandelten Wertpapiere Martingale sind.

Definition 1.9. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q) auf (2, %) heifit Martingalmaf, falls der
diskontierte Preisprozess X ein ()-Martingal ist.

Definition 1.10. Das Mafl @ heifit absolut stetig zu P (QQ < P) auf Fr, falls
P(F)=0 = Q(F)=0 VFe Zr.
Die MaBle P und @ heiflen dquivalent (P = @), falls Q < P und P < Q.

Der berithmte Satz von Radon-Nikody behandelt genau die absolut stetigen Mafle. Er
sagt aus, dass fiir zwei absolut stetige Mafle stets eine Dichte existiert.

Satz 1.11 (Satz von Radon-Nikodym). Sei Q < P. Dann ezistiert eine Zufallsvariable

L>0,s.d
/ £dQ = / ¢LdP (11)

Fiir den Beweis verweisen wir etwa auf Billingsley (1995). Wir schreiben in diesem Fall
kurz dQ = LdP oder fiir die Dichte L = 92

fiir alle Zufallsvariablen & > 0.

Satz 1.12 (Bayes-Theorem). Sei Q < P mit Dichte L. Dann gilt fir F' C F, dass
Ep[L|F'] - Eq[¢|F'] = Ep[L-{|F] P —fs.

Beweis. Wir wihlen F' € %
/Ep[gw]dp_/g LdP =
F F

: -dQ = [ ER[¢|.ZdQ = | ER[E|.FLdP
K Q/F W]Q/F e
- [ B2 BrLIZ

F

O
Der diskontierte Preis-Prozess X ist genau dann ein ()-Martingal, falls Integrierbarkeit
gilt und firi =1,..., N

St S;
EQ[S—?@S} =5 0Ss<IST
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Die Menge der dquivalenten Martingalmafe bezeichnen wir mit M. Die Menge der .-
messbaren Zufallsvariablen X fiir die Ep[|X|?] < oo gilt, bezeichnen wir mit £?(P,.7).
Fiir p = oo erhalten wir die Klasse der beschrinkten Zufallsvariablen und fiir p = 0 die
Klasse der .Z-messbaren Abbildungen. Dariiber hinaus bezeichen wir mit 2} (P, .%) die
Menge der positiven .#-messbaren Abbildungen.

Satz 1.13. Sei Fy = {0,Q}. Dann sind dquivalent:
(1) Q ist Martingalmaf.
(ii) Fiir jede beschrinkte, selbstfininanzierende Handelsstrategie H ist VE ein Q-Martingal.

(iii) Fiir jede selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit Eg[(VE)™] < oo ist VI ein Q-
Martingal.

(iv) Fiir jede selbstfinanzierende Handelsstrategie H mit V = VE >0 qgilt

Vo = Eq[Vr).

Beweis. i) = ii): Sei H selbstfinanzierend mit |H}| < ¢, fir i = 0,...,d, t = 0,...,T.

Dann folgt, dass
t d
Vil < Vol + > e D (I + X ).
k=1 =1

so dass mit V; € Q) fiir t € T folgt. Weiterhin ist:

Eq[Vi|-Zi-1] = Eg[Vie1 + H, - (Xt — Xt—1)|cgt—1]
= Vi1 + Hy - (Eg[Xi| Fia] — Xi1) = Vs
ii) = iii): Wir zeigen zunéchst: Aus Eq[V;"] < oo folgt Eg[Vi|.#; 1] = Vi1, auch wenn
diese Erwartungswerte co annehmen kénnen. Sei dazu a > 0, H selbstfinanzierend und
Hf = Htl{\Ht|<a}~
EQ[VilZia]lmi<ay = EqlH: - Xilqjm <oy Fi-1]
= FEo[Hy( Xy — Xo—1) 1w, <ot | Fi—1] + Vicr 1 gmy <oy = Vi1 1(mi <a)-

Mit a 1 oo folgt also Eq[Vi|-#i—1] = Vi—1. Nun zeigen wir noch, dass Eg[V,”] < oo fiir alle
t gilt, denn

Eq[Vi ] = EqlEQVr|Fr "] < EqlEQ[Vy | Fr]] = EqlVy] < oo

und es folgt Eg[V, ] < oo fiir alle 0 <t < T und somit V ist unter ) ein F;-Martingal.
iii) = iv): Klar.
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iv) = 1): Zuerst zeigen wir die Integrierbarkeit von X}. Wir betrachten die selbstfinanzie-
rende Handelsstrategie H = (H°, H), gegeben durch

H =<y

und H? = 0 fiir s > 0 und j = 7 sowie fiir alle s € 7 und j # i. Wir starten mit dem
Anfangskapital Vy = X! und erhalten, dass

Vi =X} >0.
Diese Handelsstrategie erfiillt also die Voraussetzung fiir (iv), so dass
Xi = Vo = EqlVi] = Eo[X{] = Bol|X{]] < oc, (12)
wobei die letzte Ungleichung aus oo > Vi = Eg|| X}|] folgt. Wir zeigen als niichstes, dass
EqlX{11r] = Eq[X{1F]  VF € %,

Dazu wahlen wir .
Hy = 1y + Lpelye—y,

H J =0 fiir j # ¢ und konstruieren mit Vj = X{ eine selbstfinanzierende Handelsstrategie
H nach Bemerkung 1.1. Wir erhalten fiir den Endwert dieser Handelsstrategie, dass

Ve =1pX] | +1pcX] >0,
so dass ebenfalls die Voraussetzungen fiir (iv) erfiillt sind. Daraus folgt, dass
Xo = EqlVr] = Eq[lpX; ; + 1pe X}].
Zusammen mit Gleichung (12) erhalten wir
EqlXi] = EqlrXi_y + 1pe X,

also Eg[lpX/] = Eq[1pX},,], und die Behauptung folgt. O

2 Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung

Der folgende Satz ist der wichtigste Satz unserer Vorlesung. Wir nennen ihn den Hauptsatz
der Wertpapierbewertung (Fundamental Theorem of Asset Pricing, FTAP).

Theorem 2.1. Ein Markt ist genau dann frei von Arbitrage, falls ein dquivalentes Mar-
tingalmaf existiert. In diesem Fall existiert ein QQ* € M mit beschrinkter Dichte ‘?—;.

10
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Wir beweisen den Hauptsatz in mehreren Schritten. Die Riickrichtung stellt sich als
iiberraschend leicht heraus. Sie ist auch die in der Anwendung am meisten verwendete
Anwendung des Satzes.

Satz 2.2. Ist M # 0, so ist der Markt frei von Arbitrage.

Beweis. Wir verwenden Satz 1.13 (iii) und zeigen einen Widerspruch. Sei hierzu H eine
Arbitrage mit diskontiertem Wertprozess V. Dann ist V5 < 0 P-f.s.; also auch V5 < 0
Q-f.s. fiir alle @ € M und ebenso Vr > 0 Q-f.s. Wir wéhlen ein solches ). Weiterhin ist
P(Vr >0) > 0, also auch Q(Vr > 0) > 0. Es folgt Eg[V,; | =0 < co. Mit Satz 1.13 (iii)
erhalten wir, dass V' ein ()-Martingal ist, also

Vb = EQ[VT] > 0,
ein Widerspruch zu 1 < 0. O

Remark 2.1 (Die LP-Raume). Zufallsvariablen unter Momentenbedingungen fithren zu
den LP-Klassen von messbaren Abbildungen, die in der Funktionalanalysis eine wichtige
Rolle spielen, siche etwas Werner (2000). Wir unterschieden die Abbildungen selbst (-£7-
Riume) von ihren Aquivalenzklassen (LP-Riume). Wir beginnen mit den Abbildungen.
Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) definieren wir den Raum der .#-messbaren
Abbildungen (also aller Zufallsvariablen) mit Werten in R¢ durch .£°(Q, F, P; R%). Wenn
je nach Kontext einige der Argumente klar sind, lassen wir dementsprechend diese weg und
schreiben etwa Z°. Mit #? C £° definieren wir diejenige Teilmenge von Zufallsvariablen
mit p-ten Momenten, wo also || Z]|, < oo, mit

12|}, = E[|Z|p]"/? fir 0 < p < oo
P linf{e > 0: P(|Z] > ¢) = 0} fiir p = oo.

Entsprechend definieren wir fiir p € [0, oo] den Raum LP als die zugehérigen Aquivalenzklassen
definiert durch

Z~7 e PZ=27)=1

Wir kehren zuriick zum Beweis des Hauptsatzes. Nach Satz 1.7 reicht es, Arbitrage in
jeder Periode zu untersuchen. Wir fixieren ein ¢t € 7 und definieren:

K={H -AX,: He L' (P, 7_,,R)}.
Dann konnen wir No-Arbitrage auch dquivalent ausdriicken durch

KN LY (%, PR) = {0}.

11
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Da t fixiert ist, schreiben wir im Folgenden kurz LY (%, P,R) = LY. Fiir zwei Mengen A
und B bezeichen wir mit

A+B={a+blac A be B}
die direkte Summe dieser Mengen und analog mit A — B die direkte Differenz.
Satz 2.3. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) KLY ={0},
(i) (K — L9)n 12 = {0},
(111) Es ezistiert ein dquivalentes Martingalmaf$ mit beschrankter Dichte,
(iv) Es existiert ein dquivalentes Martingalmaps.

Beweis. Wir zeigen (iv) = (i) < (ii) und (iii) = (iv), der Teil (ii) = (iii) ist der Hauptteil
des Beweises und wird im Anschluss studiert.

(iv) = (i): Sei @ € M. Wir zeigen wieder einen Widerspruch. Dazu sei H > 0 P-fast
sicher eine .#;_j-messbare, d-dimensionale Zufallsvariable, so dass H-(X;— X, 1) > 0 und
P(H-(X;—X;-1)) > 0. Dann ist ebenso Q(H - (X;—X;_1)) > 0. Fiir jedes ¢ > 0 setzen wir
H® := H1u <. Wegen der o-Stetigkeit gibt es ein ¢*, so dass Q(H® (X;—X;—1) > 0) > 0.
Wire nun H - (X, — X;_1) € K N Z2\{0}, so folgte, dass

ECH® - (X, — Xy_1)|F1] = H E9[X, — X,_1|.F_1] = 0,

was allerdings Widerspruch zu H¢ (X;—X;_1) > 0 ist, so dass wir die Aussage (i) erhalten.

(i) = (il): Wir betrachten ein Z € (K —.£7)N.%Y. Dann existiert ein .%,_;-messbares H
und U € .22, s.d.
Z=H-(X,—X,1)—U 0.

Es gilt also H - (X; — X;—1) > U > 0, und somit H - (X; — X,_;) € KN.Z}. Nach (i) folgt
H- (X, — X;_1) =0, also U =0 und somit Z = 0.
Die weiteren Aussagen (ii) = (i) und (iii) = (iv) folgen unmittelbar. O

Wir zeigen nun, dass es geniigt, sich auf integrierbare Zufallsvariablen X; und X;,; zu
konzentrieren.

Lemma 2.4. Fir den Schritt (ii) = (iii) reicht es E[|X|]] < oo, E[|Xi1]] < o0 zu
betrachten.

12
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Beweis. Wir konstruieren zunéchst P ~ P, so dass die Erwartungswerte existieren. Sei

dazu ¢ > 0 und c

7 = <c
L+ | X+ [ X

eine positive Dichte und dP = ZdP. Offensichtlich ist E[|X;]] < oo und E[|X;_]] < oo.
Die Bedingung (ii) héingt nur von den Nullmengen von P ab, also gilt (ii) genau dann,
wenn es fiir P gilt. Ist Q* € M, so ist

AP~ gqp dP 4P

Die Dichte von Q* beziiglich P ist demnach genau dann beschrénkt, wenn sie es beziiglich
P ist. ]

Im Folgenden kénnen wir also ohne Beschrankung der Allgemeinheit von E|X;| < oo
und F|X;_| < co ausgehen.

Wir werden im Folgenden Erwartungswerte fiir eine Klasse von Zufallsvariablen be-
trachten, z.B. bedingte Erwartungen. Wir definieren den konvexen Kegel

C=(K-L,)nL"
Lemma 2.5. Seic >0 und Z € L*(P, %), so dass
E[ZW]<c  firaleW € C. (I3)
Dann gilt:
(i) E[ZW] <0 fir alle W € C,
(ii) Z >0 P-fs.,

(i1i) Ist P(Z > 0) > 0, so ist durch
Q
P
ein Martingalmafl (und QQ < P) definiert.

A

Beweis. (i) C' ist ein Kegel, denn mit W € C' und a € R folgt alV € C. Dann ist
ElaZW]=a-E[ZW] < ac.

Wir erhalten, dass diese Gleichung bereits fiir ¢ = 0 gelten muss.

(ii) Wir wéhlen W = —1(z.0;. Dann ist
E[Z_] = E[ZW] <0,

13
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also Z_ = 0 und somit Z > 0 P-f.s.
(iii) Wir withlen H in L>°(P,.%#;_;,R%), a € R und setzen Y = (X; — X;_;) € C. Dann ist

E[ZHY]<c¢ und FElaZHY]< ¢,
so dass wie oben F[ZHY| < 0 folgt. AuBerdem ist fiir alle « € R
aE[ZHY] <0,
also E[ZHY] = 0 = E[H(X; — X;_1)]. Wir erhalten E¢[1x(X}! — X! |)] = 0 fiir alle

F e 7, 4, also ist X @-Martingal. ]

2.1 Exkurs: Hahn-Banach auf lokal konvexen Raumen

Definition 2.6. Ein topologischer Vektorraum ist ein Vektorraum F, so dass gilt:
(i) die Addition ist stetig,
(i) die Skalarmultiplikation ist stetig.

Wir nennen einen topologischer Vektorraum E lokal konvexen Raum, falls seine Topolo-
gie von einer Basis aus konvexen Mengen erzeugt wird. Fiir weitere Informationen hierzu
sei auf Werner (2000) verwiesen.

Theorem 2.7 (Hahn-Banach). Seien B und C nicht-leere Teilmengen des lokal konvezen
Raumes E und

(i) BNC =10,
(i1) B,C konver,
(11i) B kompakt, C' abgeschlossen.

Dann gibt es ein stetiges lineares Funktional { : E — R, so dass

sup {(z) < inf {(z).

zeC zeB

Nach Lemma 2.5 reduziert sich der Beweis auf Konstruktion eines Elemments von
Z:={Zel>* 0<Z<1, P(Z>0)>0, E[ZW]<0VYW € C}

mit dem konvexen Kegel C'= (K — L) N L*.

14



2 Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung

Lemma 2.8. Angenommen C ist abgeschlossen in L', und C N LY = {0}. Dann existiert
fiir alle F'€ LI\{0} ein Z € Z, s.d. E[FZ] > 0.

Beweis. Sei B={F},s.d. BNC =0, C # (), beide Mengen sind konvex, B ist kompakt
und C' abgeschlossen nach Voraussetzung.
,=—"“: Mit dem Satz von Hahn-Banach existiert ein stetiges lineares Funktional /¢, s.d.

sup {(W) < U(F)
weC

Der Dualraum L' kann mit L> identifiziert werden, s.d. Z € L* existiert mit
((F')=E|Z-F, F'el'

O.B.d.A. || Z]|o = 1. Es folgt E[ZW] < E[ZF) VW € C, so dass Z die Voraussetzungen
von Lemma 2.5 erfiillt. Es folgt, dass Z € Z. Mit 0 = W € C erhalten wir E[F'Z] > 0. O

Remark 2.2. Der Erwartungswert ist ein lineares Funktional. In der Statistik betrachtet
man auch den Best linear unbiased Estimator (BLUE). (Best: Der Schétzer hat die kleinste
Varianz, Linear: Das Modell ist linear, Unbiased: unverzerrt, Estimator: Schitzer).

Der néchste Schritt ist es, ein Z* > 0 auszuwéhlen.
Lemma 2.9. Angenommen C ist abgeschlossen in L' und
cn Ll ={0}.
Dann existiert Z* € Z mit Z* > 0 P-f.s.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass Z abzéhlbar konvex ist: Das heisst fiir alle oy €
0,1], k€ Nmit >~ ap =1, und (Zg)geny C Z, gilt, dass

Z::Zaka €z
k=1

Dies sieht man wie folgt: Fiir W € C' gilt, dass

> lawZiW| < WD low| = W] € L.
k=1

k=1

Mit dominierter Konvergenz erhalten wir

E[ZW] = axE[ZW] <0
k=1

15
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und somit ist Z € Z und Z ist in der Tat abzdhlbar konvex. Setze
c:=sup{P(Z>0): Ze Z}.
Wir wihlen eine Folge (Z,,) € Z, so dass P(Z,, > 0) — ¢. Dann ist
* - 1
7'=) Gh€Z
k=1
nach der obigen Beobachtung. Dariiber hinaus ist {Z* > 0} = ;- ,{Z > 0}, also

P(Z* > 0) Zsup P(Z, > 0) =c.
keN

Wir zeigen die Behauptung mit einem Widerspruch. Dazu nehmen wir an, dass P(Z* =
0) > 0. Dann ist F := 1gz«_q # 0 und F' € L. Nach Lemma 2.8 gibt es Z’ € Z, s.d.

0 < E[FZ'| = E[liz=0y Z"].
also P({Z' > 0} n{Z* =0}) > 0. Dann ist
P<%(Z’ V7Y > o) > P(Z* > 0)
ein Widerspruch zur Maximalitét von Z* und es folgt in der Tat P(Z* > 0) = 1. O

Das folgende Lemma erlaubt uns aus einer Folge eine messbare und konvergente Teil-
folge auszuwihlen.

Lemma 2.10. Sei (H,,) eine Folge von d-dim. Zufallsvariablen mit liminf, |H,| < oo.
Dann gibt es H € L°(RY) und eine strikt monoton wachsende Folge (o,,) von ganzzahligen
Zufallsvariablen, so dass

Ho,, (w)(w) = H(w)

fiir P-fast alle w.

Beweis. Sei A := liminf,|H,| und o, = m auf {\ = co}. Auf {\ < co} definieren wir

0% :=1 und
1
o =inf{n > 0% | : ||[H.] -\ < —} m=23,...
m

Sei H' := liminf,, o0 Hcifi_1 i=1,...,d. Sei o} =1 und

m

) . . ) . 1
ol (w) :=inf{o"  w): o5 (w) >0’ (w) und |H,in — H'(w)] < E}

o 1= ol gibt die gesuchte Folge. O
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2 Fundamentalsatz der Wertpapierbewertung

Eigentlich wéren wir schon fast am Ziel unsere Beweises angelangt, allerdings kénnen
zwei verschieden Portfolien zu dem gleichen Endwert fithren, oder: anders formuliert, es
konnte sein, dass

H(X;,—X;1)=0

gilt obwohl H # 0. Dieses Problem iiberwinden wir mit der folgenden Technik.

Lemma 2.11. Wir definieren: !

N={HecLQ.%_1,P;RY): HX,—X,.1)=0 P—fs}
Nt ={G e L’Q, % _1,P;RY): G-H =0 fir alle H € N}

Dann gilt

(i) N, Nt sind abgeschlossen in L°, und gH € N, falls H € N, g € L°(Q, .%;_1, P,R),
sowie gG' € Nt falls G € N*, g € L°(Q, %1, P,R).

(ii)) NN N+ ={0}.
(iii) Jedes G € L°(Q, F;_1, P,R?) hat die eindeutige Zerlequng:
G=H+G*, HeN, G-eN*.

Beweis. (i) Gilt H, 5 H, so gibt es eine f.s. konvergiernde Teilfolge (H,, ). Dann gilt:
H,, (W) (Xi(w) — Xi1)(w) = Hw)(Xi(w) — X;—1(w)) fiir P-fast alle w.

also (H,) € N mit H, =/ H = H € N und (G¢) € N* mit G, =/* G. —=
G € N*. Ebenso folgt leicht g € N und ¢G € N*.

(ii) Angenommen G' € N N N+, dann folgt:
0=G-G=|G|<G=0 P-fs.
Dies ist ein Widerspruch.

(iii) Fiir £ € R = ¢ = ¢ley + -+ + Eeq mit Basis {ey, ..., eq}. Nehmen wir zuniichst
an, dass ¢; = n; +e; n € N, e € N+. Dann ist:

d d
=) &ni+) &et
=1 =1

EN eNL

1LY wird versehen mit der Topologie der Konvergenz in Wahrscheinlichkeit, erzeugt von der Halbme-
trik E[|X — Y| A1]

17
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Die Zerlegung ist eindeutig, da N N N+ = {0}.
Wir zeigen noch e; = n; + e Dazu betrachten wir H = L*(Q, F;, P,R?) mit Ska-
larprodukt (X,Y) = E[XY]. Sowohl N N H als auch N* N H sind abgeschlossene
Unterrdume von H. Wir definieren eine Projektion

m°:H—-NnNH, II':H—-N'NH

und setzen n; = [1%(e;), e = [I*(e;). Wir betrachten & = e; — I1(e;) € N+,

Angenommen, £ € N+ N H. Dann gibt es ein H € N mit P(¢- H > 0) > 0 und wir
betrachten:
€ .= H]l{g.H>0 | |H|<0} eNNH

HY=0= H-Y=0Pfs.Istc grof} genug, so gilt
0 < E[H - = (H,E),

ein Widerspruch dazu, dass (£ —II(e;)) L N.
O]

B 1.2 Beispiel einer Folge in C: Sei Q = [0,1], 71 = Borel-o-Algebra, Fy = {0, Q}, AX(w) = w
(dies ist offensichtlich ein Markt mit Arbitrage).
C' ist eine echte Teilmenge von L': Ist F > 1, so ist I nicht aus C'! Wir betrachten

F, = (F+ ﬁn)]l[l/n,l] —F fir FelL!
und somit gilt F,, £ F. Weiterhin ist F, € C, da

n we[l/n,1],

FrAn) g ma <
( Mo/ {0 w e [0,1,n).

und somit (F* An)lp/my < n-nAX =n*AX. AX > 1/n <= nAX > 1 aufw > 1/n,
also (F* An)lpjna = U +n*AX mit n > 0.
Lemma 2.12. Gilt K N LY = {0}, so ist K — LY abgeschlossen in L.

Beweis. Sei W, € K — LY, so dass W,, — W in L (also in Wahrscheinlichkeit). Durch
Ubergang zu einer Teilfolge kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass W,, — W f.s. Es gilt

L.2.11

W,=H, -AX —U, "= (H,AX + H-AX) = H:AX — U,.

Zunéchst nehmen wir an, dass liminf |H,,| < co P-f.s. Nach Lemma 2.10 gilt dass H,, —
H P-f.s. fiir eine monoton wachsende Folge (o,,). Ebenso ist:

0< Uy, =Hy AX =W, — HAX —W =U P —fs.

18



3 Beispiele

mit U >0, also W € K — LY. &, = = also normiert (Handelsstrategie die explizit ist).
+ |Hn|

Wir zeigen noch, dass liminf|H,| < co P-fs.. Setze A = {w € Q : liminf|H,| = oco}.

Lemma 2.10 angewendet auf ¢, = ‘g:‘ liefert eine Teilfolge (7,,), so dass &,, — & P-fs..
Nun gilt:
U H W,
0<11Ai:]lA($)AX——"—>]la£AX P—fs.
| Hn| | H, | | H, |

(Handelsstrategie, die > 0 ist). Die Annahme (NA) impliziert 1,6A(X) = 0. Wir zeigen,
14€ € N+, so dass € = 0 und damit P(A) = 0 folgt. (wegen |[¢] = 1). Fiir n € N gilt, dass

- 1
57'»,1 : 77 - Z H{Tn:k}m & 'AX - O

also &, € N+t. Da N+ abgeschlossen, folgt £ € Nt O

3 Beispiele
3.1 Das Cox-Ross-Rubinstein Modell

Wir nehmen an, dass SP = (1 + ), t =0,...,T, r > —1. Dariiber hinaus ist d = 1, und
wir schreiben kurz S' = S. Fiir den Aktienkurs S gilt, dass

t
S=S[[4 t=1...T
i=1
&1, ..., &r sind Zufallsvariablen mit & € {1 + u, 1+ d}. Wir nehmen an, dass P(§ =
14wu)e(0,1) firi=1,...,Tund % =0(Ss: 0<s<t), F=1{0,Q}.

Satz 3.1. Das CRR-Modell erfiillt (NA) genau dann, wenn —1 < u < r < d. Unter @
sind (&) i.i.d. mit Q(& =1+ u) = =4

3.2 Das Black-Scholes-Modell

19



I Das Mehrperiodenmodell

20



Literaturverzeichnis

Billingsley, P. (1995), Probability and Measure, 3 edn, Wiley.

Werner, D. (2000), Funktionalanalysis, Springer.

21



