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Die Skorokhodtopologie auf D(RY)
Definition (Der Raum (D(R%), D(R?))).

1. Der Raum D(R?) ist der Raum aller cadlag Funktionen a : Ry — R? Eine Funk-
tion heifst cadlag, falls sie rechtsseitig stetig ist und ihre linksseitigen Grenzwerte
existieren.

2. Sei 75 : D(R?) — RY, a + a(s), die Auswertung von a € D(RY) am Zeitpunkt s,
dann sind folgende o-Algebren auf D(R?) definiert

D)RY) =o(mls <t), DR :=\/D)RY), DR =)D

t>0 s>t

Definition (Stetigkeitsmodul). Fiir eine Abbildung o : Ry — R? § > 0 und N € N ist

1. w(a,I) = sup |a(s) — a(s)]
s,s’'€l

2. wy(a,0) = sup Ja(s) —a(s)].
s,s'€[0,N]
|s—s’|<s

3. why(a,0) = inf{maxw(a, [ti—1,t:)) ‘ O=ty<---<t,=N, minl|t; — t;_1| > 5}
<r

i<r
Theorem 1.5. Eine Funktion o : Ry — R? ist cadlag genau dann, wenn

sup |a(s)| < oo wund limwy/(a,d) =0
s [a) )

Die Menge A sei die Menge aller stetigen und strikt monoton wachsenden Funktionen
A: Ry — Ry mit A(0) =0 und tlim A(t) = oo.

—00
Theorem 1.14 (Die Skorokhodtopologie).

a) Es existiert eine Topologie auf D(R?), genannt Skorokhod-Topologie, fiir die der
Raum polnisch ist und die wie folgt charakterisiert werden kann:

Fine Folge (an)nen konvergiert gegen eine Funktion o genau dann, wenn es eine
Folge (\p)nen C A gibt, sodass
i) sup [An(s) —s| —0
seRy
ii) sup |anoA(s) —a(s)|— 0 firalle N €N
S€E[0,N]

b) Eine Menge A C D(RY) ist relativ kompakt beziiglich der Skorokhod- Topologie genau
dann, wenn

i) sup sup |a(s)| < oo fir alle N € N
a€A s€[0,N]

) lim sup wiy(o,0) =0 fir alle N € N
5\Oo¢EA

¢) Die Borel-o-Algebra B(D(R?)) entspricht der zu Anfang definierten o-Algebra D(R?).
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Proposition 1.17.
1. Die Skorokhod-Topologie ist grober als die lokal gleichmafige Topologie.

2. Ist « stetig, so konvergiert eine Folge (au)nen genau dann gegen o beziiglich der
Skorokhod-Topologie, wenn sie lokal gleichmdfiig gegen o konvergiert.

Proposition 1.23. Gilt o, — « und B, — B beziglich der Skorokhod Topologie und ist
B stetig, so folgt, dass o, + By, — o+ .

Schwache Topologie und Straffheit

Definition. Sei E ein polnischer Raum mit Borel-o-Algebra £. Wir bezeichnen mit
P(E) den Raum aller Wahrscheinlichkeitsmafe auf (E,E). Die Topologie auf P(F) sei
die grobste Topologie, sodass die Abbildungen p +— u(f) fiir alle stetigen beschrénk-
ten Funktionen auf E stetig sind. Eine Folge von Zufallsvariablen (X"),en in einem
polnischen Raum, also X™ : (Q", F", P") — (F, &), konvergiert in Verteilung gegen X
(schreibe X" L x ), falls ihre Verteilung PX" in P(E) gegen PX konvergieren.

Bemerkung.
1. Mit dieser Topologie ist P(E) selbst ein polnischer Raum

2. Eine Folge (un)nen konvergiert in P(E) gegen u (schreibe p, = u) genau dann,
wenn

/f dpn, — /f du fir alle f € Cy(F)
E E

Proposition 3.1 (Portemanteau-Theorem). Seien u,, p € P(E) fir alle n € N. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent

1. py = p

2. liminf, oo u(O) > p(O) fiir alle offenen O C E

3. limsup,,_, ., u(A) < u(A) fir alle abgeschlossenen A C E
4. pn(B) = w(B) fir alle B € £ mit n(0B) =0

Proposition 3.2. a) Falls pi,, = p und f eine beschrankte Funktion auf E ist, die p-f.s.
stetig ist. Dann gilt

pin(f) = p(f)-

b) Falls X, £y X und h: E — R beschrinkt und PXf.s. stetig ist, so gilt

Epn (h(Xn)) = Ep(h(X))
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Proposition 3.3. a) Sei E' ein weiterer polnischer Raum und h : E — E'. Die Abbil-
dung p + po h~t ist stetig von P(E) nach P(E'") an jedem Punkt i, an dem h p-f.s.
stetig 1st.

b) Falls X, Ly X undh: E — E' und PXfs. stetig ist, dann gilt
h(Xn) < h(X)

Eine verteilungsbestimmende Klasse .77 ist eine Teilmenge der stetigen, beschrénkten
Funktionen mit der Eigenschaft

pn(h) = p(h) YheX = pn=p.

Proposition 3.4. FEs existiert eine abzdhlbare verteilungsbestimmende Klasse auf E.

Proposition 3.5 (Prohorov). Fine Menge A C P(E) ist relativ kompakt genau dann,
wenn sie straff ist.

Im folgenden Abschnitt betrachten wir ausschlieRlich R%-wertige cadlag Prozesse.

Definition 3.10. Die Menge J beschreibe die Menge der Sprungstellen mit positiver
Wahrscheinlichkeit und U die Menge der Sprunghthen mit positiver Wahrscheinlichkeit,
genauer

J(X) = {t >0 | P[AX; #0] > 0}
U(X) = {u >0 | P[|AX] = u fiir ein t > 0] > 0}

To(X,u) =0, Tyt1(X,u) == inf {t > To(X,u) | [AX] > u}

Lemma 3.12. Die Mengen J(X) und U(X) sind hichstens abzihlbar.

Definition 3.13. Wir betrachten eine Folge (X™),cn von R%wertigen cadlag Prozessen.
Jedes X" sei definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2", F",P™). Wir schreiben

x" L X, falls PX" = PX.
Ist D eine Teilmenge von R, so schreiben wir

n2(D)

X X, falls (X7, X3) 5 (X4, Xy )Vt €D, VEEN,

A
Proposition 3.14. Falls X" % X, dann gilt X» 22 X fir D = Ry \ J(X). (Im

Allgemeinen nicht fir D =Ry.)
Proposition 3.17. Fulls X" 2y X und B eine stetige Funktion von Ry nach RY ist,
dann gilt

X"+8-5 X +8
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Lemma 3.19. Sei D eine dichte Teilmenge von Ry und X und Y zwet cadlag Prozesse
mit
pXuXy) = pi-Yu) vt € D, k€N,

Dann gilt PX = PY.
Theorem 3.20. FEin Folge von stochastischen Prozessen mit cddldg Pfaden konvergiert

in Verteilung genau dann gegen einen Prozess X, wenn sie ist straff, also relativ Folgen-
L(D
kompakt, ist und X" 8 X fir D = R, \ J(X).

Theorem 3.21. FEin Folge von stochastischen Prozessen mit cadlag Pfaden (X™)nen ist
straff genau dann, wenn

i) Fir alle N €N, e >0 3 nge N und K € Ry mit

n>ny — IP’”{ sup ]Xt"|>K} <e
te[0,N]

ii) Fir alle N € N, ¢ >0, n> 0 existiert ngp € N und 6 > 0 mit

n>ny = ]P’”[wﬁv(X”,H)Zn]SE

Definition 3.25 (C-straff). Eine Folge (X")nen von stochastischen Prozessen heifst
C-straff, falls sie straff ist und jeder Haufungspunkt von {PX"} die Verteilung eines
stetigen Prozesses ist (Konvergiert also eine Teilfolge PX™* gegen P in P(D(RY)), so ist

PD(RY) \ C(R,, RY)] = 0)

Proposition 3.26. Folgende Aussagen sind dquivalent
a) Die Folge (X")nen ist C-straff
b) Die Folge (X™)nen hat die Figenschaften

i) Fir alle N €N, e >0 3 ngeNund K € Ry mit

n>ny = IP’”{ sup ]X[‘]>K} <e
te[0,N]

ii) Fir alle N € N, € >0, n> 0 existiert ngp € N und 6 > 0 mit
n>ng =— P" [wN(X",G) > n] <eg
c¢) Die Folge (X™)nen ist straff und fir alle N € N und € > 0 gilt

lim IP’”{ sup |AX[| > €:| =0.
n—00 te[0,N]



