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Die Skorokhodtopologie auf D(Rd)

Definition (Der Raum (D(Rd),D(Rd))).

1. Der Raum D(Rd) ist der Raum aller càdlàg Funktionen α : R+ → Rd. Eine Funk-
tion heißt càdlàg, falls sie rechtsseitig stetig ist und ihre linksseitigen Grenzwerte
existieren.

2. Sei πs : D(Rd) → Rd, α 7→ α(s), die Auswertung von α ∈ D(Rd) am Zeitpunkt s,
dann sind folgende σ-Algebren auf D(Rd) definiert

D0
t (Rd) := σ(πs|s ≤ t), D(Rd) :=

∨
t≥0

D0
t (Rd), Dt(Rd) :=

⋂
s>t

D0
s .

Definition (Stetigkeitsmodul). Für eine Abbildung α : R+ → Rd, δ > 0 und N ∈ N ist

1. ω(α, I) := sup
s,s′∈I

|α(s)− α(s′)|

2. ωN (α, δ) := sup
s,s′∈[0,N ]

|s−s′|<δ

|α(s)− α(s′)|.

3. ω′N (α, δ) := inf

{
max
i≤r

ω(α, [ti−1, ti))
∣∣ 0 = t0 < · · · < tr = N, min

i<r
|ti − ti−1| ≥ δ

}
Theorem 1.5. Eine Funktion α : R+ → Rd ist càdlàg genau dann, wenn

sup
s∈[0,N ]

|α(s)| <∞ und lim
δ↘0

ωN ′(α, δ) = 0

Die Menge Λ sei die Menge aller stetigen und strikt monoton wachsenden Funktionen
λ : R+ → R+ mit λ(0) = 0 und lim

t→∞
λ(t) =∞.

Theorem 1.14 (Die Skorokhodtopologie).

a) Es existiert eine Topologie auf D(Rd), genannt Skorokhod-Topologie, für die der
Raum polnisch ist und die wie folgt charakterisiert werden kann:

Eine Folge (αn)n∈N konvergiert gegen eine Funktion α genau dann, wenn es eine
Folge (λn)n∈N ⊂ Λ gibt, sodass

i) sup
s∈R+

|λn(s)− s| → 0

ii) sup
s∈[0,N ]

|αn ◦ λn(s)− α(s)| → 0 für alle N ∈ N

b) Eine Menge A ⊂ D(Rd) ist relativ kompakt bezüglich der Skorokhod-Topologie genau
dann, wenn

i) sup
α∈A

sup
s∈[0,N ]

|α(s)| <∞ für alle N ∈ N

ii) lim
δ↘0

sup
α∈A

ω′N (α, δ) = 0 für alle N ∈ N

c) Die Borel-σ-Algebra B(D(Rd)) entspricht der zu Anfang definierten σ-Algebra D(Rd).
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Proposition 1.17.

1. Die Skorokhod-Topologie ist gröber als die lokal gleichmäßige Topologie.

2. Ist α stetig, so konvergiert eine Folge (αn)n∈N genau dann gegen α bezüglich der
Skorokhod-Topologie, wenn sie lokal gleichmäßig gegen α konvergiert.

Proposition 1.23. Gilt αn → α und βn → β bezüglich der Skorokhod Topologie und ist
β stetig, so folgt, dass αn + βn → α+ β.

Schwache Topologie und Straffheit

Definition. Sei E ein polnischer Raum mit Borel-σ-Algebra E . Wir bezeichnen mit
P(E) den Raum aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf (E, E). Die Topologie auf P(E) sei
die gröbste Topologie, sodass die Abbildungen µ 7→ µ(f) für alle stetigen beschränk-
ten Funktionen auf E stetig sind. Eine Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N in einem
polnischen Raum, also Xn : (Ωn,Fn,Pn) → (E, E), konvergiert in Verteilung gegen X

(schreibe Xn L−→ X), falls ihre Verteilung PXn in P(E) gegen PX konvergieren.

Bemerkung.

1. Mit dieser Topologie ist P(E) selbst ein polnischer Raum

2. Eine Folge (µn)n∈N konvergiert in P(E) gegen µ (schreibe µn ⇒ µ) genau dann,
wenn ∫

E

f dµn →
∫
E

f dµ für alle f ∈ Cb(E)

Proposition 3.1 (Portemanteau-Theorem). Seien µn, µ ∈ P(E) für alle n ∈ N. Dann
sind folgende Aussagen äquivalent

1. µn ⇒ µ

2. lim infn→∞ µ(O) ≥ µ(O) für alle offenen O ⊂ E

3. lim supn→∞ µ(A) ≤ µ(A) für alle abgeschlossenen A ⊂ E

4. µn(B)→ µ(B) für alle B ∈ E mit µ(∂B) = 0

Proposition 3.2. a) Falls µn ⇒ µ und f eine beschränkte Funktion auf E ist, die µ-f.s.
stetig ist. Dann gilt

µn(f)→ µ(f).

b) Falls Xn
L−→ X und h : E → R beschränkt und PX f.s. stetig ist, so gilt

EPn(h(Xn))→ EP(h(X))
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Proposition 3.3. a) Sei E′ ein weiterer polnischer Raum und h : E → E′. Die Abbil-
dung µ 7→ µ ◦ h−1 ist stetig von P(E) nach P(E′) an jedem Punkt µ, an dem h µ-f.s.
stetig ist.

b) Falls Xn
L−→ X und h : E → E′ und PX f.s. stetig ist, dann gilt

h(Xn)
L−→ h(X)

Eine verteilungsbestimmende Klasse H ist eine Teilmenge der stetigen, beschränkten
Funktionen mit der Eigenschaft

µn(h)→ µ(h) ∀ h ∈H =⇒ µn ⇒ µ.

Proposition 3.4. Es existiert eine abzählbare verteilungsbestimmende Klasse auf E.
Proposition 3.5 (Prohorov). Eine Menge A ⊂ P(E) ist relativ kompakt genau dann,
wenn sie straff ist.

Im folgenden Abschnitt betrachten wir ausschließlich Rd-wertige càdlàg Prozesse.

Definition 3.10. Die Menge J beschreibe die Menge der Sprungstellen mit positiver
Wahrscheinlichkeit und U die Menge der Sprunghöhen mit positiver Wahrscheinlichkeit,
genauer

J(X) :=

{
t ≥ 0

∣∣ P[4Xt 6= 0] > 0

}
U(X) :=

{
u > 0

∣∣ P[|4Xt| = u für ein t > 0
]
> 0

}
T0(X,u) := 0, Tn+1(X,u) := inf

{
t > Tn(X,u)

∣∣ |4Xt| > u

}
Lemma 3.12. Die Mengen J(X) und U(X) sind höchstens abzählbar.

Definition 3.13. Wir betrachten eine Folge (Xn)n∈N von Rd-wertigen càdlàg Prozessen.
Jedes Xn sei definiert auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Ωn,Fn,Pn). Wir schreiben

Xn L−→ X, falls PX
n ⇒ PX .

Ist D eine Teilmenge von R+, so schreiben wir

Xn L (D)−→ X, falls
(
Xn
t1 , . . . , X

n
tk

) L−→ (Xt1 , . . . , Xtk

)
∀ ti ∈ D, ∀ k ∈ N.

Proposition 3.14. Falls Xn L−→ X, dann gilt Xn L (D)−→ X für D = R+ \ J(X). (Im
Allgemeinen nicht für D = R+.)

Proposition 3.17. Falls Xn L−→ X und β eine stetige Funktion von R+ nach Rd ist,
dann gilt

Xn + β
L−→ X + β
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Lemma 3.19. Sei D eine dichte Teilmenge von R+ und X und Y zwei càdlàg Prozesse
mit

P(Xt1 ,...,Xtk ) = P(Yt1 ,...,Ytk ) ∀ ti ∈ D, k ∈ N.

Dann gilt PX = PY .
Theorem 3.20. Ein Folge von stochastischen Prozessen mit cádlág Pfaden konvergiert
in Verteilung genau dann gegen einen Prozess X, wenn sie ist straff, also relativ Folgen-

kompakt, ist und Xn L(D)−→ X für D = R+ \ J(X).
Theorem 3.21. Ein Folge von stochastischen Prozessen mit càdlàg Pfaden (Xn)n∈N ist
straff genau dann, wenn

i) Für alle N ∈ N, ε > 0 ∃ n0 ∈ N und K ∈ R+ mit

n ≥ n0 =⇒ Pn
[

sup
t∈[0,N ]

|Xn
t | > K

]
≤ ε

ii) Für alle N ∈ N, ε > 0, η > 0 existiert n0 ∈ N und θ > 0 mit

n ≥ n0 =⇒ Pn
[
ω′N (Xn, θ) ≥ η

]
≤ ε

Definition 3.25 (C-straff). Eine Folge (Xn)n∈N von stochastischen Prozessen heißt
C-straff, falls sie straff ist und jeder Häufungspunkt von {PXn} die Verteilung eines
stetigen Prozesses ist (Konvergiert also eine Teilfolge PXnk gegen P in P(D(Rd)), so ist
P[D(Rd) \ C(R+,Rd)] = 0).

Proposition 3.26. Folgende Aussagen sind äquivalent

a) Die Folge (Xn)n∈N ist C-straff

b) Die Folge (Xn)n∈N hat die Eigenschaften

i) Für alle N ∈ N, ε > 0 ∃ n0 ∈ N und K ∈ R+ mit

n ≥ n0 =⇒ Pn
[

sup
t∈[0,N ]

|Xn
t | > K

]
≤ ε

ii) Für alle N ∈ N, ε > 0, η > 0 existiert n0 ∈ N und θ > 0 mit

n ≥ n0 =⇒ Pn
[
ωN (Xn, θ) ≥ η

]
≤ ε

c) Die Folge (Xn)n∈N ist straff und für alle N ∈ N und ε > 0 gilt

lim
n→∞

Pn
[

sup
t∈[0,N ]

|4Xn
t | > ε

]
= 0.


