Konvergenz gegen einen Prozess mit unabhingigen Zuwéichsen

Einleitung/Wiederholung

1. Semimartingal-Charakteristiken: (vgl. Jacod/Shiryaev, I1.§2a) Fiir ein Semimartingal X
und eine Abschneidefunktion h € C{ betrachte

X(h)=>_ AX, - h(AX,)

s<t

X(h) =X - X(h).
Dann hat X (h) eine kanonische Zerlegung
X(h) = Xo + M(h) + B(h)

in ein lokales Martingal M (h) und einen Prozess endlicher Variaton B(h). Definiere B =
B(h),
C’L] — <X’L',C7xj,c>

und bezeichne mit v den Kompensator des Sprungmafes x4~ . Dann nennt man das Tripel
(B, C,v) die Charakteristiken von X. Oft betrachtet man statt C' die modifizierte zweite
Charakteristik C, die durch

CY = (M(h)', M(h)’)

definiert ist. Es gilt:
CY =C9+h'l «v—> ABLAB].
s<-
2. Stochastisches Exponential:(vgl. Jacod/Shiryaev, 1.4.61) Fiir ein C-wertiges Semimartingal
X hat die Gleichung
Y=1+Y_.-X

eine eindeutige (cadlag, adaptierte) Losung. Diese Losung ist ein Semimartingal, das wir
mit €(X) bezechnen. Falls X endliche Variation hat, dann hat auch €(X) endliche Variation
und es gilt:

e(X)p = XX (1 + AX)em 2%,

s<t
3. Eigenschaft der Charakteristiken: (vgl. Jacod/Shiryaev,I1,2.47) Definiere
) 1 - )
A(u)y = iu- By — iu'Ctu-i-(emx —1—iu-h(z))* 1y

Sei T'(u) = inf{t : AA(u); = —1} und G(u) = €[A(u)], dann gilt: T'(u) ist eine predictable
time, T'(u) = inf{¢t : G(u); = 0}, und der Prozess (e"*/G(u))lj () ist ein lokales
Martingal auf [0, (u)).



4. Fiir einen PII X existiert ein eindeutiges Tripel (B, C,v), so dass (unter anderem, vgl.
Miiller, Theorem 3, Jacod/Shiryaev, 11.4.15,11.5.2) gilt:

E{exp (zu (X — XS))} = exp (zu - (B¢ — Bs) — %u (Cy = Cs)u
+ /st /Rd (e"™* — 1 —iu-h(z))1c(r)v(dr, dx))
H (e_i"'ABT (1 + Ad(ei'“'” — D ({r} x dx)))

s<r<t
und

AB; = v({t} x h).

Setting und Vorarbeit

Im folgenden sei immer X" ein d-dimensionales Semimartingal mit X = 0, mit Charakteristiken
(B™,C™,v") und modifizierter Charakteristik C™. Der Grenzprozess X sei immer ein PII mit
Charakteristiken (B, C,v). Definiere fiir t > 0,u € RY

g(u); = E(expiu - Xy),
A™(u)y = iu- By — %u SCMu A+ (€™ — 1 —iu- h(z)) * v,
G™(u)r = e[A™(u)];.

Wir beginnen mit einem Theorem, das uns die Moglichkeit gibt, die Konvergenzaussage dieses

Vortrags auf die bereits behandelten Probleme zuriickzufiihren.

Theorem 1. Angenommen X hat keine festen Sprungzeiten, dann folgt aus

G™(u)y -2 g(u)y  fiir alle u € R,

fiir alle t in einer Teilmenge D von R, dass X™ L(—>D) X

Bemerkung 2. Die Aussage ist trivial falls die X™ PII-Semimartingale sind, da in diesem Fall
G"(u)y = E™(expiu - X|") gilt.

Lemma 3. Die Abbildung t — |g(u)s| ist fallend und fiir S(u) = inf{t: g(u); = 0} gilt:
g(u) sy #0  falls S(u) < oo.
Insbesondere ist fiir einen Prozess X ohne feste Sprungzeiten g(u); # 0 fiir allet € Ry, u € R?,

Definition 4. Fiir eine Teilmenge D C R, und die Charakteristiken (B™, C™,v™) von X" bzw.



(B,C,v) von X definieren wir folgende Eigenschaften:

[8s-D] B L5 B, firallete D
[vs-D] CP L, 6, firallete D
[05:-D] g*uv L gxv, firallete D,ge C;(RY)
Sup-05] sup,«;| B} — B Lo firallet e R,
s<tl+t
Sup-v5] sup,< cr—C, L0 firalleteR
s<ti~'t +
[Sup-05,i] supg<|g * V" — g * 4] 250 firallete R,,g € C;(RY)

Fiir Prozesse X™ mit unabhéngigen Zuwiéchsen sind die Charakteristiken B™, C™, v™ determinis-

tisch und diese Bedingungen stimmen mit den Bedingungen [83-D], usw... iiberein.

Konvergenz der endlichdimensionalen Randverteigungen

Theorem 5. Sei X ein Prozess ohne feste Sprungzeiten und D C R

1. Angenommen

supv™({s} x {|z| > €}) 50 fir allet € D,e >0 (1)
s<t
L(D)
und [B5-D], [v5-D], [05,1-D] gelten. Dann folgt X" = X und [05,2-D)].

2. Falls D dicht in R liegt, dann folgt (1) aus [51-D](und somit aus [B5-D], [y5-D], [051-D]

bereits X “2) X).
Wir wollen die Aussage aus dem entsprechenden Resultat fiir PII folgern.

Theorem 6. (vgl. Jacod/Shiryaev, VII.2.52) Sei X™ ein PII-Semimartingal, X ein PII ohne
feste Spungzeiten und D C Ry. Unter der Annahme

limsupv™({s} x {|z| > €}) =0 fir allee>0,t € D (2)
noos<t

sind dquivalent:

=g

1. X7 X

2. |B3-D),[v3-D), [03.4-D] fiiri =1 oder i = 2.

Auch von Theorem 5 existiert eine quadratintegrierbare Version. Falls ™ die Bedingung

|z|? * v < oo fiirallet >0 (3)



erfiillt betrachten wir

B" = B" + (z — h(x)) * " )
Cﬂz%jk _ Ctn’jk + (mjxk) * U — Z ABQ’jABQ’k. (5)

s<t

Ebenso sei X ein quadratintegrierbares PII-Semimartingal, dann erfiillt auch v Bedingung (3)

und wir kénnen B und C' analog zu (4) bzw. (5) definieren.

Theorem 7. Sei D C Ry. Angenommen zusditzlich zu den bereits genannten Bedingungen hat

X keine festen Sprungzeiten und es gelten

liTm limsup P"(|2|*1jyjq * ;' > 1) =0 fiir allen > 0,t € D, (6)
B.-D]  Br LB,  firaleteD (7)
[v5-D] cr RiN'e) fir alle t € D, (8)

sowie (3) und [05,1-D]. Dann gilt X™ “8) x.

Funktionale Grenzwertséitze

Zu zeigen ist noch die Straftheit der Folge (X™). Hierfiir nutzen wir folgendes Straffheitskriterium
(vgl. Schmidt-Bruncke, Satz 2.3, Jacod/Shiryaev,V1.4.18): Eine Folge (X™) von Semimartingalen
ist straff, falls sie folgende Bedingungen erfiillt:

1. Die Folge (X{) ist straff;

2. fiir alle N € N,e > 0,
lim g4 o0 limsup,, P" [v™ ([0, N] x {|z| > a}) > €] = 0;

3. Die Prozesse (B"),(C™), (g, * ™) fiir g,(z) = (p|lz| — 1)* A1, p € N* sind C-Straff

Theorem 8. Angenommen X hat keine festen Sprungzeiten und D ist eine dichte Teilmenge
von Ry. Dann folgt aus [Sup-Bs), [v5-D] und [05,1-D], dass X" £4 X. In diesem Fall gilt auch
[Sup-ys] und [Sup-05 2]

Bemerkung 9. Der Satz verallgemeinert Theorem 8, (i4) = (i) aus dem letzten Vortrag. Die

Riickrichtung gilt im allgemeinen nicht, wenn die X™ keine PII sind.

Theorem 10. Sei D C R;. Angenommen v™ v erfillen (3), dann definiere B", B wie in (4)

und C™,C wie in (5). Angenommen,

SUPsgt‘BA"*B\ 250 fiir alle t € Ry,



[v%-D], [051-D] und (6) gelten, dann folgt X™ £5 X. In diesem Fall gilt auferdem [Sup-Js o]
und
supsgt|CA'g — 0 fir alle t € Ry.



