Funktionale Grenzwertsatze fiir Prozesse
mit unabhangigen Zuwachsen

Das Ziel des Vortrages ist es die Verteilungskonvergenz stochastischer cadlag-Prozesse mit unabhéngigen
Zuwichsen zu charakterisieren. Genauer werden wir den Zusammenhang der Konvergenz der stochasti-
schen Prozesse mit der Konvergenz der jeweiligen Charakteristiken untersuchen, wobei sich die Annahme
der unabhingigen Zuwichse als sehr niitzlich erweisen wird, da in diesem Fall keine gro3eren stochasti-
schen Probleme auftreten werden, in etwa werden die Charakteristiken deterministisch sein. Mit diesen
michtigen Hilfsmitteln werden wir in der Lage sein das Invarianzprinzip von Donsker in der cadlag-
Version mit relativ geringem Aufwand beweisen zu konnen.

Vorbereitungen zu Prozessen mit unabhiangigen Zuwichsen

Definition 1 (Unabhiingige Zuwichse). Wir sagen ein Prozess A hat unabhdngige Zuwdichse oder kurz
A ist PIlbzw. A € PII (process with independent increments), falls A4 ein adaptierter, R -wertiger cadlag-
Prozess ist mit A; — Ay 1L F; fiirallet > s > 0und Ay = 0.

Theorem 2. Ein Prozess X ist genau dann ein PII, wenn ein PII-Semimartingal Y und ein determinis-
tischer cadlag Prozess A mit Ay = 0 existiert, sodass X =Y + A.

Theorem 3 (Charakteristiken). Sei & € C;i eine Abschneidefunktion.

(i) Sei X € PII, dann existiert ein eindeutiges Tripel (B, C, v), wobei B von h abhdngt, sodass folgende
Aussagen gelten:

a) B: Ry — R? ist eine cadlag-Funktion mit By = 0.

b) C: Ry — R¥* jst eine stetige Funktion mit Co = 0 und C; — Cy ist eine symmetrische,
positiv semidefinite Matrix fiir alle t > s > 0.

¢) v ist ein positives Maf auf R4 x R? mit folgenden Eigenschaften:
e v({0} x RY) = v(Ry x {0}) = 0,v([0,¢] x {x | |x| > a}) < oo fiir allea > 0;
o v({t} xRY) < 1;
. f(; j].Rd |h(x — ABS)|2 v(ds,dx) + ngz(l —v({s} x RY)) |h(—ABS)|2 < 00;
LI U h(x — ABs)v({s} xdx) + (1 —v({s} x Rd))h(—ABS)| < 00,
o AB; =v({t} x h) = [h(x)v({t} x dx);

d) MitJ = {l | v({r} x RY) > O} gilt fiirallet > s > 0 und u € R4

E[exp (iu- (X, — xs))] = exp (iu . (B — By) — %u (Cy = Co)u

t
+ / / (e — 1 —iu - h(x)) xse(r)v(dr, dx)) (1)

s Rd

- T1 (e—"“'“r (1 +/(ei“'x—l)v({r}xdx))).

s<r<t

Weiter ist fiir t € Ry die Verteilung von AX; gegeben durch
({1} x dx) + (1 () x Rd)) 8o (dx).

(if) Erfiillt das Tripel (B, C,v) die Eigenschaften a)-c) und ist die rechte Seite von (1) wohldefiniert, so
existiert ein X € PII auf einem Wahrscheinlichkeitsraum, sodass (1) gilt. Weiter ist die Verteilung
von X eindeutig durch das Tripel (B, C,v) festgelegt.
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Bemerkung 4. Wie im Semimartingalfall heien B, C und v Charakteristiken von X und stimmen fiir
PII-Semimartingale mit den Semimartingalcharakteristiken iiberein (siche I1.4.15). Die Elemente aus J
heiflen feste Sprungzeiten.

Weiterhin bendtigen wir die zweite modifizierte Charakteristik C +, welche definiert ist durch

¢/ =c/ +//(h“(x)—AB;')(hf'(x)—AB{)v(ds,dX)

0 pd

+> (1 —u(is) x Rd)) ABIABI.

s<t

Bemerkung 5. (/) Wenn X keine festen Sprungzeiten hat, so sind B, C und g * v stetig fiir alle
ge( (Rd), i = 1,2, 4. Weiter vereinfacht sich die Darstellung der zweiten modifizierten Charak-
teristik zu

t
C’,ij = C,ij +//hi(x)hj(x)v(ds,dx) = C,ij +hih7 % v,
0 Rd
(i7) Hiermit ist direkt klar, dass alle X; — X, unendlich oft teilbar sind, falls X € PII keine festen
Sprungzeiten besitzt, wobei die Charakteristiken gegeben sind durch
t
b=B;—Bs, ¢=C,—Cy, ¢=C;—Cs und F() = /v(dr,-).

S

Dies wird uns die Aussagen iiber die schwache Konvergenz unendlich teilbarer Verteilungen auf die
Konvergenz von PIIs erweitern lassen.

Beispiel 6 (Brownsche Bewegung). Die Charakteristiken der Brownschen Bewegung sind gegeben
durch ~
B=0, C;/=C/,=t, v=0.

Funktionale Grenzwertsitze und Charakteristiken

Setting. Wir betrachten ab jetzt d-dimensionale Prozesse X”, X € PII auf ein und demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum (§2, F, IP) aber beziiglich moglicherweise unterschiedlichen Filtrationen F”, F. Wei-
ter bezeichnen wir mit (B", C™,v"), (B, C, v) beziechungsweise (B”, C",v"), (B, C, v) die Charakteris-
tiken beziiglich derselben stetigen Abschneidefunktion 4 € C;’l.

Wie bereits erwihnt wollen wir die Konvergenz der Charakteristiken der Prozesse in Relation zur Kon-
vergenz der Prozesse setzen und deswegen definieren wir folgende abkiirzende Schreibweisen fiir unter-
schiedliche Konvergenzarten der Charakteristiken.

Definition 7. Essei X € Pllund D € R . Dann definiere folgenden Eigenschaften:
[B3-D] Bl — B fiirallet € D
[ys-D] C!' — C, fiirallet € D
[63i-D] gx v — g, firallet € D, g € C;(RY)
[Sup-B3]  sups, |By — Bs| — Ofiiralles > 0
[Sup-y3]  sup,, |[CI — Cs| — Ofiiralle t > 0
[Sup-83;] sups, |g * v — g x vg| > Ofiirallet > 0, g € C;(RY)
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und weiter
[Sk-B3] B" — B in D(RY)
[Sk-83;] g % V" — g % v in D(R?) fiir alle g € C;(R?)
[Sk-Byss] (B".C", g xv") — (B,C,g % v) in D(RI*T4*+m)
fir alle m € N,g: R — R” mit Komponenten in
C,(RY).
Theorem 8. Angenommen X hat keine festen Sprungzeiten und D C Ry ist dicht, so sind folgende
beiden Aussagen dquivalent:
(i) X" konvergiert in Verteilung gegen X.
(it) Die Bedingungen [Sup-P3], [y3-D] und [531-D] gelten.
In diesem Fall gelten sogar [Sup-y3] und [Sup-83;] fiiri = 1,2.
Korollar 9. Angenommen X" und X haben keine festen Sprungzeiten, so konvergiert X" genau dann in

Verteilung gegen X, wenn alle endlichdimensionalen Verteilungen von X" gegen die von X konvergieren
und [Sup-B3] gilt.

Korollar 10. Es seien X", X € PII mit den Charakteristiken B = b"t,C! = c"t,v"(dt,dx) =
dt ® F"(dx) und B; = bt,C; = ct,v(dt,dx) = dr ® F(dx) fiir b*,b € R?,c", ¢ € R¥*? ynd Mafie
F", F auf R?. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) X™ konvergiert in Verteilung gegen X.
(ii) X7 konvergiert in Verteilung gegen X.
(iii) Die Bedingungen [B1]. [y1]. [611] gelten beziiglich (X7), X;.

Bemerkung 11. Die Prozesse, welche die Voraussetzungen des obigen Korollars erfiillen, sind genau
die Prozesse mit unabhéngigen, stationdren Zuwichsen (siehe Korollar I1.4.19).

Wie im Fall der unendlich teilbaren Verteilungen lassen sich die obigen Ergebnisse umformulieren, falls
eine Art der Quadratingegrierbarkeit gegeben ist, genauer fordert man
|x|? % v! < oo fiiralles > 0. 2)
In diesem Fall existiert ein eindeutiger vorhersagbarer (sogar deterministischer) Prozess B" mit endlicher
Variation, sodass X” — B” ein lokales Martingal ist und weiter kann man zeigen, dass

A

B" = B" + (x — h(x)) x V" (3)

gilt. Weiter betrachtet man in diesem Fall anstatt der modifizierten zweiten Charakteristiken folgende
Ausriicke o B o A
ClY = 4 (X xd)y wvf = Y ABABYY. (4)
s<t
Theorem 12. Angenommen die X" sind d-dimensionale PII-Semimartingale und X € PII hat keine
festen Sprungzeiten. Weiter erfiillen v" und v die Integrabilititsbedingung (2) und es gelte

lim limsup x| yqx|=a} * v} =0 fiirallet € D (5)
a/'0 n—soco

fiir eine dichte Teilmenge D C R.. Dann konvergiert X" genau dann in Verteilung gegen X, wenn

[Sup-B5]  sup,, |BI — Bs| — 0 fiirallet >0
[y3-D] cr— ¢ fiiralle t € D
und [831- D] gilt. In diesem Fall gilt dariiberhinaus [Sup-83;] fiiri = 1,2, 4 und

Ccr - ¢

[Sup-y3]  sup,, —0 fiirallet > 0.

I:emma 13. Sei D C Ry dicht und weiter habe X keine festen Sprungzeiten. Dann gelten folgende
Aquivalenzen: [y3-D] < [Sup-y3), [y5-D] < [Sup-y5]. [63i-D] < [Sup-63;] fiiri =1,...,4.
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Korollar 14 (Satz von Donsker). Es seien (& )ren eine Folge reeller, unabhdingiger, identisch verteilter
Zufallsvariablen mit E[§;] = 0 und ]E[E]?] = 1 fiir alle k € N. Dann konvergiert der Prozess

1 [nt]
X[ =—=> &
ﬁk:l

in Verteilung gegen eine standartisierte Brownsche Bewegung.

Theorem 15. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X" konvergiert in Verteilung gegen X.
(if) [Sk-B3], [y3-D] und [Sk-831] gelten, wobei D C R dicht ist.
In diesem Fall gilt [y3-D] mit D = Ry \ J(X) und weiter [Sk-By83].

L
Korollar 16. Falls X" — X fiir eine Folge (X") C PII von Prozessen ohne feste Sprungzeiten gilt, so
besitzt auch X keine festen Sprungzeiten.
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