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Aufgabe 1 (2 Punkte). Betrachten Sie ein Finanzmarkt Modell in dem es eine mit Risiko

behaftete Aktie S = (St)t∈[0,T ] gibt. Sei h : (0, T ) → R eine C2 Funktion. Betrachten Sie eine

Option auf S mit terminaler Auszahlung H = h(ST ). Zeigen Sie, dass

H = h(S0) + h′(S0)(ST − S0) +

∫ S0

0
(K − ST )+h′′(K)dK +

∫ ∞
S0

(ST −K)+h′′(K)dK

gilt. Diskutieren Sie diese Gleichung bzgl. des Hedgens (Absicherns) für H.

Aufgabe 2 (6 Punkte). Betrachten Sie den �ltrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F ,FW , P )
und Brown'scher BewegungW (welche die Filtration erzeugt) und endlichem Zeithorizont T > 0.
Sei µ ∈ R und σ > 0. Ferner, sei

dXt = µdt+ σdWt, MX
t = sup

s∈[0,t]
Xs.

De�niere X̂t = Xt/σ und M̂X
t = sups∈[0,t] X̂s. Für t ∈ (0, T ] und w ≤ m,m > 0 ist die P -Dichte

von (X̂t, M̂
X
t ) ist gegeben durch

f(w,m) =
2(2m− w)

t
√

2πt
exp

(
γw − 1

2
γ2t− 2(2m− w)2

2t

)
.

Dabei ist γ = µ/σ. Zeigen Sie nun für x ≤ y, y > 0

P (Xt ≤ x,MX
t ≤ y) = Φ

(
x− µt
σ
√
t

)
− e2µyσ−2

Φ

(
x− 2y − µt
σ
√

(t)

)
.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Betrachten Sie ein klassisches Black-Scholes Modell. Sei H,K ∈ R+

und H ≤ S0. Zeigen Sie, dass der Preis der "down-and-out" Call Option mit Terminalem Payo�

Y (T ) = (ST −K)+1{St>H∀t∈[0,T ]}

ist gegeben durch

Bitte wenden



ΠY
0 =S0

Φ

(
log
(
S0
K

)
+ (r + σ2/2)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

)2+
2(r− 1

2σ
2)

σ2

Φ

 log
(
H2

KS0

)
+ (r + σ2/2)T

σ
√
T


− e−rTK

Φ

(
log
(
S0
K

)
+ (r − σ2/2)T

σ
√
T

)
−
(
H

S0

) 2(r− 1
2σ

2)

σ2

Φ

 log
(
H2

KS0

)
+ (r − σ2/2)T

σ
√
T

 .

Hinweis: Nutzen Sie die vorige Aufgabe um zu zeigen, dass

P (µt+ σWt ≤ x, max
s∈[0,t]

(µt+ σWt) ≥ y) = e
2µy

σ2 Φ

(
x− 2y − µt

σ
√
t

)
.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Jeweils für das Vasicek und das CIR Modell, führen Sie die folgenden

Schritte durch:

Diskretisieren Sie die SDE nach einem Euler-Schema um eine Monte-Carlo-Simulation für r zu
erhalten. Schreiben Sie die Monte-Carlo-Simulation mit N Simulationen von r als Pseudo-Code.
Die Zeitdiskretisierung habe die Schrittweite ∆t. Implementieren Sie diese Simulation in R und

bestimmen Sie damit approximativ den Wert

E
[
exp(

∫ T

0
rsds)

]
.

Für das Vasicek-Modell, vergleichen Sie die Approximation mit dem tatsächlichen Wert. Plotten

Sie ihre Ergebnisse und geben Sie diese mit ab. Nutzen Sie die Parameter

T = 1, N = 1000,∆t = 10−3, σ = 0.2, β = −0.5, b = 0.1 .


