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Aufgabe 29 (Verwerfungsmethode) (2 + 2 + 1 Punkte)
Sie möchten reellwertige Zufallszahlen simulieren, welche Dichte f besitzen. Hierfür
gehen Sie nach der Verwerfungsmethode vor. Diese ist wie folgt definiert:

1. Es wird eine Folge von unabhängigen Zufallszahlen x1, u1, x2, u2, ... generiert,
wobei un ∼ U([0, 1]) uniform auf [0, 1]-verteilt sind und xn die Dichte g besit-
zen, wobei für g gilt, dass es ein c < ∞ gibt, sodass f(x) ≤ g(x)/c für alle
x ∈ R.

2. Es ist k0 = 0 und ki := inf
{
n > ki−1 : un ≤ cf(xn)

g(xn)

}
für i ≥ 1.

3. yi := xki für i ≥ 1 sind nun reellwertige Zufallszahlen mit Dichte f .

Zeigen Sie, dass dieser Algorithmus tatsächlich Zufallszahlen generiert, welche Dichte
f besitzen. Gehen Sie hierfür wie folgt vor:

(a) Zeigen Sie für U ∼ U([0, 1]) und X mit Dichte g, dass

P

(
U ≤ c

f(X)

g(X)
, X ∈ A

)
= c

∫
A

f(x)dx,

für beliebige Teilmengen A ⊂ R gilt.

(b) Zeigen Sie

P(k1 = n,Xk1 ∈ A) =

[
P

(
U > c

f(X)

g(X)

)]n−1
P

(
U ≤ c

f(X)

g(X)
, X ∈ A

)
.

(c) Folgern Sie P(Xk1 ∈ A) =
∫
A
f(x)dx.

Hinweis: Sie dürfen verwenden, dass für p ∈ [0, 1) folgendes gilt:
∑∞

i=0 p
i = 1

1−p .

Aufgabe 30 (Simulieren mit Verwerfungsmethode) (3 Punkte)
Es sollen nun gamma-verteilte Zufallszahlen mit Hilfe der Verwerfungsmethode aus
Aufgabe 29 simuliert werden. Die Dichte der Gammaverteilung ist für a, b ∈ R>0

und x ∈ R>0 gegeben durch

f(x) :=
baxa−1

Γ(a)
exp(−bx),



wobei Γ(a) die Euler’sche Gammafunktion ist.
Im folgenden sei b = 1 und a > 1. Verwenden Sie für die Erzeugung der Zufallszahlen
xn die Dichte der Exponentialverteilung mit Parameter λ ∈ (0, 1). Wie lautet die
Bedingung an die Zufallszahlen un aus Schritt 2, sodass die Zufallszahl xn nicht
verworfen wird?

Aufgabe 31 (Gesetz der großen Zahlen für FindMax) (2 + 2 Punkte)
Gegeben sei der Algorithmus FindMax aus Aufgabe 8. Ferner sei Sn(σ) die Anzahl
an Umspeicherungen bei zufälligem Input σ ∈ Sn. Es gelten (wie in Aufgabe 28) die
Abschätzungen

ln(n) ≤ E[Sn(Σ)] ≤ 1 + ln(n) und Var[Sn(Σ)] ≤ ln(n).

Zeigen Sie:

(a) Für alle ε > 0 gilt P
(∣∣∣ Sn

E[Sn]
− 1
∣∣∣ > ε

)
→ 0 für n→∞.

(b) Für alle ε > 0 gilt P
(∣∣ Sn

lnn
− 1
∣∣ > ε

)
→ 0 für n→∞.

Aufgabe 32 (Serveranfragen) (4 Punkte)
An einen Server werden 10.000 Anfragen gesendet, wovon jede mit einer Wahrschein-
lichkeit von 3/4 beantwortet wird. Bestimmen Sie eine (möglichst kleine) Zahl N ,
sodass mit Wahrscheinlichkeit mindestens 3/4 die Anzahl der beantworteten An-
fragen im Intervall [7500 − N, 7500 + N ] liegen. Verwenden Sie hierfür einmal die
Tschebychev-Ungleichung (Proposition 4.1) und einmal den Satz von de Moivre-
Laplace (Proposition 4.4).
Hinweis: Für die Verwendung des Satzes von de Moivre-Laplace finden Sie auf der
Homepage eine Wertetabelle, in welcher Sie explizite Werte für die Verteilungsfunk-
tion einer Standardnormalverteilung finden.


