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Blatt 4

Abgabetermin: Montag, 13.11.2017, bis 14:00 Uhr im Briefkasten im UG Eckerstrafie 1
(Geben Sie auf jedem Losungsblatt Thren Namen an.
Sie diirfen maximal zu zweit abgeben.)

Aufgabe 1 (4 Punkte)

Gegeben sei eine i.i.d. Stichprobe X7, ..., X,, mit marginaler Verteilungsfunktion F'. Betrach-
ten Sie die zugehorigen Ordnungsstatistiken X(;) < X(g) < -+ < X(p,. Fiir a € (0, 1], sei
Gn(a) = X([na1), also ein empirisches a-Quantil. Weiter sei ¢(a) ein a-Quantil von F'. Zeigen
Sie, dass v/n(dn(a) — ¢()) asymptotisch normalverteilt ist und bestimmen Sie die asympto-
tische Varianz. Welche Annahmen an F' werden dafiir ben6tigt?

Hinweis: Versuchen Sie ein direktes Argument unter Verwendung der verallgemeinerten Inversen Et (a) :
inf{t e R: Fn(t) > «} der empirischen Verteilungsfunktion Fn(t) = % 1 1(—0,4(X¢). Beachte: }:—'ﬂ;(a)
t = Fu(t) > o
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Aufgabe 2 (4 Punkte)

Gegeben sei eine surjektive Abbildung ¢ : © — ® und ein dominiertes statistisches Modell
(X, F,P) (d.h. die Elemente von P sind durch ein o-endliches Mafl ;i dominiert). Betrachten
Sie die beiden Parametrisierungen {f,) : 0 € ©} und {fy : ¢ € ®} von P, mit p-Dichten
fo : X = R, Fir z € &, seien é(ac) C © und i)(:c) C & die entsprechenden unter Be-
obachtung von z erhaltenen Mengen von Maximum-Likelihood-Schétzern in der jeweiligen
Parametrisierung. Zeigen Sie, dass dann &(z) = ¢(0(z)) gilt.

Aufgabe 3 (4 Punkte)
Unter den Annahmen von Satz 2.11 aus der Vorlesung, definieren Sie ¢(6,y) = % und
zeigen Sie, dass

T ) p— 1 - i) . PGO

zﬁ<9n>.--—7ljg;q<0n,1z> —= 1(th).
Aufgabe 4 (4 Punkte)

Beweisen Sie den folgenden Satz auch bekannt als ”Delta-Methode’.

Satz. Es sei ® : R¥ — R™ eine messbare Funktion die im Punkt 8 € R* differenzierbar ist
mit Jacobi-Matriz Jo(0). Weiter seien S, und T Zufallsvektoren im R¥, so dass v/n(S, — 0)
in Verteilung gegen T konvergiert, also \/n(S, —0) ~ T. Dann gilt die folgende Konvergenz,

Vn(®(S,) — ®(0)) — Jo () - /n(S, —0) —— 0, in Wahrscheinlichkeit.

n—oo
Insbesondere gilt also
VA(D(Sn) = D(0)) ~ Jo(0) - T

Die Ubungsaufgaben sowie weitere Informationen zur Vorlesung finden Sie auf der Internetseite:
https://www.stochastik.uni-freiburg.de/lehre/ws-2017-18/vorlesung-mathematische-statistik-ws-2017-18



