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Einfiihrung in funktionale Grenzwertsitze

Definition VI.2.14. Wir bezeichnen mit # ! = die Menge der Zdihlfunktionen,
d.h. Funktionen o € D(R) der Form

a(s) = Z Lit,<s)y tn /100, 11>0, t, <tpqr falls &, < oc.
n>1

Definition 1.3.26. Ein erweiterter Poissonprozess auf (2, %, F, P) ist ein adaptier-
ter Prozess N mit Werten in # ™!, sodass

(i) E[N¢] < oo fur alle t > 0,

(ii) Ny — N ist unabhéingig von % fiir alle 0 < s < t.
A = E[Ny] heiit Intensitatsfunktion. Ist A stetig, nennen wir N Poissonprozess.

Wir betrachten eine Folge von Poissonprozessen X™ mit Intensitatsfunktionen A"
(monoton steigend, stetig, deterministisch). X ist ein Poissonprozess mit Intensitét

A.

Wir méchten den folgenden Satz beweisen.

Satz 1.1. Fulls A} — As fir allet > 0, so gilt X™ Z X,

Wir gehen im Beweis in zwei Schritten vor: Beweise die Straffheit der Folge (X™)
und identifiziere dann alle (schwachen) Grenzwerte von (. (X"™)) mit der Verteilung
Z(X) von X.

Straffheit

Die Straffheit folgt aus Satz VI1.4.18. Wihlt man dort die Abschneidefunktion h € C}
so, dass h(1) = 0 gilt, sind die Charakteristiken und modifizierten zweiten Charak-
teristiken von X" relativ zur Filtration F™ die folgenden:

B"=0, C"=0, C"=0, v"(dt,dz)=dA"(t)® e (dx).

Identifikation des Grenzwerts

1) Endlichdimensionale Methode

Lemma 1.3. Seien X" und X beliebige PII’s mit Werten in R, D C R,. Dann
gilt:

xn Z(D) X @Xﬁ—XgﬁXt_Xs Vs,tGDU{O}-
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2) Martingalmethode

Satz 1.4. Sind (M"™) lokale Martingale, sodass |AM"| gleichmdiffig beschrinkt ist

und M™ Z5 M gilt, so ist M ein lokales Martingal relativ zu der von M generierten
Filtration.

3) Mehthode mit notwendiger Bedingung fiir Konvergenz

Satz 1.5. Es gelte X" 2y Y. Dann ist Y ein erweiterter Poissonprozess und fiir
die Intensitit A" von'Y gilt A} — Aj fir allet € D(Y') := {t > 0|P(AY; # 0) = 0}.

Konvergenz unendlich teilbarer Verteilungen

Definition. Die Verteilung einer Zufallsvariablen X auf R¢ heiit unendlich teilbar,
falls fiir alle n € N unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen X7, ..., X auf

R? existieren, sodass X 4 Yo XTI ogilt.

Fiir unendlich teilbare Verteilungen gilt die Lévy-Khintchine-Formel: Wihle (irgend-
eine) Abschneidefunktion h € € (d.h. eine Funktion h : R? — R? beschrinkt,
h(z) = z in einer Umgebung von 0). In diesem Abschnitt wihlen wir h stetig. Dann
ist eine Funktion ¢ : R? — C die charakteristische Funktion einer unendlich teil-
baren Verteilung genau dann, wenn es ein Triple (b, ¢, F) gibt (die Charakteristiken
der Verteilung), bestehend aus

b e R,
¢, eine d X d symmetrische nichtnegative Matrix,
F, ein positives Maf§ auf R? mit F({0}) = 0 und [ga |z|> A 1dF(z) < oo,

und so, dass ¢ = exp ¥y ., F, wobei

Uper(u) =iu-b— 1u-c-u-|—/ (" — 1 —iu - h(x))dF(z).
,Cs 2 Rd

AuBlerdem benétigen wir die d x d symmetrische Matrix
F— (), @ =c+ / B () (2)dF (x).

Zudem benotigen wir noch folgende Eigenschaft:
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Sei (pn)n>1 eine Folge unendlich teilbarer Verteilungen mit Charakteristiken

(b, cn, Fy), die schwach gegen die Verteilung p konvergiert. Dann ist p unendlich
teilbar und fiir seine Charakteristiken (b, ¢, F) gilt ¥y, ¢, .5, — Uber gleichmafig
auf kompakten Teilmengen des RY.

Wir bezeichnen mit F(g) := [ gdF das Integral iiber g beziiglich des Mafles F'. Nun
bendtigen wir noch einige Klassen von Funktionen:

Co(R?) = Menge aller stetigen beschrinkten Funktionen: R — R, die 0 nahe
0 sind.

C3(RY) = Menge aller stetigen beschrinkten Funktionen f : R? — R mit
f(x) = o(|z|?) fiir |z| — 0.

C4(RY) = Menge aller stetigen Funktionen f : R? — R, die 0 nahe 0 sind mit
f(x)/|z|? ist beschrinkt.

C1(RY) = eine Teilmenge von Co(R?), die nur nichtnegative Funktionen ent-
héilt, alle Funktionen g,(z) = (alz| —1)* A1 mit a € Q4 enthélt und folgende
Eigenschaft hat: sind 7,, 7 pos. MaBe auf R? mit Nullmenge {0}, die endlich
auBerhalb jeder Umgebung der 0 sind, so folgt aus 1, (f) — n(f) Vf € C1(R%)
bereits n(f) = n(f) Vf € Ca(RA).

Satz 2.9. Sei die Abschneidefunktion h stetig. Seien (pn)n>1 und p unendlich teil-
bare Verteilungen auf R mit Charakteristiken (by,cn, Fy) und (b,c, F) und &, und
¢ wie oben. Wir formulieren die Bedingungen

B1] bn — b,
(1] @ — ¢,

[01:] Fu(g) = F(9) Vg e Ciy(RY).

Dann gilt 1, — p schwach genau dann, wenn [51], [v1] und [01.1] erfillt sind. In
diesem Fall sind auch [01,2] und [61,3] erfillt.

In manchen Féllen muss man keine Abschneidefunktion verwenden (soll heien, h
muss nicht beschrankt sein, d.h. wir konnen h(x) = x setzen). In diesen Fillen
kann man den vorangegangenen Satz etwas anders formulieren. Genauer: Sei p eine
unendlich teilbare Verteilung mit Charakteristiken (b, ¢, F'), und gelte

/|x!2dF(x) < 0. (%)
Dann setze
W= b+ / (¢ — h(z))dF (),

ik — gk / PakdF () = & + / 2z — i (2)h* (2)dF (x).
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Dann gilt
1 )
Ve, p (1) = Yy e, p(u) = u-b' = Su-cout / (e — 1 —ju - x)dF(z).

Satz 2.14. Unter den Voraussetzungen von mégen F, und F () geniigen

und wir definieren b/, b], und &, &, wie oben. Es gelte zudem
. . 2 .
ah/r&hmsup/\ﬂ Ljg|>a}dFn(x) = 0.
Dann gilt p, — p schwach genau dann, wenn gilt:

(B b =¥

Ml & —=é

und [011] In diesem Fall gilt zudem [01;] firi=2,3,4.
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