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Abgabe: 26.04.2016 zu Beginn der Vorlesung.

Aufgabe 1 (4 Punkte). Diskrete Version der Ito-Formel:

Es seien X = (Xp)o<n<y und Y := (Y,)o<n<n zwei Folgen von Zufallsvariablen auf einem
Wabhrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) mit Xo = Yy = 0 und [X,Y] = ([X, Y]n)o<n<n, wobei

n
(X,Y], = ZAXkAYk, mit AXj = Xj — Xp_q und AY}, =Y, — Yj_1.
k=1

x
Ferner sei F eine (absolut stetige) Funktion mit F(z) = F(0) + [ f(y) dy, wobei f: R — R eine
0

Borel-messbare Funktion ist mit [ |f(y)|dy < oo fiir alle ¢ > 0.
ly|<c

Eine Version des diskreten stochastischen Integrals von f(X) := (f(X,,))o<n<n beziiglich X ist
definiert durch

L= (f(X) - X)pn=> f(Xp-1)AX}, 1<n<N.

k=1
Zeigen Sie:
(a) Es gilt
F(Xy) = F(Xo) + In + 5[X, f(X)]n + Ra(X, f(X)), (1)
wobei

Xk—1

n X
Ru(XF0) =30 [ (#a) = 50U (X0) + (Xm0 d
k=1

(b) Ist f” stetig, so gilt (hier ist evtl. die aus Analysis 1 oder Numerischer Mathematik bekannte
Trapezregel hilfreich)

Ra(X, f(X)) =~ 25 3 () (AX)?
k=1

fiir geeignete Xj_1 < 1 < X. (Insbesondere gilt R, (X, f(X)) = 0 fir f(z) = a+ bz, was
in diesem Fall die Gleichung (1) deutlich vereinfacht.)

Bitte wenden



Aufgabe 2 (4 Punkte). Diskrete Version der Tanaka-Formel:

Es sei sign : R — R,z 1 00)(7) — L(—o0,0)(z). Wir betrachten die einfache Irrfahrt
X = (Xy)n>o mit Xg =0und X, =& +--- +&,, n > 1, wobei &1, &, ... unabhingige
und identisch verteilte Zufallsvariablen mit R(§; = 1) = R(§ = —1) =1/2. Firz € Z
sei Lp(x) = #{0 < k < n, Xy = x} die Lokalzeit, d.h. die Anzahl der “Besuche”, der
Irrfahrt in z bis zur Zeit n. Zeigen Sie mit Hilfe von (1)

n
| X — x| = |z| + Zsign(Xk,l — 2)AXg + Lp(x).
k=1

Folgern Sie, dass sich die Anzahl der Besuche in 0 bis auf einen konstanten Faktor wie
v/n verhiélt. Zeigen Sie dazu fur L, := L, (0)

E[L,] ~+/2n/m, n— .

Hier schreiben wir wie iiblich a,, ~ b, fiir n — oo, falls a,, /b, — 1 fiir n — oo gilt.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Esseien X = (X;)¢>0 und YV = (Y;)r>0 zwei an dieselbe Filtration
adaptierte stochastische cadlag-Prozesse. Ferner sei Y von endlicher Variation. Zeigen
Sie

(a) Besitzt Y stetig differenzierbare Pfade, so gilt

t t
/XSdYS:/ X, Y.ds.
0 0

Dabei bezeichnet der Punkt die Ableitung nach s.

(b) Ist V; = Esgt AY; fiir alle t > 0, wobei AY; := Y, — Ys_, (d.h. ) ist ein reiner
Sprungprozess) dann gilt

/thdYs = Z X,AY,.
0

0<s<t

Hinweis: In a) ist die Zerleqgung Y; = Yy + fot Yy |ds — fg(|Ys| —Y,)ds hilfreich, fir die b)
eine analoge.

Aufgabe 4 (3 Punkte). Berechnen Sie die folgenden Lebesgue-Stieltjes-Integrale:

a) /Otf(s) d|s|, b) /01st2 und c) /12sdlogs.



