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Aufgabe 1 (4 Punkte). Diskrete Version der Ito-Formel:

Es seien X := (Xn)0≤n≤N und Y := (Yn)0≤n≤N zwei Folgen von Zufallsvariablen auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) mit X0 = Y0 = 0 und [X,Y ] = ([X,Y ]n)0≤n≤N , wobei

[X,Y ]n :=

n∑
k=1

∆Xk∆Yk, mit ∆Xk := Xk −Xk−1 und ∆Yk := Yk − Yk−1.

Ferner sei F eine (absolut stetige) Funktion mit F (x) = F (0) +
x∫
0

f(y) dy, wobei f : R→ R eine

Borel-messbare Funktion ist mit
∫
|y|≤c

|f(y)| dy <∞ für alle c > 0.

Eine Version des diskreten stochastischen Integrals von f(X) := (f(Xn))0≤n≤N bezüglich X ist

de�niert durch

In := (f(X) ·X)n =

n∑
k=1

f(Xk−1)∆Xk, 1 ≤ n ≤ N.

Zeigen Sie:

(a) Es gilt
F (Xn) = F (X0) + In + 1

2 [X, f(X)]n +Rn(X, f(X)), (1)

wobei

Rn(X, f(X)) =

n∑
k=1

∫ Xk

Xk−1

(
f(x)− 1

2(f(Xk) + f(Xk−1))
)
dx.

(b) Ist f ′′ stetig, so gilt (hier ist evtl. die aus Analysis 1 oder Numerischer Mathematik bekannte

Trapezregel hilfreich)

Rn(X, f(X)) = − 1

12

n∑
k=1

f ′′(ηk)(∆Xk)3

für geeignete Xk−1 ≤ ηk ≤ Xk. (Insbesondere gilt Rn(X, f(X)) = 0 für f(x) = a+ bx, was
in diesem Fall die Gleichung (1) deutlich vereinfacht.)

Bitte wenden



Aufgabe 2 (4 Punkte). Diskrete Version der Tanaka-Formel:

Es sei sign : R → R, x 7→ 1(0,∞)(x) − 1(−∞,0)(x). Wir betrachten die einfache Irrfahrt

X = (Xn)n≥0 mit X0 = 0 und Xn = ξ1 + · · · + ξn, n ≥ 1, wobei ξ1, ξ2, . . . unabhängige
und identisch verteilte Zufallsvariablen mit R(ξi = 1) = R(ξi = −1) = 1/2. Für x ∈ Z
sei Ln(x) = #{0 ≤ k < n,Xk = x} die Lokalzeit, d.h. die Anzahl der �Besuche�, der

Irrfahrt in x bis zur Zeit n. Zeigen Sie mit Hilfe von (1)

|Xn − x| = |x|+
n∑

k=1

sign(Xk−1 − x)∆Xk + Ln(x).

Folgern Sie, dass sich die Anzahl der Besuche in 0 bis auf einen konstanten Faktor wie√
n verhält. Zeigen Sie dazu für Ln := Ln(0)

E [Ln] ∼
√

2n/π, n→∞.

Hier schreiben wir wie üblich an ∼ bn für n→∞, falls an/bn → 1 für n→∞ gilt.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Es seien X = (Xt)t≥0 und Y = (Yt)t≥0 zwei an dieselbe Filtration
adaptierte stochastische càdlàg-Prozesse. Ferner sei Y von endlicher Variation. Zeigen

Sie

(a) Besitzt Y stetig di�erenzierbare Pfade, so gilt∫ t

0
XsdYs =

∫ t

0
XsẎsds.

Dabei bezeichnet der Punkt die Ableitung nach s.

(b) Ist Yt =
∑

s≤t ∆Ys für alle t > 0, wobei ∆Ys := Ys − Ys−, (d.h. Y ist ein reiner

Sprungprozess) dann gilt ∫ t

0
XsdYs =

∑
0<s≤t

Xs∆Ys.

Hinweis: In a) ist die Zerlegung Yt = Y0 +
∫ t
0 |Ẏs|ds−

∫ t
0 (|Ẏs| − Ẏs)ds hilfreich, für die b)

eine analoge.

Aufgabe 4 (3 Punkte). Berechnen Sie die folgenden Lebesgue-Stieltjes-Integrale:

a)

∫ t

0
f(s) dbsc, b)

∫ 1

0
s ds2 und c)

∫ 2

1
s d log s.


