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Aufgabe 1 (2 Punkte). Sei E ein normierter Raum und V ⊂ E eine abgeschlossene konvexe

Teilmenge. Zeigen Sie: Wenn für (xn)n∈N ⊂ V gilt, dass xn
w→ x, dann folgt x ∈ V .

Aufgabe 2 (2+4 Punkte). Wir betrachten das folgende Marktmodell (t ∈ [0, T ] mit T > 0):
Gegeben (Ω,F , P ) mit brownsche Bewegung W = (Wt)t≤T , sei S die Lösung der SDE

dSt = St(µdt+ σdWt), S0 > 0 deterministisch. (1)

Dabei soll gelten r, σ > 0, µ ∈ R konstant. Ferner sei B der (deterministische) Prozess gegeben

durch

dBt = rBtdt, B0 = 1. (2)

Wir de�nieren den Prozess X = S/B.

(a) Lösen Sie die obigen Di�erentialgleichungen und leiten Sie die Dynamiken von X bzgl W
her, dass heiÿt leiten Sie die SDE her mit brownsche Bewegung W deren Lösung gerade X
ist. Hinweis: Betrachten Sie St = exp(Lt).

(b) Geben Sie alle äquivalenten Martingal-Maÿe für X bzgl. der natürlichen Filtration von

W an. Nutzen Sie dabei das "Martingale representation theorem" sowie den Satz von

Girsanov.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Gegeben sei (Ω,F , P ). Betrachten Sie den Zeitdiskreten Prozess S =
{(St), t ∈ {0, 1}}. Für gegebenes S0 = 1 P-f.s., sei S1 ∼ U[ 2

3
, 3
2
]. Bestimmen Sie zwei äquivalente

Martingalmaÿe für S bzgl. der natürlichen Filtration.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Zeigen Sie die Aussage aus der Vorlesung, dass nur ∅ und Lp die

konvexen o�enen Mengen von Lp((0, 1)), p ∈ (0, 1) sind. Nutzen Sie aus, dass durch

d(x, y) := ∆(x− y)

eine vollständige translationsinvariante Metrik de�niert wird, weshalb Sie sich auf solche Mengen

beschränken können, die die Null enthalten.

Theorem 1 (Martingale representation theorem). Sei W = (Wt)t≤T eine brownsche Be-

wegung auf (Ω,F , P ). Sei (Ft)t≤T die natürliche Filtration von W . Sei M ein Martingal bzgl.

dieser Filtration. Dann existiert ein adaptierter Prozess Γ für den gilt:

Mt = M0 +

∫ t

0
Γ(u)dW (u).

Korrektur zum Satz von Hahn-Banach: Im Satz von Hahn Banach muss noch die Bedingung

gestellt werden, dass B und C konvex sind.


