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1 GRUNDLEGENDES 3

1 Grundlegendes

Die Stochastik beschéftigt sich mit zufilligen Ereignissen. Zunéchst mag es erstaunen, dass
man Regeln im Zufall finden kann. Auch wenn man nicht genau weif}, welches zufillige Er-
eignis passiert, kann man héufig angeben, mit welcher Wahrscheinlichkeit es passiert. Zentral
ist hier der Begriff der Wahrscheinlichkeitsverteilung, die angibt, mit welchen (deterministi-
schen) Wahrscheinlichkeiten zuféllige Ereignisse passieren. Wir beschéftigen uns nicht damit,
wie man diese Wahrscheinlichkeiten festlegt, sondern werden vor allem mit ihnen rechnen.
Ein weiterer zentraler Begriff ist die Zufallsvariabe, die ein zufélliges Elemente einer Menge
beschreibt. In diesem ersten Kapitel werden wir neben der Einfithrung dieser Begriffe ein paar
klassische Modelle kennen lernen, etwa das Werfen von Miinzen. Dies wird bei der Behandlung
von konkreten (Wahrscheinlichkeits-)Verteilungen sehr hilfreich sein.

In der Informatik werden stochastische Methoden in vielerlei Hinsicht bené6tigt. Wir be-
sprechen etwa das grundlegende Gebiet der Kombinatorik, das auch fiir Datenstrukturen und
Komplexitéitsanalysen wichtig ist. Weiter gibt es etwa die average-case-Analyse von Algo-
rithmen, bei der immer von einem zufélligen Input ausgegangen wird. Eine verwandte Frage
ist die Analyse zufilliger Algorihtmen, also Methoden, bei denen zufillige Entscheidungen
getroffen werden (obwohl der Input deterministisch ist). Letztlich spielen statistische Frage-
stellungen, gerade wenn sie rechenintensiv sind, eine grofler werdende Rolle in der Informatik.
Hier verweisen wir auf das sich stetig fortentwicklende Gebiet des Maschinellen Lernens.

1.1 Haufige Modelle: Miinzwurf, Wiirfeln, Urnen

Bevor wir formal einfithren, was Wahrscheinlichkeiten und Zufallsvariablen sind, behandeln
wir hdufige Beispiele.

Beispiel 1.1 (Miinzwurf). Wenn man eine Miinze wirft, zeigt sie bekanntlich Kopf oder
Zahl. Bei einem p-Miinzwurf ist die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf gerade p. Damit ist die
Wahrscheinlichkeit fiir Zahl gerade g := 1 — p. Bei {iblichen Miinzen denkt man oft an den
Fall p = 1/2, weil Kopf und Zahl mit derselben Wahrscheinlichkeit oben zu liegen kommen.
Denkt man jedoch, dass man eine Reiflzwecke wirft, die entweder mit der spitzen Seite oben
oder unten zu liegen kommt, ist klar, dass auch p # 1/2 sein kann. Wirft man zweimal mit
derselben Miinze, kann man nach der Wahrscheinlichkeit fragen, zweimal Kopf zu werfen.
Dies ist p?.

Etwas informatischer betrachten wir eine folge zufilliger Bits. Will man etwa eine zuféllige
(natiirliche) Zahl zwischen 0 und 31 erhalten, ist diese durch ihre Bindrdarstellung durch einen
fiinf-fachen Miinzwurf mit p = 1/2 gegeben.

Beispiel 1.2 (Wiirfeln). Eine bekannte Herausforderung ist es (etwa bei Mensch drgere
Dich nicht), beim Wiirfeln mit einem Wiirfel méglichst schnell eine 6 zu werfen. Dies ist ganz
dhnlich wie beim (1/6)-Miirzwurf, schlielich gibt es nur zwei Moglichkeiten 6 oder nicht 6.
Damit ist die Wahrscheinlichkeit, k mal keine 6 zu werfen, gerade (5/6)*. Wir berechnen noch
die Wahrscheinlichkeit, mit zwei Wiirfeln ein Mdzchen zu werfen, also gerade die Kombination
1,2. Diese ist

2.

[ I
| =

Denn: Entweder der erste Wiirfel zeigt eine 1 (Wahrscheinlichkeit 1/6) und der zweite Wiirfel
zeigt eine 2 (Wahrscheinlichkeit auch 1/6), oder andersherum (deswegen der Faktor 2).

—
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Schliissel Hash

Abbildung 1.1: Eine Hash-Funktion weist einer Menge von Schliisseln (meist nicht injek-
tiv) die Hashes zu.

Um eine Anwendung eines solchen (verallgemeinerten) Wiirfel-Experimentes zu geben,
betrachten wir eine Hash-Funktion; siehe auch Abbildung 1.1. Diese weist bekanntlich einer
Eingabemenge (oder Schliisseln) die Hashwerte zu, und zwar meist nicht injektiv (so dass meh-
rere Schliissel denselben Hash bekommen kénnen). Die Eingbabe sei so, dass jeder Schliissel
mit Wahrscheinlichkeit p; den Hash i zugeordnet bekommt, i € I. (Hier ist I die Menge der
Hashes.) Die Wahrscheinlichkeit, dass zwei Schliissel denselbem Hash i zugeordnet werden,
ist p?.

Beispiel 1.3 (Urne). In einer Urne befinden sich N Kugeln, und zwar K; Kugeln der Farbe
1, ..., K, Kugeln der Farbe n. (Also ist K; + --- 4+ K; = N.) Zieht man (mit verschlossenen
Augen) aus der Urne, zieht man eine Kugel der Farbe ¢ mit Wahrscheinlichkeit K;/N. Zieht
man anschliefend nochmal aus der Urne (wobei die erste Kugel nicht zuriickgelegt wurde),
ist die Wahrscheinlichkeit nochmal eine Kugel der Farbe ¢ zu ziehen (K; —1)/(N —1). Damit
ist die Wahrscheinlichkeit, dass man zwei Kugeln derselben Farbe zu ziehen, gerade

KK -1

£~ N N-1
Hat man etwa N Aufgaben, die von einem Prozessor (in zufilliger Reihenfolge) bearbeitet
werden sollen, und zwar K; Aufgaben vom Typ 1 (etwa Sortieren),...,K, Aufgaben vom
Typ n, so ist dies auch die Wahrscheinlichkeit, dass zunéchst zwei Aufgaben vom selben Typ
berbeitet werden.

Beispiel 1.4 (Geburtstagsproblem). Es werden k Schliissel in eine Liste mit n Hashes
geschrieben. Hierbei soll die Wahrscheinlichkeit, dass Schliissel ¢ dem Hash j zugeordnet
wird, gerade 1/n sein. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass es zu keiner Kollision kommt,
d.h. dass alle Schliissel verschiedenen Hashes zugeordnet werden?!

Wir gehen der Reihe nach die Schliissel durch. Die Wahrscheinlichkeit, dass der zweite
Schliissel einen anderen Hash als der erste Schliissel bekommt, ist (n —1)/n. Die Wahrschein-
lichkeit, dass der dritte Schliissel einen Hash bekommt, der verschieden ist vom Hash der
ersten beiden Schliissel, ist (n — 2)/n etc. Insgesamt ergibt sich also fiir die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit
n—1 n—2 n—k+1

n n n

Tn der Stochastik ist dies das Geburtstagesproblem: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass k Personen
alle an unterschiedlichen Tagen Geburtstag haben? (Hierbei ist dann n = 365.)
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Als Beispiel nehmen wir k& = 10 Schliissel, die auf n = 100 Hashes verteilt werden. (Dies ist
natiirlich untypisch, da normalerweise n < k Hashes verwendet werden.) Dann ergibt sich fiir
die Wahrscheinlichkeit keiner Kollision

99...91

100 =~ 0.629.

1.2 Kombinatorische Formeln

In allen obigen Beispielen wird klar, dass man oftmals etwas abzidhlen muss, um Wahrschein-
lichkeiten zu berechnen. Diese Kunst wird auch als Kombinatorik bezeichnet. Wir behandeln
nun ein paar ausgewihlte Félle, eine Zusammenfassung findet man in Tabelle 6.1. Anschlie-
Bend geben wir Beispiele.

Lemma 1.5 (Kombinatorik ohne Wiederholungen). Sei x = (x1, ..., xy,) ein Vektor der
Léinge n, deren Eintrdge alle verschieden sind.

1. Es gibtn!:==n-(n—1)---1 verschiedene Vektoren der Ldnge n, die dieselben Fintrdge
wie x haben.

2. Es gibtn-(n—1)---(n—k+1) verschiedene Vektoren der Linge k, die aus den Eintrdigen
von x gewonnen werden kénnen.

3. Es gibt (}) == ﬁlk), verschiedene, k-elementige Teilmengen von {x1,...,xn}.

Beweis. 1. Stellt man einen Vektor zusammen, so hat der erste Eintrag genau n Moglichkeiten.
Fiir jede dieser Moglichkeiten hat der zweite Eintrag dann n — 1 Mdoglichkeiten usw. Daraus
ergibt sich die Formel.

2. folgt genau wie 1. nur dass man nach dem k-ten Eintrag abbrechen muss.

3. Geht man von 2. aus, so gibt es (n%'k)' verschiedene Moglichkeiten, Vektoren der Linge k
aus den Eintrdgen von x zu bekommen. Von diesen Vektoren enthalten jeweils k! dieselben
Elemente. Will man also die Menge der k-elementigen Teilmengen zéhlen, so liefert jede dieser
Teilmengen genau k! Vektoren, also folgt das Ergebnis. O

Lemma 1.6 (Kombinatorik mit Wiederholungen). Gegeben seien n verschiedene Ob-
jekte, x1, ..., Tp.

1. Sind von den n Objekten genau r verschieden, und kommt das i-te Objekt genau k; mal
vor,i=1,...,7, ist ki+- - -+k,. = n und es gibt genau kl'ni'kr' verschiedene Mdglichkeiten,
die Objekte in eine Reihenfolge zu bringen.

2. Zieht man aus den n Objekten genau k-mal mit Zuriicklegen, so gibt es genau n*

che Ausginge, wenn man die Reihenfolge der gezogenen Objekte beachtet.

mogli-

3. Zieht man aus den n Objekten genau k-mal mit Zuricklegen, so gibt es genau (”H,;_l)

maogliche Ausginge, wenn man die Reihenfolge der gezogenen Objekte micht beachitet.

Beweis. 1. Konnte man alle Objekte unterscheiden, so gibe es n! Moglichkeiten. Da man
jedoch von dieser Anzahl jeweils k1!, ..., k! fiir die moglichen Reihenfolgen der identischen
Objekte zusammenfassen kann, folgt das Ergebnis.

2. ist Kklar.
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Permutation Variation Kombination
ohne n! _n (n) o
) — k) Tkl n— k)
Wiederholung (n—k)! k Kl(n — k)t
Beispiel || Anordnung von n | Ziehung von k Zah- | Ziehung von k Zah-
Zahlen, wobei jede | len aus n Moglichen, | len aus n Moglichen,
Zahl nur einmal vor- | wobei jede Zahl nur | wobei jede Zahl nur
kommen darf einmal vorkommen | einmal vorkommen
darf, mit Beachtung | darf, ohne Beach-
der Reihenfolge der | tung der Reihenfolge
Ziehung der Ziehung
! -1
Wiederholung Lrreeet B
Beispiel || Anordnung von n | Ziehung von k Zah- | Ziehung von k Zah-
Zahlen, die nicht al- | len aus n Moglichen, | len aus n Moglichen,
le verschieden sind wobei jede Zahl be- | wobei jede Zahl be-
liebig oft vorkommen | liebig oft vorkommen
darf, mit Beachtung | darf, ohne Beach-
der Reihenfolge der | tung der Reihenfolge
Ziehung der Ziehung

Tabelle 1.1: Kombinatorik beschéftigt sich mit dem Abzdhlen von Moglichkeiten. Gene-
rell unterscheidet man solche mit und ohne Wiederholungen, und mit (Permutationen und
Variationen) und ohne (Kombinationen) Beachtung der Reihenfolge.

3. Hier muss man etwas genauer nachdenken, wobei folgende Uberlegung entscheidend ist: ist
etwa n =5, k = 3, so ldsst sich jede gesuchte Moglichkeit durch einen Code der Art e @ s x @ x
darstellen. Dies bedeutet, dass vom ersten Objekt zwei Kopien gewihlt wurden (deshalb ee),
vom zweiten Objekt allerdings gar keines (deshalb ist zwischen den *’s kein ), vom dritten
eines, und vom vierten und fiinften wiederum keines. Dieser Code ist also eine eindeutige
Zuordnung der gesuchten Anordnungen auf die Menge der Vektoren der Linge n + k — 1
mit k& Eintrdgen e und n — 1 Eintrdgen . (Man beachte, dass  ja hier ein Trennzeichen ist,
und man n — 1 Trennzeichen bendtigt um n Felder zu trennen.) Die Anzahl dieser Vektoren
ist gerade die gesuchte Anzahl, weil man nun die k-elementigen Teilmengen aller n + k — 1
Eintrége sucht. O

Bemerkung 1.7 (Permutation). Wir bezeichnen jede bijektive Abbildung einer Menge S
als Permutation von S. Lemma 1.5.1 besagt, dass die Menge der Bijektionen von {1,...,n}
gerade n! ist.

Bemerkung 1.8 (Wie grof} ist eigentlich n!). Um etwa die Anzahl der moglichen Listen
anzugeben, die ein Sortieralgorithmus vorfinden kann (d.h. die Anzahl der moglichen Per-
mutationen von n Objekten) oder die Komplexitidt von Algorithmen abschiitzen zu kénnen,
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benétigt man eine Vorstellung, wie grof3 n! ist. Hierzu ist die Stirling-Formel hilfreich. Diese
besagt, dass
n!

lim —————=1.

Wir werden dies nicht beweisen, aber immerhin einsehen (was fiir Komplexititsaussagen meist
geniigt), dass n! ~ (n/e)"”. Wir schreiben

log(n!) = Zlog(i) = /n log(z)dx + O(n)
i=1 1

=zlogz — :U}Zzl + O(log(n)) = nlog(n) — n + O(log(n)).

Daraus erhalten wir
n

n! = elosn) — ¢n lOg(”)*"O(n) = O(n) (g>n

Beispiel 1.9 (Passworter). Es soll ein Passwort mit acht Zeichen aus den Zeichen [a-z,
A-Z, 0-9] generiert werden. Dafiir hat man fiir jede Stelle insgesamt 26 + 26 + 10 = 62
Moglichkeiten, insgesamt also 628 ~ 2.18 - 10'* Méglichkeiten.

Beispiel 1.10 (Schnitt zweier Listen). Sei A eine Liste von k und B eine Liste von n Ele-
menten. Wieviele Moglichkeiten gibt es, die Elemente der Liste B in die Liste A einzuordnen.
Die Elemente beider Listen seien dabei nicht unterscheidbar.

Jede dieser Moglichkeiten ldsst sich schreiben als Vektor, etwa AAABBABAAABBB - - -, der
Lange n + k, wobei A bedeutet, dass ein Element der Liste A und B, dass ein Element der
Liste B vorkommt. Da es insgesamt (”zk) solcher Vektoren gibt, ist dies auch die gesuchte

Anzahl.

1.3 Rekursionen

Oftmals lassen sich Abzéhlaufgaben durch eine Rekursion 16sen. Wir geben hier nur ein Bei-
spiel an.

Beispiel 1.11 (Anzahl bindrer Suchbdume). Ein binédrer Suchbaum (Binary Search Tree,
BST) ist eine bekannte Datenstruktur von geordneten Daten, in der man vorhandene Elemente
leicht wiederfindet und auch neue einsortieren kann. Es handelt sich um einen binéren Baum,
bei dem die Wurzel Grad 2 hat, und alle anderen Knoten entweder Grad 3 (interne Knoten)
oder Grad 1 (externe Knoten oder Bliitter) haben. Jeder interne Knoten hat ein linkes und
ein rechtes Kind. Die Eintrige sind so geordnet, dass das linke Kind ein kleineres und das
rechte ein grofleres Label bekommt. Die Bléitter sind Platzhalter fiir neue Elemente.

Wir wollen nun die Anzahl bindrer Suchbdume mit einer vorgegebenen Anzahl von Bléttern
zéhlen, wobei wir die Eintrédge nicht betrachten wollen. Dabei gehen wir ahnlich wie bei Divide-
and-Conquer-Algorithmen rekursiv vor. Das bedeutet: Jeder BST mit n Bléattern (und damit
n — 1 internen Knoten) enthilt einen linken und einen rechten Teilbaum. Hat der linke Teil-
baum i Blitter, so hat der rechte Teilbaum n — ¢ Blatter. Ist z,, die Anzahl der BSTe mit n
Bléttern, so gilt also

n—1

r1 =292 =1und z,, = szxn,z (1.1)
i=1
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Wir zeigen nun, dass

1 2n 2n)!

Mit anderen Worten handelt es sich bei der gesuchten Anzahl von BSTs um die Catalan-
Zahlen. Wir betrachten die Funktion

o0 o

n n—1

z) = E Tpi12" = E T2,
n=0 n=1

die auch Erzeugendenfunktion der Zahlenfolge z1, x3, ... genannt wird. Es gilt ndmlich wegen
der Rekursion (1.1)

—1+ZZ:L‘Z$”+1 2" —1+zZle a:n+1 2

n=1i=1 i=1 n=i

_1+sz, Zl'nJrlZ =1+ 2f(2)%

n=0
also zf(2)? — f(2) + 1 = 0 und damit (wegen f(z) 220, 1)

1) = =2

Mit der Reihendarstellung? der Funktion y — /I + y ergibt sich

[e o]

1 2n)t 2n)t
J(z) = 222;n1((n+)1)!z " :;}n!((m)mz '

Vergleicht man nun die letzte Zeile mit der Definition von f ergibt sich (1.2).

2Hier erinnern wir an die Mathematik-Vorlesung. Dort wurde die Taylor-Reihe einer beliebig oft differen-
zierbaren Funktion y — f(y) besprochen. Diese ist im Entwicklungspunkt yo = 0 gegeben durch

> £(n)
T f(y) == Z wyn7

n!
n=0

wobei f((0) die n-te Ableitung von f in 0 bedeutet (und f© = ). Die Funktion g : y — /T + y etwa lisst
sich durch T g approximieren und es ergibt sich

m=1+%y72212,y2+ 5 ;, 375243,'4!111“-
—1—(—*) 2~ )2 G G
2 4! 2
—1_ ( ) ( g) i(_g)tﬂ(_g)‘*...
200'1' 211'2' 2 222131 2 23314! 2

—1—22%(—1)"“.

Ist
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Abbildung 1.2: Ein bindrer Suchbaum mit fiinf Bléttern.

1.4 Wahrscheinlichkeitsriume und Zufallsvariablen

Definition 1.12 (Zufallsvariable). Sei E eine Menge. Ein zufilliges Element von E heifst
(E-wertige) Zufallsvariable.

Bemerkung 1.13 (Zufilligkeit). 1. Eine Illustration einer Zufallsvariablen findet sich
in Abbildung 1.3.

2. In obiger Definition ist zunéchst unklar, was genau zufdllig bedeuten soll. Dies wird nun
durch den Begriff der Verteilung der Zufallsvariable behoben. Wir unterscheiden hierbei
zwei Félle: Entweder ist E hochstens abzéhlbar, oder Teilmenge der reellen Zahlen.

Definition 1.14 (Verteilung einer Zufallsvariablen). Sei X eine E-wertige Zufallsva-
riable.

1. Angenommen, E ist hdchstens abzihlbar. Dann heifit X diskrete Zufallsvariable und die
Funktion  — P[X = z] die Verteilung von X. Hier ist P[X = x| die Wahrscheinlich-
keit, dass X den Wert x annimmt. Diese Abbildung heifst auch Zahldichte.

2. Angenommen, E C R. Gilt fiir jedes Intervall A C R, dass
PX € A] = / f(z)dz,
A

so heifst f Dichte der Verteilung von X und X eine stetige Zufallsvariable. Wir schreiben

dann auch
P[X € dz] = f(z)dx.

3. Wir bezeichnen mit P(E) die Potenzmenge von E. Sei P : A C P(E) — [0,1]. Gilt
P[E] = 1, P[A°] = 1 — P[A4] und P, oy 4An] = Yoy PlA,] fiir paarweise disjunk-
te Ay, Ag,... (falls alle Werte definiert sind), so heifst P eine Wahrscheinlichkeits-
Verteilung auf E. Sind P und Q Wahrscheinlichkeits- Verteilungen und ist X eine Zu-
fallsvariable mit P[X € A] = Q[A], so schreiben wir auch X ~ Q oder X ~p Q.

Bemerkung 1.15 (Zusammenhang (Z&hl-)Dichten und Wahrscheinlichkeitsvertei-
lungen). Offenbar definieren sowohl Z#hldichten von diskreten Zufallsvariablen als auch
Dichten von stetigen Zufallsvariablen Wahrscheinlichkeitsverteilungen.
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Abbildung 1.3: Eine Zufallsvariable ist ein zufélliges Element einer Menge.

Beispiel 1.16 (Miinzwurf). Bei einem zweimaligen p-Miinzwurf sei X = (X, X3) der
zufillige, {Kopf, Zahl}-wertige Vektor, der den Ausgang des Wurfes beschreibt. Dann gilt
etwa

P[X = (Kopf, Kopf)] = P[X; = Kopf, Xo = Kopf] = p°.

Beispiel 1.17 (Normal-Verteilung). Vor allem in statistischen Anwendungen spielt die
Normal-Verteilung eine grofle Rolle. Eine Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Erwar-
tungswert 1 € R und Varianz o? € R, falls die Verteilung von X die Dichte

exp ( — ;(x_QMZ) (1.3)

g

flx) = f,s2(x):=
@) 1= fuo@) = <=
besitzt.? Wir schreiben dann X ~ N(p,0?). Ist 4 = 0 und 02 = 1, so heifit die Verteilung
auch Standard-Normal-Verteilung. Es gibt auch mehrdimensionale Normal-Verteilungen, die
wir spéter behandeln werden.

Bemerkung 1.18 (Mathematische Definition von Verteilungen). In der Mathema-
tik definiert man Zufallsvariablen und Verteilungen etwas anders. Wahrend oben der Begriff
der Zufallsvariable im Vordergrund steht, fithrt man in mathematischen Vorlesungen zur
Stochastik zunéchst Wahrscheinlichkeitsverteilungen ein. Fiir eine Menge ) sind dies Ab-
bildungen P : A — [0,1], wobei A C P[] eine o-Algebra, also ein Mengensystem mit
De ALAec A= A°e A A1, Ay, ... € A= |Jp2 | Ay € Aist. Fiir die Abbildung P fordert
man nun P[] = 0, P[A°] = 1 —P[A] und P,y 4An] = Do~ P[A,] fiir paarweise disjunkte
Aq, As, .... Hier sind nun automatisch alle Werte definiert, da A eine o-Algebra ist.

In dieser Form der Modellierung ist eine E-wertige Zufallsvariable eine Abbildung X :
) — E; siehe auch Abbildung 1.4. Die Verteilung von X ist dann gegeben durch

P[X € A] = Plx "' (A)),

wobei im letzten Ausdruck X ~!(A) € A gelten muss.

Wir werden jedoch (wie oben) den intuitiveren Begriff der Zufallsvariable in den Vorder-
grund stellen. Ganz egal wie man modelliert, wichtig ist, dass auf jeden Fall die Rechenregeln
aus Definition 1.14.3 gelten.

3Aus der Analysis bekannt ist
2
/exp ( - %)dw = V2.

Damit zeigt man durch Substitution z = (x — u)/v/o? leicht, dass es sich bei (1.3) um eine Dichte handelt.
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Abbildung 1.4: In der klassischen Modellierung ist eine Zufallsvariable eine Abbildung
X:Q— FE.

Wir lernen nun noch eine wichtige Formel zum Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten kennen.

Proposition 1.19 (Einschluss- Ausschluss-Formel). Sei X eine E-wertige Zufallsvaria-
ble und Ay, ..., A, C E. Dann gilt

P[X € AjU---UA]

=Y PIXc€A]- Y PXeAnAl+ - £P[XeAn - NA
=1

1<i<j<n

Beweis. Zunéchst sei n = 2. Klar ist, dass P[X € Ay \ (A1 N Ag)] = P[X € Ay)] —P[X €
A1 N Ay], da A1 N Ag und As \ (A1 N Ay) disjunkt sind. Daraus folgt nun

P[X € A UAQ] = P[X € Al] +P[X € Ay \ (Al ﬁAg)]
_P[X € A] + P[X € As] — P[X € A, N 4y,

Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von vollstandiger Induktion. Es gilt wie im Fall n = 2

P[XGAlU"'UAn+1]:P[X€A1U"'UAn]+P[X€An+1]
—P[X S (AlﬂAn+1)U"'U(AnﬂAn+1)]

:%P[X €A]— ) PIX € AnA —zn:P[X € AN Ani]
=1 1<i<j<n i=1
-~-j:P[XeAlﬂ--~ﬁAn]izn:P[X€A1Q-~~0Ai,1ﬂA¢+1ﬂ-~-ﬁAn+1]
i=1
FPXecAin---NA)
Damit ist die Aussage gezeigt. O

Beispiel 1.20 (Runs). Ein Algorithmus wird wiederholt (mit zufélligem Input) ausgefiihrt.
Dabei bricht er mit Wahrscheinlichkeit p ab, mit Wahrscheinlichkeit ¢ := 1 — p liefert er
das richtige Ergebnis. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass er bei n-maliger Ausfithrung
mindestens k-mal in Folge abbricht?

Etwas mathematischer kénnen wir das auch so formulieren: Wir werden eine Miinze mit
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Erfolgswahrscheinlichkeit p genau n-mal. Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit, dass es zu
einem Run von mindestens k Erfolgen kommt?

Um diese Wahrscheinlichkeit zu berechnen, ist die Einschluss- Ausschlussformel hilfreich. Sei
X ein zufilliger Vektor der Linge n mit Eintréigen in {0,1} (wobei 1 einen Erfolg und 0 einen
Misserfolg bezeichnet), mit

PX = (21,0, 2)] = pEiot P D,
Weiter sei (mit zg := 0 und festem k)
Ai = {(5131, ,$n) X1 = O,HZ'Z' = Tiyk—1 = 1},

also ist X € A; das Ereignis, dass im Vektor X ab Position ¢ einen Run der Linge mindestens
k beginnt. Wir wollen also

P[X S A] fir A=A U--- UAn_k+1
berechnen. Es ist nun (da das Ereignis A; impliziert, dass der Run in ¢ startet) fiir i < j
{(XeAdnAj}=0fallsj—i<k

und damit (da es sich fiir |[j — i| > k bei den Miinzwiirfen 4,...,i +k —1 und j,....,j + k — 1
um unterschiedliche Wiirfel handelt) fiir ¢ < j

0, falls j —i < k,
PX € A,NAjl =< ¢*p?, fallsj—i>k,i>1,
qp**,  falls j—i>k,i=1.

Nun kommt die Einschluss-Ausschlussformel zum Einsatz und wir schreiben

2
n — 2k n—3k—1
_|_< ) >q2p3k+< ; >q3p3k---

1.5 Gemeinsame Verteilung, Bildverteilung, Unabhingigkeit

n—2k—1
PX € A] = p* + (n — k)gp* — (n — 2k)gp™" — ( )q2p2’“

Bereits in den Beispielen 1.1, 1.2, 1.4, 1.20 haben wir Wahrscheinlichkeiten miteinander mul-
tipliziert. Etwa hatten wir gesagt, dass die Wahrscheinlichkeit beim p-Miinzwurf fiir das zwei-
malige Auftreten von Kopf gerade p? ist. Begriindet haben wir dies mit der Unabhingigkeit
der Miinzwiirfe. Um dieses Konzept einzufiihren, ben6tigen wir zunéchst die gemeinsame
Verteilung von Zufallsvariablen.

Definition 1.21 (Gemeinsame Verteilung). Ist X = (Xy,...,X,,) mit Zielbereich Ey X
... X By, so heifit die Verteilung von X auch gemeinsame Verteilung von Xi,..., X,. Die
Abbildung

A — P[XZ' € Ai]

ist die i-te Rand- oder Marginalverteilung der gemeinsamen Verteilung von Xy, ..., X,.
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Abbildung 1.5: Das Bild einer Zufallsvariablen X unter einer Abbildung & ist wieder eine
Zufallsvariable, ndmlich h(X).

Gilt fir alle Intervalle A1, ..., A, C R, dass
PX € A x - x Ay :/ fx1,.ooyxy)dzy - - - doy,
A

so heifst f Dichte der gemeinsamen Verteilung von Xy, ..., X,,. Wir schreiben dann auch
PX €dxy---dx,] = f(x1,...,zp)dxy - - - dy.

Definition 1.22 (Bildverteilung). Ist X eine E-wertige Zufallsvariable und

h:E— F,
so ist Y := h(X) eine E'-wertige Zufallsvariable und

Y=y} ={Xenr '}
also ist die Verteilung von'Y gegeben durch
P[Y € B] = P[X € h }(B)].
Eine Illustration von Bildern von Zufallsvariablen findet sich in Abbildung 6.2.

Bemerkung 1.23 (Interpretation). Auch wenn die Definition abstrakt erscheint, sind Bil-
der von Zufallsvariablen hiufig anzutreffen. Sei etwa (X1, ..., X;,) das Ergebnis eines n-fachen
p-Wiirfelwurfs und setzen ¢ := 1 — p. Also ist X = (Xy,...,X,,) eine {0, 1}"-wertige Zufalls-
variable mit

PX = (21, ..., 2y)] = pXi=1 % (1 — )"~ 2i=1 %
Sei h(x1,...,xp) = &1 + - -+ + . Dann gilt |h~ (k)| = (}), also
P(h(X) - k) —P(X e h (k)

_ kEn—k _ [T\ k n—k
= > —(k)pq :

Dies gibt also die Verteilung von h(X) an.
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Beispiel 1.24 (QUICKSORT). Wir geben noch ein informatisches Beispiel, ndmlich die Vertei-
lung der Vergleiche bei QUICKSORT: Der Input ist ein Vektor verschiedener Zahlen z1, ..., zy,.
Ziel ist es, diese zu ordnen und wird durch den Pseudocode in Algorithmus 1 beschrieben.
Hierbei nennt man jeweils a das Pivot-Element. Wir geben ein Beispiel mit

(21,...,x7) = (17,4,32,19,8, 65, 44).

Zunéchst wahlen wir das Pivot-Element a = 17, vergleichen alle anderen Elemente des Vektors
mit dem Pivot-Element (das ergibt 6 Vergleiche) und vertauschen Paare von Zahlen, die gréfier
und kleiner als das Pivot-Element sind, so dass der Vektor

(17,4,8,19, 32, 65, 44)

entsteht. Hier sind Elemente, die kleiner als das Pivot-Element sind, links von Elementen, die
grofler sind. Nun setzen wir das Pivot-Element zwischen diese beiden Mengen, so dass sich

(4,8,17,19,32, 65, 44)

ergibt. Anschliefend iterieren wir das Ganze mit den Vektoren links und rechts des Pivot-
Elements. Die folgenden Schritte sind

(4,8,17,19,32,65,44) mit 1 Vergleich links von 17 und 3 Vergleichen rechts von 17 ,
(4,8,17,19,32,65,44) mit 2 Vergleichen rechts von 19,
(4,8,17,19,32,44,65) mit 1 Vergleich rechts von 32.

Insgesamt ergeben sich also 6 + 1+ 3 + 2 + 1 = 13 Vergleiche.

Algorithm 1 QUICKSORT
INPUT: Unsortierter Vektor von r — [ 4+ 1 Zahlen xy, ..., z,
OUTPUT: Sortierter Vektor

1: if r — [ > 0 then

2: a < I

3: (21, ...,x,)  Vektor, in dem alle Elemente, die kleiner (groBer) als a sind, links (rechts)
von a stehen.

4: q <+ Position von a in (z, ..., ;)

5: QUICKSORT(xy, ..., Tq—1)

6: QUICKSORT(Zg41, ..., Ty)

7: end if

Wir betrachten nun QUICKSORT mit randomisiertem Input X. Das bedeutet, dass fiir
gegebene Zahlen z; < --- < z, der Input eine zufillige Permutation ¥ = (o(1), ...,0(n)), also
zoXY = (zg(l), vy za(n)) dieser Zahlen ist. Mit anderen Worten kommt jede Umordnung der
Zahlen (z1, ..., z,) mit Wahrscheinlichkeit 1/n! vor, also (mit

P(X=z200)=P2X=0)=—

Nun ist ¢ eine S,-wertige Zufallsvariable ist und

)Sn =N
"lo s #Vergleiche, die QUICKSORT mit Input z o o benétigt.
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Als Beispiel fiir z = (4,8,17,19,32,44,65) und o = (2,5,1,4,3,7,6) ist etwa z 00 =
(17,4,32,19,8,65,44) und h(o) = 13. Da die Verteilung von ¥ nbekannt ist (ndmlich die
Gleichverteilung auf S,,), kénnen wir nun die Bildverteilung von h(X) betrachten. Es ergibt

sich etwa
2

ﬁv

da (wie aus der Algorithmik-Vorlesung bekannt) QUICKSORT genau dann die maximale Anzahl
von 6 +5+4+ 3+ 2+ 1 = 21 Vergleiche benétigt, wenn der Input geordnet war, also
h='(21) = {(1,2,3,4,5,6,7),(7,6,5,4,3,2,1)}.

P(h(X) = 21) =

Definition 1.25 (Unabhingigkeit). Seien X, ..., X,, Zufallsvariablen. Gilt
P[X; € Ay,..,. X, € A =P[X; € A]---P[X,, € 4,] (1.4)
fiir beliebige Ay, ..., Ay, so heifit (X1, ..., X,,) unabhdingig.

Bemerkung 1.26 (Unabhingigkeit von diskreten und stetigen Zufallsvariablen).
Man iiberlegt sich einfach:
Sind X7, ..., X,, diskrete Zufallsvariable. Dann ist (X, ..., X,,) genau dann unabhéngig, wenn

P[Xl =T, ...,Xn = J}n] = P[Xl = :Zil] ce P[Xn = a:n]
fiir beliebige Wahl von 1, ..., T,
Weiter gilt:

Sind X7y, ..., X,, stetige Zufallsvariablen, so dass die gemeinsame Verteilung eine Dichte f
besitzt. Dann ist (X1, ..., X;,) genau dann unabhingig, wenn es Funktionen fi, ..., f,, gibt mit

f(:L‘l, cey ZL‘n) = fl(l'l) s fn(l’n) Dabei gilt
xz /f Llyeeey L d.l‘l diL‘i_ldl’i_H cee dl’n.

Beispiel 1.27. 1. Beispiele fiir unabhéngige Zufallsvariable haben wir bereits kennen ge-
lernt. Beispielsweise ist ein p-Miinzwurf (X1, ..., X;;) unabhéngig.

2. Seien X,Y gemif
PIX € dz,Y € dy] = f(z) - f(y)dzdy

verteilt, wobei f := fo 1 die Dichte der Standardnormalverteilung ist. Dann sind X,Y
unabhéngig. Allerdings sind die Zufallsvariablen min(X,Y’), max(X,Y") nicht unabhéngig.
Es gilt etwa fiir a < b

Pmin(X,Y) <a,max(X,Y) <t =PX <Y, X <q,Y <0+PY <X,Y <a,X <D

/ / Locyf( (mm+/ / ly<r () (z)dyd
:g[m[mugﬂwﬂm@w.

Damit hat (min(X,Y’), max(X,Y’)) die gemeinsame Dichte 2 - 1,<, f(x)f(y). Dies lésst
sich jedoch nicht als Produkt zweier Funktionen in x bzw. y schreiben.
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2 Verteilungen und deren Eigenschaften

2.1 Grundlegendes

Einen besonderen Stellenwert haben reellwertige Zufallsvariablen und deren Verteilungen. Fiir
diese ldsst sich die Verteilungsfunktion definieren.

Definition 2.1 (Verteilungsfunktion und Quantile). Sei E C R und X eine E-wertige
Zufallsvariable. Dann heifst die Funktion

x— Fx(z) :=P[X <z
Verteilungsfunktion von X . Sei weiter o € (0,1). Jedes qo € R mit
P[X < QQ] <a< P[X < QQ]

heifit a-Quantil von (der Verteilung von) X. Jedes 0.5-Quantil heifst Median von (der Ver-
teilung von) X.

Lemma 2.2 (Eigenschaften von Verteilungsfunktionen). Sei X eine (diskrete oder
stetige) reellwertige Zufallsvariable. Dann gilt

lim Fx(z)=1,

T—00

lim Fx(z)=0.
T—r—00

Ist X eine stetige Zufallsvariable mit Dichte f(z)dzx, so gilt

Px(@) = [ 1)

Insbesondere ist also

/_Z F(2)dz = 1.

Weiter ist F' = f und die Verteilungsfunktion damit differenzierbar.

Beweis. Wir zeigen die ersten beiden Aussagen fiir diskrete Zufallsvariable. Sei £ C R der
diskrete Wertebereich von X. Dann gilt schliefllich ) - P[X = 2] = 1 und damit P[X <
] = cp.<. P[X = 2] 272, 1, da andernfalls die Gesamtsumme von P[X = z] nicht
konvergiert. Die zweite Gleichung folgt analog.

Die Aussage fiir stetige Zufallsvariable ist klar, da (—oo, z] ein Intervall ist und damit
x
P[X <z] =P[X € (—o0,z]] :/ f(z)dz
—0o0

gilt. O
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2.2 Uniforme Verteilungen, Laplace-Experimente

Man stelle sich einen Wiirfelwurf mit einem fairen Wiirfel vor. Hier sind alle mo&glichen
Ausgiinge gleichwahrscheinlich. In einem solchen Fall spricht man auch von einem Laplace-
Experiment. Solche Experimente fithren zu uniformen Verteilungen, die wir nun kennen ler-
nen.

Definition 2.3 (Diskrete uniforme Verteilung). Sei E eine endliche Menge. Ist x —
P[X = x| konstant, so heifst die Verteilung von X diskrete uniforme Verteilung. In diesem
Fall gilt
4]
PX € Al = —.
|E|
Beispiel 2.4 (Zufillige Permutationen). Etwa bei der Analyse von QUICKSORT mit
zufilligem Input haben wir eine zufillige Permutation X betrachtet. Diese hatte eine dis-
krete uniforme Verteilung auf S, der Menge der Permutationen von {1, ...,n}. Ist also etwa

Aj={o:0(1) =max(o(1),...,0(5))},

so folgt |A;| = (?) (mn—7)IG -1 = ”7' (da die erste Stelle in o(1),...,0(j) bereits festgelegt
ist. Deshalb ist
Prea]- 1
TV
Definition 2.5 (Stetige uniforme Verteilung). Sei E = [a,b] ein Intervall und X eine
E-wertige Zufallsvariable. Gilt fira < c<d<b

d—c

PIX € (c,d)] = ;—.

so heif$t die Verteilung von X stetige uniforme Verteilung. In diesem Fall hat X die Dichte

5 ad:c fir z € [a,b].

und wir schreiben auch X ~ U([a,b]). Weiter kinnen wir auch die Verteilungsfunktion von
X berechnen. Es gilt

0, z < a,
PX <z]=( 7 [Tdz=49=2 a<z<b,.
1, x > b.

Definition 2.6 (Beta-Verteilung). Seien X1, ..., X, ~ U([0,1]) unabhingig. Wir bezeich-
nen mit X ;) die i-te Ordnungsstatistik der Zahlen Xi, ..., Xy, d.h. X ;) ist die i-t-kleinste Zahl
aus {X1, ..., Xpn}. Dann heifit die Verteilung von X () auch Beta-Verteilung zu den Parametern
i und n — 1+ 1. Wir schreiben auch X;y ~ Beta(i,n —i+1).

Lemma 2.7 (Dichte der Beta-Verteilung). Ist X ~ Beta(a, ) fir o, € N, so besitzt
X die Dichte fir x € [0,1]

fa) = (“FE T aar -

a
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Bemerkung 2.8. Fiir eine Dichte f ist bekanntlich immer [ f(z)dz = 1. Da wir oben die
Dichte der Beta-Verteilung angegeben haben, folgt fiir ¢,j € Z+

oy ; 1
/(]x(l—x) da::m.

1+1

Beweis. Wir miissen fiir unabhéngige X1, ..., X,, ~ U([0,1]) zeigen, dass fiir a € [0,1] (und
fiir die i-te Ordnungsstatistik X))

P[X(z) <a|= / <n> ixifl(l — a:)”fidx.
0 (3

P[X(;) > a] = P[hochstens i — 1 der Zahlen Xy, ..., X, sind kleiner als a

£ oo

Da die Dichte gerade die Ableitung der Verteilungsfunktion ist, berechnen wir zunéchst

dCiL Zl ( ) —a)" k(1 — a) — (n — k)a).

k=0

Wir schreiben

=k—na

Den Rest des Beweises fithren Sie bitte als Ubungsaufgabe. O

2.3 Die Binomial-Verteilung

Denkt man an ein n-mal unabhéingig wiederholt durchgefiihrtes Spiel, so ist es moglich, zwi-
schen 0 und n-mal zu gewinnen. Die Anzahl der Gewinne ist eine Zufallsvariable, deren Ver-
teilung wir nun als Binomialverteilung kennen lernen. Diese haben wir schon in Beispiel 1.1
kennen gelernt. Die Verteilungsgewichte und die Verteilungsfunktion der Binomialverteilung
sind in Abbildung 2.1 dargestellt.

Definition 2.9 (Binomialverteilung). Sei E = {0,...,n} und 0 < p < 1. Ist X eine
E-wertige Zufallsvariable mit

PLX = 4] = <Z)p’f<1 —p (21)

so heifit die Verteilung von X Binomialverteilung mit Parametern n und p und wir schreiben
X ~ B(n,p).

Bemerkung 2.10. Die B(n,p) Verteilung gibt die Anzahl der Erfolge in einem n-mal un-
abhéngig wiederholt ausgefiihrten Spiel dar, wobei in jedem Spiel die Gewinnwahrscheinlich-
keit gerade p betragt.

Denn: Jeder Spielausgang des wiederholten Spiels kann man mit einem {0, 1}-wertigem Vektor
der Lénge n beschreiben. Ist etwa n = 5, so ist (1,1,0,0,1) ein Gewinn in den ersten beiden
und im letzten Spiel. Ein solcher Spielausgang hat gerade die Wahrscheinlichkeit p - p - (1 —
p)-(1—p)-p=p>(1—p)? Daes genau (Z) Vektoren gibt, die aus genau k Ziffern 1 und n — &
Ziffern 0 bestehen, folgt (2.1).
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PIX=K]
PIX <K

I I S S A ) B | Il
L L L L L L
012 3 456 7 8 9 10k 012 3456 7 8 9 10k

Abbildung 2.1: Verteilungsgewichte und Verteilungsfunktion von B(10,0.2).

2.4 Die Normal-Verteilung

Bereits in Beispiel 1.17 haben wir die ein-dimensionale Normal-Verteilung kennen gelernt. Wir
erweitern diese nun auf mehrere Dimensionen. Diese Verteilung ist vor allem in der Statistik
von hochstem Interesse.

Definition 2.11 (Mehrdimensionale Normal-Verteilung). Sei p € R" und ¥ € R"*"
symmetrisch und positiv definit.* Gilt dann fir eine R™-wertige Zufallsvariable X, dass

1
PX € du,...,dzy) = ——— exp ( —

(2m)kdet(X)

1 _
S@—w = @ = p))dn - da,

so heifit X multi-variat normalverteilt mit Erwartungswertvektor p und Covarianz-Matriz 3.
Wir schreiben dann X ~ N(p,X). Ist p = 0 und X = E  (die n-dimensionale Einheitsmatriz),

so heifft X auch Standard-normalverteilt.

3 Kenngroflen von Zufallsvariablen

Die Verteilung einer Zufallsvariable ist oftmals kompliziert; man denke etwa an die (zufillige)
Anzahl der Vergleiche, die QUICKSORT bendttigt um einen Vektor zu sortieren. Deshalb ist
es oftmals hilfreich, die Verteilung in Kenngréflen zusammenzufassen. Die wichtigsten sind
sicherlich der Erwartungswert und die Varianz der Verteilung. Bei mehr-dimensionalen Ver-
teilungen kommt weiterhin noch die Kovarianz hinzu.

3.1 Der Erwartungswert

Definition 3.1 (Erwartungswert). Sei X eine E-wertige Zufallsvariable und h : E — R.

“Eine Matrix A = (Ay;)ij=1,..n € R™*" heifit symmetrisch, falls ai; = aji,,j = 1,...,n. Sie heiit positiv
definit, falls QTQ > 0 fiir alle x € R™.
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1. Ist E diskret, so heifst

=) h()P[X =

zeFE

Erwartungswert von h(X), falls die Summe konvergiert.

2. Ist X stetig mit Dichte f, so ist

Erwartungswert von h(X), falls das Integral existiert.

Ist speziell E C R und h = id, so heifit

E[X]:= ) 2P[X =],

zeE
E[X]:= /xf(x)da:
Erwartungswert von X, falls Summe und Integral existieren.

Beispiel 3.2 (Uniforme und Binomialverteilung). 1. Sei X ~ U([a, b]). Dann ist

1 b 102 —a® 1

2. Sei X ~ B(n,p). Dann ist mit ¢:=1—p

BB (e

k=1
n—=1\ p 1ok
= npz L )Pt = np.
k=0

Bemerkung 3.3 (Transformationssatz). Sei X eine E-wertige diskrete Zufallsvariable
und i : £ — R. Dann gilt. Dann gilt

(3.1)

ER(X)] = ) yPh(X)=y
yEh(E)

falls die Summe existiert.
Denn: Es gilt nach Definition des Erwartungswertes

= Z h(z)P[X =z| = Z Z h(z)P[X = z]

xelb yeh(E) zeh~1(y)
= )y Z PX = ) yPh(X) =yl
yEh(E) zeh~ y€Eh(E)

Als einfaches Beispiel des Transformationssatzes brerechnen wir den Erwartungswert einer
Indikatorfunktion.
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Beispiel 3.4 (Indikatorfunktion). Sei X eine E-wertige Zufallsvariable und 14 : E —
{0,1} gegeben durch
1, x€A,
1a(x) = {

0, =¢A.

Dann ist
E[14(X)] = ) yP[1a(X) =y] =P[1a(X) = 1] = P[X € A].
y=0,1

Lemma 3.5. Sei X eine Z, -wertige Zufallsvariable. Dann gilt

= iP[X > 1z,
=0

mxu>¢n:z§appm>ﬂ
x=0

falls jeweils die Summe existiert.
Beweis. Fiir die erste Behauptung schreiben wir

X]=) aP[X = ZZP =z]=) Y PX=
=0

r=1y=1 y=1z=y
=Y PX>y|=) PIX >y
y=1 y=0

wobei die Umordnung der Doppelsumme wegen der absoluten Konvergenz der Reihe moglich
ist. Fiir die zweite Behauptung ist analog

00 co z—1
E[X(X—l)]:2zx($2_l)-P[X:x]:QZZy-P[X:
r=1 x*ly*O
:2ZZy-P[X— —2Zy P[X > y].

y=0 x=y+1
O

Beispiel 3.6 (Diskrete uniforme Verteilung). Sei X uniform auf {k, ..., £} verteilt. Dann
ist

Z - k+1 T k+1(zx_zx>:(£)k+(i)

_(f—k:+ Dl+k) L+k
20 —-k+1) 27

Genauso konnen wir schreiben

, 1 l—k
:;)P[X>.T ZI+Z€—]€+1 +£—k+1;)x

(“EH (—k_t+k
k1 Pt T

=k+
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Proposition 3.7 (Eigenschaften des Erwartungswertes). Seien X,Y (diskrete oder ste-
tige) Zufallsvariablen.

1. Seia,b € R. Dann gilt
E[aX +bY] = a«E[X] + bE[Y],

falls alle Erwartungswerte existieren.
2. Gilt X <Y, soist E[X] <E[Y].

Beweis. Wir zeigen beide Aussagen nur im Fall von diskreten Zufallsvariablen. Es gilt

ElaX +bY] = ) (az+by)P[X =2,Y =y

el
=a Y 2PX=2,Y=y/+b > yPX=2Y =y
z,yeL z,yeE
=a) P[X=2]+b> yP[Y =y|] =dE[X]+E[Y].
rel yeE

Fiir 2. gentigt es zu zeigen, dass E[X] > 0 fiir X > 0. (Dann ist ndmlich E[Y]| — E[X]| =
E[Y — X] > 0.) Wir schreiben, falls X > 0

EX]=) 2P[X=z]= Y aP[X=2]> > 0-PX=2a]=0.

zeFE zeE,x>0 zeE,x>0
O

Beispiel 3.8 (p-Miinzwurf). Ist X = (X1, ..., X},) ein p-Miinzwurf, so wissen wir bereits,
dass Y := X; +---+ X,, ~ B(n,p). Also muss auch

EY]|=E[X;+ -+ X, =E[Xj]+ -+ E[X,] =nE[X ] =nP[X; =1] =np
in Ubereinstimmung mit (3.1).

Beispiel 3.9 (Average-Case-Analyse von QUICKSORT). In Beispiel 1.24 haben wir bereits
QUICKSORT fiir einen zufilligen Input X (als eine zufillige Umordnung ¥ der Zahlen z; <
-+ < zp) kennen gelernt. OBdA nehmen wir nun an, dass z; = 1,..., 2z, = n. (Das bedeutet,
dass QUICKSORT den Vektor o(1),...0(n) in den Vektor 1,...,n umordnet.) Weiter haben wir
die Verteilung der Anzahl der Vergleiche h(X) bei Vorliegen der Umordnung ¥ definiert. Wir
kommen nun zu einer Moglichkeit, E[h(X)] zu berechnen. Hier spricht man auch von der
Average-Case-Analyse, da es ja gerade um das mittlere Verhalten des Algorithmus geht.

Um E[h(X)] zu berechnen, formalisieren wir die Funktion h(c). Wir erinnern an die De-
finition der Indikatorfunktion 14 aus Beispiel 3.4 und setzen fiir i < j

A;; = {0 : QUICKSORT vergleicht i und j},
vij(o) = 1Aij(0)'

Da i und j hochstens einmal miteinander verglichen werden (ndmlich genau dann, wenn
entweder ¢ oder j Pivot-Element ist), konnen wir

(o) =Y (o)

1<j
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schreiben. Betrachten wir nun das Ereignis A;;. Wie in Beispiel 1.24 sei
o=(3,1,5,4,2,7,6).

Da zunichst o(1) = 3 als Pivot-Element gew#ihlt wird, mit dem alle anderen Zahlen verglichen
werden, ist v,(1)j(0) = 1 fiir j = 0(2),...,0(7). Bei der néchsten Iteration werden die Elemente
kleiner und groBer als 3 weiterbehandelt. Bereits hier sehen wir, dass o(4) = 4 nicht mehr
mit o(5) = 2 verglichen wird, da nach einer Iteration o(4) rechts und o(5) links des ersten
Pivot-Elementes o (1) steht. So sieht man ein, dass ¢ und j genau dann miteinander verglichen
werden (und damit A;; eintritt), wenn entweder ¢ oder j im (durch o gegebenen) Teilvektor,
der die Zahlen i, ..., j enthélt (im Beispiel wire das fiir ¢ = 4,5 = 2 also (3,4,2)), an erster
Stelle stehen. (Denn: dann wird QUICKSORT bei einer Iteration ¢ und j auf eine Seite eines
Pivot-Elements legen und entweder i oder j als neues Pivot-Element bestimmen.) Daraus
ergibt sich

7ij(0) = 1(Im Teilvektor von o, der i, ..., j enthélt, kommt ¢ oder j an erster Stelle) (O)

und, da die Wahrscheinlichkeit, dass ¢ oder j in einer Permutation von i, ..., j an erster Stelle
steht, gesucht ist,
2
PXed,|=——.
[ il j—i+1
Damit schreiben wir (siehe Beispiel 3.4 und Proposition 3.7)

n

Eh(D)] =) E}yi(T) =) P[Te Ay] = i 2. ]_3+1

i<j i<j i=1 j=i+1

= Q(/ln/xn y_i_’_ldydw> = Q</1n210g(n—1‘+ 1)dac>
= Q(/ln 210g(a:)dm> = Q(2nlog(n)).

Also hat QUICKSORT eine durchschnittliche Laufzeit (die wohl proportional zur Anzahl der
durchgefiihrten Vergleiche ist) von Q(2nlogn).
3.2 Die Varianz und Covarianz

Definition 3.10 (Varianz). Sei X entweder eine diskrete, E C R-wertige Zufallsvariable,
oder eine stetige Zufallsvariable und es existiere p := E[X]. Dann ist

0? i= Var[X] = E[(X — )
die Varianz von X. In beiden Fdllen heifst
o= /Var[X]
die Standardabweichung von X.

Bemerkung 3.11. Fiir diskrete Zufallsvariablen ist also

Var[X] =) "(z — p)’P[X = 2],
el
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fiir stetige mit Dichte f gerade

Var(X] = [ (o~ w f(a)ds

falls Summe und Integral existieren.

Proposition 3.12 (Rechenregeln fiir die Varianz). Sei X entweder eine diskrete, E C R-
wertige Zufallsvariable oder eine stetige Zufallsvariable. Dann gilt

Var[X| = E[X?] — E[X]?* = E[X(X — 1)] + E[X] — E[X]?
falls alle Erwartungswerte existieren.

Beweis. Die zweite Gleichheit ist klar wegen der Linearitdt des Erwartungswertes. Sei p :=
E[X]. Dann schreiben wir

Var[X] = E[(X — p)?] = E[X? — 2uX + 4] = E[X?] — 2uE[X] + 1* = B[X?] — 1%
Damit ist alles gezeigt. ]

Beispiel 3.13 (Uniforme und Binomialverteilung). 1. Sei X ~ U([a,b]). Dann ist

oy (a+0)? 10°—d® (a+b)?
Var[X]—b_a/agvdx— T —3b-a 2

_ 4b? + 4ab 4 4a® — 3a® — 6ab — 36> (b —a)?
B 12 12

2. Sei X ~ B(n,p). Dann ist mit ¢ :=1—p

BLXCr - 1) = Y k- 1) () )k

also
Var[X] = n(n — 1)p? +np — (np)* = npq.

Wir verallgemeinern das letzte Resultat von der uniformen Verteilungen auf die Beta-

Verteilung. (Die U([0, 1])-Verteilung ist ja ebenso die Beta(1,1)-Verteilung).

Lemma 3.14 (Erwartungswert und Varianz der Beta-Verteilung). Sei X ~ Beta(a, [5)

Dann ist
« af

BX]= o VIXl= (a+B)2a+p+1)
Beweis. Ubung! O
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Definition 3.15 (Covarianz und Korrelationskoeffizient). Seien X,Y diskrete oder
stetige Zufallsvariablen, deren Erwartungswerte px = E[X], py = E[Y] sowie Varianzen
0% = Var[X], 0% := Var[Y] existieren. Dann ezistiert auch

Cov[X,Y]:= E[(X — ux)(Y — uy)]

und heifit Covarianz von X und Y. Gilt Cov[X,Y]| =0, so heiffen X,Y unkorreliert.
Auferdem nennen wir

Cov[X,Y]

Kor[X,Y] := P

Korrelationskoeffizient von X und Y.

Lemma 3.16 (Rechenregeln fiir Covarianzen). Seien X,Y, Z (diskrete oder stetige) re-
ellwertige Zufallsvariablen mit endlicher Varianz. Dann gilt

Cov[X,Y] = Cov[Y, X],
Var[X] = Cov[X, X],
Cov[X,Y] = E[XY] — E[X]|E[Y],
1=

Cov[X,aY +bZ] = aCov|[X,Y]| + bCoV[X, Z].

Beweis. Wir setzen px = E[X], uy := E[Y]. Die ersten beiden Gleichungen sind klar. Fiir
die dritte Gleichung schreiben wir

E[(X — px)(Y — py)] = E[XY] — uxE[Y] — py E[X] + pxpy = E[XY] — pxpy.
Die vierte folgt aus der Definition der Covarianz und der Linearitit des Erwartungswertes. [

Lemma 3.17 (Cauchy—Schwartz Ungleichung). Es gilt
Cov[X,Y]? <E[|(X — E[X])(Y — E[Y])|]? < Var[X]Var[Y].

Insbesondere ist
—1<Kor[X,Y] < 1.

Beweis. Wir setzen oBdA E[X]| = E[Y] = 0. Die erste Ungleichung ist klar, da XY < |XY|.
Fiir die zweite geniigt es den Fall E[X?] > 0 zu betrachten. Andernfalls muss niimlich P[X =
0] = 1 gelten und dann ist nichts zu zeigen. Fiir jedes ¢ € R gilt 0 < (—c|X| + |Y])? =
2X? — 2¢|XY| + Y2 Insbesondere gilt fiir ¢ := E[|XY|]/E[X?]

0 < *E[X?] — 2¢E[| XY ] + E[Y?] = E[|XY|?/E[X?] — 2E[| XY|>/E[X?] + E[Y?]
= E[Y?] - E[|XY]*/E[X”]

woraus die erste Behauptung direkt folgt. Die zweite folgt dann aus der Definition des Kor-
relationskoeffizienten. O

Proposition 3.18 (Unabhingigkeit und Unkorreliertheit). Seien X, Y (diskrete oder
stetige) reellwertige, unabhdngige Zufallsvariablen, deren Varianz existiert. Dann sind X,Y
auch unkorreliert, d.h. Cov[X,Y] = 0.
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung nur fiir diskrete Zufallsvariablen. Es gilt
EXY]=> ayP[X =2,V =y| =) 2P[X =2]> yP[Y =y
= EEJX}E[Y] '
O]

Proposition 3.19 (Varianz einer Summe). Seien X1, ..., X, (diskrete oder stetige) reell-
wertige Zufallsvariablen mit endlichen Varianzen. Dann gilt

Var[iXi] = iVar[Xi] +2 Z Cov[X;, X;].

1<i<j<n

Ist insbesondere (X1, ..., X,) paarweise unkorreliert, so gilt

n n
Var [ Z XZ} = Z Var[X,].
i=1 i=1
Beweis. Wir verwenden Lemma 3.16 und schreiben

Var[zn:Xi] = Cov[zn:Xi,zn:X]} = znzzn:COV[Xian]
=1 =1 =y

i=1 j=1
n n 1—1 n n
= Z COV[Xi, Xl] + Z Z COV[XZ‘, X]] + Z Z COV[XZ‘, X]]
i=1 i=1 j=1 i=1 j=i+1

:iVar[X@'}—i—Q Z COV[Xi?Xj]'
=1

1<i<j<n
O

Beispiel 3.20 (Varianz der Vergleiche bei QUICKSORT). Bei QUICKSORT (mit z =
(1,...,n)) hatten wir die Anzahl der Vergleiche h(o) als (siehe (O0))

ho) = %i5(0),
1<j
7ij(0) = 1(3 und j werden beim Input ¢ miteinander verglichen)

= 1(Im Teilvektor von o, der i, ..., j enthélt, kommt ¢ oder j an erster Stelle) (O)
geschrieben. Wir werden nun zeigen, dass (fiir zufélligen Input X)
VI[h(2)] < 3n(n —1).

Hierzu verwenden wir Proposition 3.19 verwenden. Zunéchst ist mit Proposition 3.12 und,
da 1% = 14 fiir eine Indikatorfunktion 1,4 immer gilt,

2 2 2 2
Vi) - —2— - (—2 e 2
b (%)) j—t+1 j—t+1/ —j—1+1
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Fiir die Covarianz-Terme definieren wir
Ti; = Tj;j(0) := erster Eintrag im Teilvektor 4,...,j in o

(womit ;; = 1 genau dann gilt, wenn Tj; € {4, j}) und schreiben

.. 2 2
Cov[vi(2), (X)) =P [T3; € {1, 5}, T € {k, 1}] — e g

Sei i < j # k < [I. Man iiberlegt sich, dass dann T;; und Tj; unabhéingig sind, da sie verschie-
dene Eintrige in o betreffen. Entsprechend ist in diesem Fall die Covarianz 0. Wir untersuchen
nun noch die Fallei < j =k <l 1=k < j<lund¢ <k < j=1I. Im Fall j =k schreiben
wir

Elyijvjl =P[Ty = j] + P[Ty =i, T € {4, 1}] + P[Ty =1, T35 € {3, j}]
1 + 1 2 + 1 2
l—i+1 [I—i+1l—5+1 l—i4+1j—1+1

+ E[yi;]1Elvji]-

< -
—l—i+1

Im Fall ¢ = k ist (fiir j <)
Elvijval =Py =i +P[Ty =1,T;5 € {i,j}]

1 " 1 2
l—i+1 l—i+15—14+1

+ E[vij|Elyil-

E—
—l—-1+1

Nun ist fiir j =1 (und i < k)
E[viyi] = P[Ty = 1] + P[Ty = i, Tjy € {k,1}]

1 n 1 2
l—i+1 [—i+1l—-k+1

+ E[va]E[yu).

<‘7
—l—-14+1

Nun ist mit Proposition 3.19 (der Faktor 6 im zweiten Term erklért sich mit einem Faktor 2
aus Proposition 3.19 und den drei verschiedenen Fillen j = k, ¢ = k und j = [ von oben)

92 6
Varh(S) < 30 gt X

1<i<j<n 1<i<j<I<n
2 6(1—i—1)
=2 it i
1<)

SuSe

i<j
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3.3 Die Normal-Verteilung

Die Normal-Verteilung — besonders bekannt durch die Gauss’sche Glockenkurve — spielt in sta-
tistischen Anwendungen eine groie Rolle. Diese Verteilung haben wir bereits in Beispiel 1.17
kennen gelernt. Zunichst wollen wir zeigen, dass es sich bei den Parametern ; und o2 genau
um Erwartungswert und Varianz handelt.

Proposition 3.21 (Erwartungswert und Varianz der Normal-Verteilung). Sei X ~
N(u,0?). Dann ist

X—p
1/0-2

~ N(0,1)

und
E[X] = u, Var[X] = o°.

Beweis. Fiir die erste Aussage schreiben wir mit Z ~ N(0,1)

P(X\/;ﬁ“ gx) :P(X Sx\/072+,u) = \/2;7/09:\/07“#6}{1)( W)dy

1 T2
= — “2dz=P(Z < x).
\/%/06 z (Z < x)

Zunéchst ist mit partieller Integration

0 2 2\ |00
/ xexp(—%)dmzexp(—%)‘ =0,
2

/OO x2exp(— %)daz

xQ ) 0 $2
:—xexp<——> +/ exp(—;)d:ﬁ:v%r,

2 /)l )

also E[Z] = 0, Var[Z] = 1. Daraus und aus der ersten Aussage folgt

E[X] :@E[X\/%“} V= VoE[Z] + = p,

X —p
Var[X]| = 02Var[ ] = o*Var[Z] = o°.
Vo2

O

Um einzusehen, dass fiir eine mehrdimensionale normalverteilte Zufallsvariable X ~ N (u, X)
dhnliche Aussagen wie in der letzten Proposition gelten, wiirden wir die Theorie der mehr-
dimensionalen Integration bendtigen. Da diese nicht zur Verfiigung steht, bemiihen wir ein

praktisches Hilfsmittel, das uns ebenfalls zum Ziel fithren wird.

Definition 3.22 (Charakteristische Funktion). Fir eine Zufallsvariable X mit Werten
in R" definieren wir ihre charakteristische Funktion vV x durch

t—Yx(t) = E[e’fl].
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Hierbei ist €' := cos(x) + isin(x) und i ist die imagindre Einheit.?

Ohne Beweis werden wir folgendes wichtige Resultat verwenden. Es besagt, dass eine charak-
teristische Funktion die Verteilung einer Zufallsvariablen eindeutig bestimmit.

Theorem 3.23 (Eindeutigkeit der charakteristischen Funktion). Seien XY Zufalls-
variable mit Werten in R". Gilt ¢x(t) = ¥y (t) fir alle t € R", so haben X und Y dieselbe
Verteilung.

Da die charakteristische Funktion eine Verteilung eindeutig bestimmt, kann man sie auch
verwenden, um eine alternative Charakterisierung der Normal-Verteilung anzugeben.

Theorem 3.24 (Alternative Definition der mehrdimensionalen Normal-Verteilung).
Sei X eine Zufallsvariable mit Werten in R™. Dann ist X ~ N(u,X) genau dann, wenn

Nun kénnen wir Proposition 3.21 ins Mehrdimensionale {ibertragen.

Proposition 3.25 (Lineare Transformation normalverteilter Zufallsvariablen). Sei
X ~ N(p,X) fiir p € R" und X € R™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann ist

E[XZ] = Mi, COV[XZ‘,X]'] = ZU

Weiter sei v € RF und B e RExn (mit k <n) so, dass é;éT invertierbar ist. Dann st

Ist insbesondere B so, dass QEQT =D
abhdngig.

D eine Diagonalmatriz istS, dann sind Y1, ...,Y, un-

Beweis. Wir beginnen mit der zweiten Aussage. Da X ~ N(u, X), kénnen wir die charakte-
ristische Funktion von X verwenden, um
E[eifx] _ E[eiszei(gTz)Tz] ot L (BT T p—5(BT)TS(B )

— ¢t (L+Bu)—3tTBIBTt

zu schreiben. Dies ist aber gerade die charaketeristische Funktion von N(v + B u, BX ET),

d.h. Y hat gerade diese Verteilung. Um die erste Aussage zu zeigen, wéihlen wir Z ~ N (0, gﬂ),
wobei Qn die n x n-Einheitsmatrix ist. Hier ist klar, dass Z1, ..., Z,, unabhéngig sind, da die

5Den Erwartungswert der C"-wertigen Zufallsvariable ¢t" X berechnen wir dann mittels

E[e" X] := Elcos(t X)) + iBlsin(t X))

5Nach einem Satz aus der linearen Algebra (Hauptachsentransformation) gibt es fiir symmetrische Matrizen
X immer eine orthogonale Matrix B € R"*", so dass QEQT = D diagonal ist.
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Dichte in Faktoren zerfillt. Wihlen wir B so, dass B ET = X, so folgt mit dem obigen
Argument, dass X := yu+ BZ ~ N(p,X). Nun schreiben wir

n
E[X;] = E[Mi + ZBika} = i,
k=1

n n
Cov[X;, X;] = Cov [ Z B Zy, Z leZl}
k=1 =1

n n

n
= Z ZBiklelk:l = ZBikBjk = (QQT)@‘ = Xj;.

k=1 1=1 k=1

Wir formulieren eine besonders wichtige Folgerung aus der letzten Proposition.

Korollar 3.26 (Unabhingigkeit, Unkorreliertheit normalverteilter Zufallsvaria-
blen). Sei X ein Vektor n-dimensional normalverteilter Zufallsvariablen. Dann sind X;, X;
genau dann unabhdngig, wenn sie unkorreliert sind.

Beweis. Nach Proposition 3.18 folgt aus der Unabhéngigkeit auch die Unkorreliertheit. Fiir
die Umkehrung setzen wir zunichst B = (e;, Qj)T, d.h. B besteht aus den i-ten und dem j-ten

Einheitsvektor. Nun ist BXYB' = (g“ g” > Sind Xj, X; unkorreliert, so ist diese Matrix
ij %)

eine Diagonalmatrix. Insbesondere zerféllt die Dichte von X; — p;, X; — p; in Faktoren und

die Unabhéngigkeit folgt. d

3.4 Erzeugung von Zufallszahlen

Will man ein stochastischen System numerisch untersuchen bieten sich mehrere Ansétze an.
Als Beispiel stelle man sich die (zufillige) Tiefe eines Baumes im Quicksort Algorithmus vor.
Die Verteilung dieser Tiefe ist schwer explizit zu bestimmen, jedoch kann man den Quicksort-
Algorithmus (mit zufilliger Eingabesequenz) einfach simulieren, und damit auch die Vertei-
lung der Tiefe des Baumes.

Um stochastische Systeme simulieren zu konnen, ist es notwendig Zufallsvariablen mit
bestimmten Verteilungen mittels Zufallsgeneratoren zu ziehen. Wiahrend wir hier nicht {iber
die Giite von Zufallsgeneratoren diskutieren wollen, stellen wir fest, dass diese meist uniform
auf [0, 1] verteilte Zufallszahlen liefern. Ausgehen von diesen kann man mittels des néchsten
Satzes nach beliebigen Verteilungen verteilte Zufallszahlen generieren. Eine Illustration hierzu
findet sich in Abbildung 3.1.

Theorem 3.27 (Simulationslemma). Sei X eine (diskrete oder stetige) reellwertige Zu-
fallsvariable mit Verteilungsfunktion F'. Wir definieren die Pseudoinverse von F' fiir x € [0, 1]
durch

F~l(z) :=inf{q: F(q) > x}.

Dann ist F~Y(U) genauso verteilt wie X.
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Abbildung 3.1: Illustration zum Simulationslemma, Theorem 3.27.

Beweis. Wir verwenden, dass die Verteilungsfunktion F' die Verteilung der Zufallsvariable X
eindeutig bestimmt. Da F nicht notwendigerweise injektiv ist, muss F~! nicht die Umkehr-
funktion von F sein. Es gilt jedoch wegen der Konstruktion F~1(¢) < = genau dann, wenn
q < F(z). Daraus folgt

P[FY(U) < ql = P[U < F(q)] = F(q).
Das bedeutet, dass F~!(U) die Verteilungsfunktion F' hat, woraus die Aussage folgt. O

Bemerkung 3.28 (Anwendung). Angenommen, von einer Verteilung ist die Verteilungs-
funktion F (und damit die Pseudoinverse F~!) bekannt. Wir wollen unabhingige Zufallsva-
riablen Xi, X, ... nach dieser Verteilung erzeugen. Verwenden diirfen wir hierzu jedoch nur
die vom Computer bereit gestellten uniform verteilten Zufallsvariablen Uy, Us, ... Das Simula-
tionslemma besagt, dass in diesem Fall F~1(Uy), F~1(Us), ... genau die gewiinschte Verteilung
besitzen.

Bemerkung 3.29 (Alternativen). Wihrend das Verfahren aus Theorem 3.27 allgemeingiiltig
ist, gibt es fiir spezielle Verteilungen schnellere Verfahren, Zufallszahlen zu erzeugen. Wir
erwihnen hier (ohne Beweis) nur eine, ndmlich die Erzeugung normalverteilter Zufallszahlen.
Hierzu seien Uy, Us zwei unabhéngige Zufallszahlen. Setzt man nun

X = cos(2nU;y)+/—21og(U2),

so ist X ~ N(0,1).

4 Approximationssitze

Wir beschiftigen uns nun mit der Verteilung der Summe unabhéngiger und identisch verteilter
Zufallsvariablen. Dies ist eine Situation, die in der Praxis haufig vorkommt, etwa wenn man die
Anzahl der Gewinne in einem Spiel zdhlt. Fiir unabhingige, identisch verteilte Zufallsvariable
X1, Xo,... sei nun Y, := Xy + ... + X,,. Selbst bei bekannter Verteilung der X; ist meistens
die Verteilung von Y nicht bekannt. Allerdings gilt (falls Erwartungswert bzw. Varianz von
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X existieren)

Biv,] = B[ Y %] = 3 Bl = nElx1)

= (4.1)

VarlY,] = Var[z Xl} = Z Var[X;] = nVar|[X;].
i=1 i=1

Geht man also davon aus, dass die typische Schwankung der Zufallsvariable Y,, in etwa ihrer
Standardabweichung entspricht, sieht man das \/n-Gesetz: Y,, streut ihre Werte typischerweise
in einem Bereich der Grolenordnung +/n.

4.1 Das Gesetz der groflen Zahlen

Das schwache Gesetz der grofien Zahlen ist eine Konvergenzaussage fiir den Mittelwert von un-
abhéngigen, identisch verteilten Zufallsgrofien. Als Beispiel betrachte man die relative Haufig-
keit %Z;;l X; der Kopfe in einem p-Miinzwurf X1, Xo, ... Intuitiv klar ist, dass

1 n
n;Xz‘%p

gelten sollte. (Die relative Haufigkeit der Kopfe entspricht also in etwa der Wahrscheinlichkeit
Kopf zu werfen.) In welchem Sinne diese Konvergenz zu verstehen ist, werden wir hier zwar
nicht beleuchten koénnen, das schwache Gesetz der groflen Zahlen formalisiert diese Aussage
jedoch. Eine Illustration findet sich in Abbildung 4.1. Zun#chst benétigen wir zwei wichtige
Ungleichungen.

Proposition 4.1 (Markov- und Tschebychev-Ungleichung). Sei X eine R -wertige
Zufallsvariable. Dann gilt fir alle € > 0 die Markov-Ungleichung

P[X > ¢] < ~E[X].

Ezistiert p := E[X], so gilt auflerdem fiir € > 0 die Tschebychev-Ungleichung
Var[X]
< .

PX — 4l > ¢ <~
Beweis. Zum Beweis der Markov-Ungleichung bemerken wir X > ¢ - 1x>.. Damit ist wegen
der Monotonie des Erwartungswertes

e-PX >¢]=E[e-1x>] <E[X].

Die Tschebychev-Ungleichung folgt nun aus der Markov-Ungleichung, wenn man die Zufalls-
variable (X — u)? betrachtet. O

Theorem 4.2 (Schwaches Gesetz grofler Zahlen). Seien X, Xo,... reellwertige, un-
abhingige, identisch verteilte Zufallsvariable mit endlichem Erwartungswert E[X:] = p und
endlicher Varianz. Dann gilt fir alle e > 0

lim P

n—oo

X4+ X
HQ—M‘EE}ZO-
n
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Beweis. Der Beweis erfolgt mittels der Chebyshev-Ungleichung und (4.1), denn

n—oo

1

n

—M’>5}§ 0.

1000 10000

Abbildung 4.1: Illustration zum Gesetz der grofilen Zahlen, Theorem 4.2.

Beispiel 4.3 (Anzahl der Vergleiche bei QUICKSORT). Eine Art Gesetz grofier Zahlen
kann auch bei abhéngigen Zufallsvariablen auftreten. Bei QUICKSORT (mit zufélligem Input
¥ € §,,) haben wir die Anzahl der Vergleiche (was wir proportional zur Laufzeit sehen) als

h(X) = Z%’j(z)

geschrieben. Die Zufallsvariablen v;;(3)i < j haben nun weder die gleiche Verteilung (siehe
etwa deren Erwartungswert aus Beispiel 3.9, der von j —i abhéngt), noch sind sie unabhéngig
(sonst wéren ja alle Covarianzen 0, was laut den Berechnungen aus Beispiel 3.20 nicht moglich
ist). Trotzdem kénnen wir mit der Tschebychev-Ungleichung schreiben

} < 1 V[h(D)] < % 3n(n—1)

SEWSP = 2 6@ logn?)
1 3 n—o0
B 6729(4(10g n)2) 0

4.2 Der zentrale Grenzwertsatz und die Normal-Verteilung

hX)
E[h(2)]

P[ —1‘>s

Waéihrend das Gesetz der groflen Zahlen eine Aussage iiber die Konvergenz des Mittelwertes
von unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X7, Xo,... gegen deren Erwartungs-
wert trifft, beschéftigt sich der zentrale Grenzwertsatz mit den Schwankungen in dieser Kon-
vergenz. Da Var[1(X; + -+ + X,,)] = VarXi/n, eine typische Schwankung also von der
GroBenordnung 1/4/n ist, werden wir hier
% Z?:l Xi — E[Xj]
nVar[X;]
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betrachten. Obwohl es moglich ist, ein allgemeines Resultat zu beweisen, beschranken wir uns
auf den Fall von B(1,p)-verteilten Zufallsgrofien X;, Xs,... und bemerken, dass X; + --- +
X, ~ B(n,p). Ohne Beweis werden wir aulerdem die Stirling Formel zur Approximation von

Fakultéten,

verwenden. Hierbei bedeutet =, dass

Eine Hlustration des Satzes findet sich in Abbildung 4.2.

\
o
LY
+
x
\

n_E[xn

P[Jxm

Abbildung 4.2: Tlustration zum Satz von deMoivre-Laplace, Proposition 4.4. Gezeigt sind
jeweils die Verteilungsfunktionen von N(0,1) (die glatte Kurve) und eine Transformation

von B(100,0.5).

Proposition 4.4 (Satz von deMoivre-Laplace). Sei Z eine N(0, 1) verteilte Zufallsvaria-
ble und X1, Xo, ... eine Folge binomialverteilter Zufallsvariable mit Var[X,,] 27 . Dann

ist fir —oo <c<d< o0

[ < X, — E[X,)]

gd] IR ple< 7 < d.
Var[X,)]

Beweisskizze. Mit der Stirling-Formel und n(t) = ¢ lné +(1—-¢t)In % ist

PO == () o (8 G2
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da n(p) = n'(p) = 0,7"(p) = E mit einer Taylor-Entwicklung von 1 um p. Damit gilt fiir
Hn = NPn, 0. 721 npngn und Zxnm = fn

o2

B

X, — E[X,]
P(cgwgd) - Y PX.=4H

k“C<Zk n<d

~ Z 1 exp(— k:n ~ / %
\2mo? Var

k:c<zp n,<d
wobei wir die letzte Summe als Riemannsumme interpretiert haben. O

Bemerkung 4.5 (Anwendung). Sei X eine B(n,p) verteilte ZufallsgroBe mit n grof, npq
grof}, sowie ¢,d € Z. Dann gilt

2
1 Zk:,n

Vo P ( T )(Zk—f—%,n B Zk—%,n)

d
P(cSXSd)%Z

=C

Zd+1/ n 2 d l — — l —
/ exp _i)dz:@<w)_q><w>.
\/ Ze—1)2m 2 V/pq V/pq

Man beachte hierbei jeweils die Verschiebung um in der Binomualverteilung. Mit ihr erreicht
man eine bessere Approximationsgiite. Diese Korrektur wurde etwa auch in Abbildung 4.2
angewandt.

Bemerkung 4.6 (Zentraler Grenzwertsatz). Allgemeiner als der Satz von deMoivre-
Laplace gilt auch der Zentraler Grenzwertsatz:

Seien X7, Xo, ... reellwertige, unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit endlichem
Erwartungswert E[X;] = p und Varianz Var[X;] = ¢2. Dann gilt fiir

. X1+ 4+ Xy, —nu
Y= P

und alle —co <ec<d<

lim Ple<Y) <d=Plc< Z <d],

n—oo

wobei Z eine nach N(0,1) verteilte Zufallsvariable ist.

5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten

5.1 Grundlegendes
Definition 5.1 (Bedingte Wahrscheinlichkeit). Seien X und Y Zufallsvariablen.
1. Die bedingte Wahrscheinlichkeit von {Y € B}, gegeben {X € A}, ist durch

P[X € A)Y € B]

P[Y € B|X € 4] := PIX € 4]

gegeben. Ist P[X € A] =0, so definieren wir die rechte Seite als 0.
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2. Ist X diskret, so ist die bedingte Verteilung von Y gegeben X die Abbildung
PlY € B|X]|: 2 — P[Y € B|X = z].

Hat (X,Y) eine gemeinsame Dichte f(x,y)dxdy, so ist die bedingte Verteilung von Y

gegeben X die Verteilung mit Dichte f;’% d.h.

Jp [ (@ y)dy
[ fz,z)dz "

Beispiel 5.2 (p-Miinzwurf bedingt auf Anzahl der Erfolge). Sei X = (Xy,...,X,)
ein p-Miinzwurf und S = X; + --- + X,,. Die bedingte Verteilung von X gegeben S ist fiir
1+ -+, =k

P[Y € B|X]:z

PLY — a5 — k= L0-P"F 1

() F=prt ()

Damit ist X gegeben S uniform auf allen k-elementigen Teilmengen von {1,...,n} verteilt.

Beispiel 5.3 (Minimum und Maximum zweier uniform-verteilter Zufallsvariablen).

Seien U, V' unabhéngig und U (][0, 1])-verteilt. Die Zufallsvariablen X = UAV und Y =UVV

haben die gemeinsame Dichte 2- 1g<;<y<1. Damit ist die Dichte der bedingten Verteilung von
X gegeben Y = y durch

2-locogy<s _ 1,

2 [lococyide  y ==Y

gegeben. Dies ist aber gerade die Dichte eine U([0, y])-Verteilung.

Lemma 5.4 (Einfache Eigenschaften bedingter Wahrscheinlichkeiten). Seien X und
Y Zufallsvariablen und A, B Mengen.

1. Ist'Y diskret, so gilt

PY € BIX € A]=) P[Y =y|X € 4.
yeB

2. Die Zufallsvariablen X und Y sind genau dann unabhdngig, wenn
P[Y € B|X € A] =P[Y € B]
fiir alle A, B gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn
P[Y € B|X]| =P[Y € B]
fiir alle B gilt.
Beweis. Beide Eigenschaften folgen aus der Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit. [

Theorem 5.5 (Formel fiir die totalen Wahrscheinlichkeit und Bayes’sche Formel).
Seien X, Y diskrete Zufallsvariablen. Dann gilt die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit

P[Y € B|=) P[Y € B|X =] -P[X =]

fiir jede Menge B. Weiter gilt die Bayes’sche Formel fiir jede Menge A mit P[X € A] > 0

PlY € B|X € A]-P[X € A]
S, PY €BIX =] - P[X =]

P[X € A]Y € B] =
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Beweis. Die Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit ergibt sich durch Einsetzen der Defi-
nition von P[Y € B|X = z] in

PY € Bj=) P[Y € B,X =au].

In der Bayes’schen Formel ist der Zahler der rechten Seite gleich P[X € A,Y € B] nach der
Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit, und der Nenner ist

Y PYeB|X=a]-P[X=2]=) PYeBX=a]=P[YcB]

O]

Beispiel 5.6 (Reihenuntersuchungen). In einer Reihenuntersuchung werden Personen auf
eine bestimmte Krankheit getestet. Dabei kann es félschlicherweise vorkommen, dass gesunde
Personen durch den Test als krank eingestuft werden, oder dass kranke Personen nicht als
solche erkannt werden.

In einer Population sind insgesamt 0.8% der Personen erkrankt. Eine kranke Person wird in
90% der Fille positiv getestet (der Test fillt also positiv aus), eine gesunde Person mit 7%.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv getestete Person wirklich krank ist?
Um dies zu beantworten, setzen wir X = 1 wenn die Person erkrankt ist (sonst X = 0)
und Y = 1 wenn die Person positiv getestet wird (sonst ¥ = 0). Die genannten Angaben
iibersetzen wir zu

P[X =1]=0.008, P[Y=1X=1]=09, P[Y=1/X=0]=0.07.

Mit der Formel von Bayes ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dass eine positiv getestete
Person wirklich erkrankt ist

PlY =1X =1]-P[X =1]
PY=1X=1]-PX=1]+P[Y =1|X =0]- P[X =0
B 0.9-0.008
~0.9-0.008 + 0.07 - 0.992

Ein positiver Test ist also nicht unbedingt ein sicheres Zeichen dafiir, ob eine Person erkrankt
ist.

Situationen dieser Art lassen sich oft auch durch einen Wahrscheinlichkeitsbaum darstellen.
Siehe Abbildung 5.1.

PX =1y =1] =

~ 0.0939

Definition 5.7 (Bedingte Erwartung). Seien X und Y Zufallsvariablen und B — P[Y €
B|X] die bedingte Verteilung von Y gegeben X . Fiir eine Funktion h heifst dann der Erwar-
tungswert von h(Y') beziiglich dieser bedingten Verteilung auch die bedingte Verteilung von
h(Y) gegeben X. Wir schreiben hierfiir im Falle diskreter Zufallsvariablen

E[L(Y)|X] = h(y)P[Y = y|X],

beziehungsweise im Falle von stetigen Zufallsvariablen

Emw»m:f?ﬁgzﬁfy

falls die Erwartungswerte existieren.
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nicht krank

0.9 0.1 0.07 0.93

positiv negativ positiv negativ

krank krank nicht krank nicht krank
positiv negativ positiv negativ
0.008-0.9 0.008 - 0.1 0.992 -0.07 0.992-0.93

Abbildung 5.1: Ein Wahrscheinlichkeitsbaum fiir das Beispiel 5.6.

Proposition 5.8 (Turmeigenschaft). Seien X und Y Zufallsvariable und h eine Funktion.
Dann gilt
E[E[r(Y)|X]] = E[L(Y)].

Beweis. Wir fithren den Beweis im Falle von diskreten Zufallsvariablen. Es gilt

E[E[h ZE V)X =2]-P Zh Y =y|X =2] P[X = 2]
=Y h(y)-P[Y =y, X = 1] Zh =yl = E[n(Y)].
T,y

O]

Beispiel 5.9 (Hashing). Es werden n Objekte (Schliissel) mittels einer Hash-Funktion r
Hashes zugeordnet. Dabei ist der Schliissel mit Wahrscheinlichkeit p, so, dass er Hash r zuge-
ordnet wird. Wir wéhlen nun rein zufillig eines der n Objekte aus. Mit wievielen Vergleichen
X finden wir es mittels der Hash-Funktion? Zuné#chst bestimmen wir den Hash r und miissen
dann alle Objekte mit diesem Hash vergleichen, bis wir das gesuchte Objekt finden. Wir

werden zeigen, dass
n—1g= o
X]= 2 ij‘
j=1

Seien Z := (Zy,...,Z;) (mit Z1 + --- + Z, = n) die Anzahl der Objekte mit Hash 1,...,r
Weiter sei X die gesuchte Anzahl der Vergleiche. Wir berechnen

T

P[X:‘T|Z]:ZZ]1Z>QJ *21Z>x

=1
Damit ist

r

BX|Z) = LY Y a1y, - LY AE

j=1 z 7j=1
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Daraus kénnen wir nun mit Hilfe der Turmeigenschaft den Mittelwert von X berechnen. Wir
schreiben mit Proposition 3.12, da Z; ~ B(n,p;),

E[X] = E[E[X|Z]] ZE %anj(l_pﬂ —np;(1 — np;)
j=1

1 5 n—1 9
~ on . n(n—l)pj: 5 ij-
7=1 7j=1

Beispiel 5.10 (Finden eines Elements in einem Binary Search Tree). Eine zufillige
Permutation der Zahlen 1,...,n wird in einen Binary Search Tree (BST) einsortiert. Nun
wiahlen wir eine der Zahlen 1,...,n rein zuféllig aus und suchen diese im BST. Wie viele
Vergleiche miissen wir hier im Mittel machen, bis wir die Zahl gefunden haben?

Sei Y die zufillige Permutation der Zahlen 1,...,n und X,, die zufillige Anzahl der Ver-
gleiche, die man zum Finden des zufélligen Elements benotigt. Zunéchst wird ¥ in den BST
einsortiert, also wird X(1) zur Wurzel des BST gemacht. Alle Zahlen 1,...,3(1) — 1 werden
unter das linke Kind der Wurzel, alle Zahlen ¥(1) 41, ...,n werden unter das rechte Kind der
Wurzel eingehéingt. Bei der Wahl der neuen Zahl ist es nun so, dass diese mit Wahrschein-
lichkeit (3(1) —1)/n im linken und mit Wahrscheinlichkeit (n —X(1))/n im rechten Teilbaum
liegt. Im ersten Fall ist die Anzahl der Vergleiche X,, dieselbe wie die bei einem BST der
Zahlen 1,...,3(1) — 1, also so verteilt wie Xx1)_;. Bedingen wir nun auf (1), so ergibt sich
fir die X,

»(1) -1 n— (1
E[X,] =E[E[X,|2(1)]] =1+ E[(ixg(l)l + n()X"E(”
le~i—1 n—i
=1+ - E[X;_ E[X,_;
+n; —E[X; ] + ——E[X, ]
=1+ gnile[X-]
N nQ =1 '

Hieraus ergibt sich

n*E[X,] — (n — 1)?°E[X,_1] =2n — 1+ 2(n — DE[X,,_1],
n*E[X,] =2n -1+ (n —1)(n + DE[X,_1],
n n—1 2n—1

n+ 1E[Xn] a TE[X"_I] T nant 1)

Summieren wir die letzte Gleichung bis n, so ergibt sich

n

n 2k —1
—E[X,]| = —_—
n+1 X — k(k+1)

Fiir grofle n ist damit

E[X,] = Q(2logn).
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5.2 Ein Ausflug in die Bayes’sche Statistik

Nehmen wir an, wir werfen eine Miinze, deren Erfolgswahrscheinlichkeit p wir noch nicht
kennen. Da wir uns vollig unklar dariiber sind, wie grof3 p ist, sagen wir einfach, dies sei eine
Zufallsvariable P, die uniform aus [0, 1] verteilt ist. Werfen wir nun mit der Miinze und z&hlen
die Anzahl X der Erfolge, lernen wir etwas iiber die Erfolgswahrscheinlichkeit. Wenn wir nun
in k aus n Wiirfen einen Erfolg erzielt haben, wie beeinflusst das dann unseren urspriinglichen
Glauben P ~ U([0,1]) an die Erfolgswahrscheinlichkeit?

Proposition 5.11 (Konjugierte Verteilung). Sei P ~ Beta(a, ) und (gegeben P) sei
X ~ B(n, P). Dann ist die bedingte Verteilung von P gegeben X eine Beta(a+k,+n—k)-
Verteilung, also

1
PG”“WXZ%ﬂZ(a+B+n+>m+kmwklu—m5Mk1@x
a+k
Insbesondere ist
E[P|X =k = athk VIP|X = k] = (a+k)(B+n—k)

a+B+n’ (a+B+n)2a+B+n+1)

Beweis. Wir miissen den Satzes von Bayes anwenden und schreiben (mit ~ als Proportiona-
litdtszeichen)

P(P € dp‘X = kj) ~ (Z)pa—l—‘rk(l —p)ﬁ_l_‘—n_kdp.

Daraus folgt bereits die erste Aussage. Erwartungswert und Varianz haben wir schon in
Lemma 3.14 berechnet. O

Bemerkung 5.12 (Interpretation). Fiir grofie n berechnen wie mit Hilfe der Tchebychev-
Ungleichung

a+ X
a+B+n
4la+X)(B+n—-X)

n—oo (a+ B+ n)?(a+ L +n+1)

AV[P|X]

hmImP—Xﬁu>dXh;mnPUP— |>qu}g -
n—o00 n—o00 IS

Diese Konvergenz ist auch nicht erstaunlich, weil ja die Erfolgswahrscheinlichkeit p beim
Miinzwurf immer um X/n konzentriert ist.

5.3 Markov-Ketten

Wir betreten nun den Bereich der zeitdiskreten stochastischen Prozesse. Dies ist eine Fa-
milie Xg, X1, Xs, ... von Zufallsvariablen. Markov-Ketten zeichnen sich durch eine bestimmte
Abhéngigkeitsstruktur zwischen den Zufallsvariablen aus. Hier werden der Reihe nach Zufalls-
variablen Xy, X1, ... realisiert, und zwar so, dass X;4+1 nur von X; abhéngt. Man sagt auch,
X141 ist unabhéngig von X1,..., X;—1, wenn X; bekannt ist. Diese Form der Abhéngigkeit
wird héufig zur stochastischen Modellierung verwendet. Beispielsweise konnte Xy, X1,... der
Preis einer Aktie an Tagen 0,1,... sein. Die Markov-Eigenschaft besagt in diesem Fall, dass
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die Verteilung der Kursénderungen am Tag ¢ + 1 nur davon abhéingt, wie der Kurs X; am
Tag t war.

Wir beginnen mit der Definition von Markov-Ketten. Wir werden vor allem den Fall von
zeitlich homogenen Markov-Ketten behandeln. Bei solchen gibt es eine sich zeitlich nicht
andernde stochastische Ubergangsvorschrift, wie die Verteilung des Zustandes X, ist, wenn
der Zustand X; der Kette zur Zeit ¢ bekannt ist. Diese Vorschrift wird mit Hilfe einer Matrix
zusammengefasst, der Ubergangsmatrix.

Definition 5.13 (Stochastischer Prozess und Markov-Ketten). 1. Seien I und E
Mengen. Ein (E-wertiger) stochastischer Prozess (mit Indexmenge I) ist eine Fami-
lie von Zufallsvariablen X = (Xy)ier mit Wertebereich E. Die Menge E heifit auch
Zustandsraum von X und I seine Indexmenge.

2. Sei I ={0,1,2,...}, E abzihlbar und X = (Xy)ie; ein E-wertiger stochastischer Pro-
zess. Falls

PlXi1 =i Xo,..., Xs] = P[Xpp1 =i | X (5.1)
fir alle i € E, so heiffit X eine Markov-Kette. Sie heifit endlich, falls E endlich ist.
3. Sei X = (Xy)ier eine E-wertige Markov-Kette. Existiert eine Matriz P = (Pj;); jep mit
Pij =P[Xpp1 =j | Xy =]
(unabhiingig von t), so heifit X zeitlich homogen und P heifit Ubergangsmatrix von X.

Bemerkung 5.14 (Interpretation). 1. Die Eigenschaft (5.1) bedeutet in Worten: die
zukiinftige Entwicklung von X nach ¢ hingt von Xi,..., X nur durch den aktuellen
Zustand X; ab.

2. Sei P die Ubergangsmatrix einer homogenen Markov-Kette X mit Zustandsraum E.
Dann gilt
Y Pj=1, i€E (5.2)
jer
Die erste Eigenschaft ist klar, da die Eintrage in P Wahrscheinlichkeiten sind. Auflerdem
ist
1=P[X;n €E|Xy=i]=) PXy1=j|X,=i]=) Py
JEE jEE
Matrizen P mit den Eigenschaften (5.2) heiflen stochastische Matrizen.

3. Sei X eine homogene Markov-Kette mit Ubergangsmatrix P. Definiere einen gewichte-
ten, gerichteten Graphen (E, K, W) wie folgt: die Menge der Knoten ist F, die Menge
der (gerichteten) Kanten ist K := {(¢,7) : P;j > 0}. Das Gewicht der Kante (ij) ist
w5y = Py und W = (w(;5)) 4j)ex - Der Graph (E, K, W) heifit Ubergangsgraph von X.
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Beispiel 5.15 (Irrfahrt im Dreieck). Betrachte eine homogene Markov-Kette X mit Zu-
standsraum {1, 2, 3} und Ubergangsmatrix

0 p g
P=1q 0 p (5.3)
p q O

fiir p € (0,1) und g := 1 — p. Die Kette X veranschaulicht man sich am besten anhand des
Ubergangsgraphen; siche Abbildung 5.2. In jedem Zustand 1,2, 3 ist die Wahrscheinlichkeit,
im Uhrzeigersinn zu wandern p, und die Wahrscheinlichkeit gegen den Uhrzeigersinn zu gehen
ist q. [

p

Abbildung 5.2: Ubergangsgraph der Markov-Kette aus Beispiel 5.15.

Beispiel 5.16 (Ruinproblem). Betrachte folgendes Ruinproblem: zwei Spieler spielen ge-
geneinander. Spieler 1 startet mit n Euro, Spieler 2 mit N —n Euro. Bei jedem Spiel gewinnt
Spieler 1 mit Wahrscheinlichkeit p einen Euro, mit Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p verliert er
einen Euro. Das Spiel endet, wenn einer der beiden pleite ist.

Sei X; das Vermdgen von Spieler 1 nach dem t¢-ten Spiel. In dieser Situation ist X' =
(Xt)t=0,1,2,... eine endliche, homogene Markov-Kette mit Zustandsraum {0,...,N} und Uber-
gangsmatrix

10
q 0 p
qg 0 p
P= _
qg 0 p
0 1

Der Ubergangsgraph ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Klar ist, dass nach langer Zeit entweder

Spieler 1 oder Spieler 2 gewonnen hat, dass also X; 2% 0 oder Xy 2% N. Die Frage ist

nur:
Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt Spieler 17
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Abbildung 5.3: Ubergangsgraph der Markov-Kette aus Beispiel 5.16.

Wir bezeichnen mit
Dn ::P[XtH—OO>N|X0:n]
die Wahrscheinlichkeit, dass Spieler 1 gewinnt. Wir werden zeigen, dass
n
N? b=q= %7
Dn = (5.4)
R S 7
1—(q/p)N’

Zunéchst gilt firn=1,...,N — 1
pn=q-PX;, N | Xog=nX;=n—1]+p-P[X; 2% N | Xg=n, X1 =n+1]

t—o00

—¢-PX, E5% N | Xo=n—1]+p -P[X, =% N | Xo=n+1]
=4q-Pn-1 +p'pn+17
also mit Ap,, := pn — Pn_1
qApn, = pApn1.

Im Fall p=¢q = % folgt mit Zﬁzl Ap,m = pn — po = 1 daraus bereits

Dy = 2om=18pm _ nApt _n
" Z%:l Apm NApl N

Im Fall p # q setzen wir u := % und berechnen iterativ

Ap, = uAp,_1 = uQApn_g = u"_lApl =u"""py

Weiter ist

N N-1 1o

I i m o __
1= Apn=p1 Yy u"=p T

m=1 m=0

Also
_ l1—u 1—u" 1—u”

n n
= A = umil_ =
O

und die Behauptung ist gezeigt.
Beispiel 5.17 (Ehrenfest’sche Urne). Betrachte folgendes Urnenmodell: In einer Urne
gibt es zwei durch eine Trennwand getrennte Kammern. Insgesamt liegen n Kugeln in den
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beiden Kammern. Wir ziehen eine Kugel rein zufillig aus der Urne und legen sie anschliefend
in die andere Kammer zuriick. In Abbildung 5.4 findet sich eine Illustration.

Wir betrachten den {0,...,n}-wertigen stochastischen Prozess X = (X});=0,1,2,.., wobei
X; die Anzahl der Kugeln in der linken Kammer nach dem ¢-Schritt darstellt. Dann ist X
eine homogene Markov-Kette, denn der Ausgang des Schrittes ¢t 4+ 1 hingt nur von X; ab. Die
Ubergansmatrix von X ist gegeben durch

%'7 ]:Z_ ]-7
Py=q%t i=i+1, (5.5)
0, sonst.
OJ

Abbildung 5.4: Die Ehrenfest’sche Urne mit n = 10 Kugeln aus Beispiel 5.17. Im néchsten
Schritt wird mit Wahrscheinlichkeit 14—0 eine Kugel von der linken Kammer in die rechte und
mit Wahrscheinlichkeit 1% von der rechten in die linke Kammer gelegt.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Zusammenhang zwischen der Verteilung einer Markov-
Ketten zum Zeitpunkt ¢ und Potenzen der Ubergangsmatrix.

Theorem 5.18. Sei X' = (X;)¢=0,1,2,... eine homogene Markov-Kette mit ﬁbergangsmatriac P
und p® = (1 (i))icr,
pl (i) = PIX; = i]
firt=20,1,2,... Dann gilt
pl = O pt, (5.6)

firt = 0,1,2,..., wobei die rechte Seite als Multiplikation des Zeilenvektors u(o) und der
Matriz Pt = P--- P zu verstehen ist.
—

t mal

Beweis. Der Beweis geht mittels Induktion tiber ¢. Fiir t = 0 ist die Aussage klar. Ist (5.6)
fiir t gezeigt, so gilt

pVG) = PXpp =] = Y P[Xi1 =4 | Xi = i] - P[X; = ]
i€E

=> w0 Py =Y (WP - Py = (WP, O
i€E i€EE
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Beobachtung

Abbildung 5.5: Illustration eines Hidden Markov Models
Beispiel 5.19 (Irrfahrt im Dreieck). Betrachte die Markov-Kette & aus Beispiel 5.15

und Ubergangsmatrix P aus (5.3). Sei Xy = 1, die Markov-Kette startet also in 1, d.h.
1©) = (1,0,0). Weiter berechnen wir

0 p g 2pq ¢* P
P=|q 0pl|, P=[p 2 ¢
p g0 ¢ P 2pg
und damit
p® = (2pq, 4%, p?).
Also ist etwa P[X2 = 1] = 2pq. Dies ist klar, weil X2 = 1 genau dann, wenn die ersten

beiden Schritte im Ubergangsgraphen aus Abbildung 5.2 einmal mit und einmal entgegen
dem Uhrzeigersinn gingen. Es ist X9 = 3 genau dann, wenn zwei Schritte im Uhrzeigersinn
realisiert wurden, was Wahrscheinlichkeit p? hat. ]

Bemerkung 5.20 (Konvergenz von Markov-Ketten). Mit Theorem 6.9 kénnen wir be-
stimmen, welche Verteilung eine Markov-Kette nach ¢ Zeiteinheiten hat. Von einer konver-
genten Markov-Kette spricht man dann, wenn sich fiir grofle ¢ diese Verteilung stabilisiert.
Etwa sollte sich bei der Irrfahrt im Dreieck nach langer Zeit ergeben, dass die Markov-Kette
mit etwa gleichen Wahrscheinlichkeiten in allen drei Zustédnden befindet. Diese Konvergenz
von Markov-Ketten wollen wir jedoch hier nicht weiter beleuchten.

5.4 Der Kalman-Filter

Als Anwendung bedingter Wahrscheinlichkeiten stellen wir nun den Kalman-Filter vor. Dieser
wird eingesetzt, um verrauschte Messungen zu glatten. Dabei gehen wir von einem zugrunde
liegenden Markov-Modell aus. Das bedeutet, dass wir daran interessiert sind, den Pfad einer
Markov-Kette Xg, X1, ... aufzuzeichnen. Allerdings kénnen wir die Kette nicht direkt, sondern
nur verrauscht beobachten, d.h. wir beobachten Yj, Y7, ..., wobei Y3 aus X} mittels eines
Ubergangskernes entsteht. Die Messung Y}, hat also gegeben X, eine Verteilung P[Y;, € A|X}].
Da wir nur die Messungen Yy, Y7, ... zur Verfiigung haben, aber an der Markov-Kette Xg, X1, ...
interessiert sind, spricht man hier auch von versteckten Markov-Modellen oder Hidden Markov
Models (HMMs); siehe auch Abbildung 5.5.

Wir betrachten ein HMM (X,,, Y, )n=0,1,2,.. Wir wollen jeweils X, aus den Beobachtungen
Y,,....Y,, schitzen. Wir bezeichnen mit

() =PXy € Y, Y, () = P(Xgp €Y, YY)
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die bedingten Verteilungen von X, und X, gegeben Y,,...,Y ;. Wir wollen nun eine Re-
kursion fiir 7y herleiten. Dies geht insbesondere dann, wenn alle X, Y, normalverteilt sind.
Wir erreichen dies iiber die (speziell beim Kalman-Filter getroffene) Annahme

Xy =AX, + R, Yy =BX;+8n,

mit (bekannten) Matrizen A, B, R, S. Hierbei seien ¢ w1 unabhéngig und ebenfalls normal-
verteilt mit Einheitsmatrizen als Covarianzmatrizen.

Theorem 5.21 (Kalman-Filter, Rekursionen). Angenommen, m, = N(Xk,E ), so ist

Ternie = N iy Zipyp) wd i = N( X1, £ ), wobed sich X iy B,y o Xiin Zy
rekursiv wiefolgt berechnen:

X = AXy,

$ A gyT T

;WWW_AEA,+RR
&kJrl (k+1)|k + Z(k+1)| BT(B E(k+1)| BT + SST) (Yk+1 - é&(k+l)\k>7
S _5 & T T Ty—1
Eku":w+mk Ew+uw§ ugzw+nm3 *”SS );§§w+m

Um dieses Resultat zu erhalten, benGtigen wir zunéchst eine weitere wichtige Aussage iiber
normalverteilte Zufallsvariable.

Proposition 5.22 (Bedingte Normalverteilung ist Normalverteilung). Die R™"-
wertige Zufallsvariable (X,Y) sei N((p, X)-verteill mit pp = (p,, py,) und

2::<ZXX X&Y>‘
o EYX‘:;YY

Dann ist die bedingte Verteilung von X gegeben Y eine

Npy +E 0,200 Y —p ), 5 —2 5008 ) — Verteilung.

Beweis. Als Linearkombination von normalverteilten Zufallsvariablen ist Z := X — §XYEYYY

normalverteilt mit Erwartungswert u v T Uy ly und Covarianzmatrix

YY“Y

EXX 2§XYEYYEYX + EXYEYYEYX §XX §XYEYYEYX

Es gilt
Cov[Z,Y] = Z EXYEYYZYY 0,

und damit sind Y und Z nach Korollar 3.26 unabhanglg. Nun schreiben wir

Elet' X|y] = Ele it 2T Ey Z V) y] — gt 2]t Ey Ery D)

1 T —1
— et ( +2XYEYY(Y “Y)) t (EXX_EXYEYYQYXE.

Daraus folgt die Behauptung. O
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Beweis von Theorem 5.21. Wir lassen im Folgenden die Unterstriche fiir die Vektor- und
Matrix- Notatlon weg. Gegeben Y7, ..., Y}, ist X nach m; verteilt, hat also eine Normalvertei-
lung mit X r und Ek Nun ist nach Annahme Xk41 bedingt unter Y7, ..., Yy eine Linearkom-
bination der Xj. Nach Proposition 3.25 hat also Xy unter m;. 1) eine Normalverteilung
mit Erwartungswert und Covarianz

E[Xj41|X5] = AX},
COV[Xk+1, Xk—}—l’)?k] = COV[A)/(:k + R(k, A)/(:k + RCk] = AikAT + RRT
Im néchsten Schritt miissen wir nun die Verteilung von Xj1q bedingt unter Y7, ..., Y311 be-

rechnen. Zunéchst ist (Xgy1, Yr41) bedingt unter Y7, ..., Y; normalverteilt mit Erwartungswert
(X (k+1)k» BX(kg1)|x) und Covarianzmatrix

S+l <BE<k+1>\k)
Bk BB’ + 88T

Nun miissen wir auf Y31 bedingen. Nach Proposition 5.22 ergibt sich dann eine Normalver-
teilung mit Erwartungswert

Xiern + BEgrnw)  (BEganypB" +88T) ™ (Yerr — BX yyi)

und Covarianzmatrix

~

S — BEgrne)  BEganuB T + 55 T) T BE (g1 k-
Dies war aber gerade die Behauptung. O

Beispiel 5.23 (Xj, X1, ... konstant). Wir geben ein numerisches Beispiel in einem der ein-
fachsten Fille. Geht man davon aus, dass Xg, X1, ... reellwertig und nahezu konstant ist, so
setzen wir AX = X und R = 1072, 8 = 0.3, und damit

KXi+1 = Xk
Die Rekursionen sind nun

Xk = Xk,
Sk = Sk + R,

X1 = X + Sk Coeen e + ) 7 Vi — Xgrny)
= Xi + m(YkH — X&)
St = Sk — 2ok Ewrne + 52 T Sk
N S+ R?
- (Ek+R)<1 _ A’“—)
Yp + R+ 52

Eine numerische Anwendung dieser Rekursionen findet sich in Abbildung 5.6.
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Abbildung 5.6: Der Kalman-Filter ermittelt aus verrauschten Daten Y eine Schitzung der
wahren Wert X.

6 Statistik

Es ist nicht iibertrieben zu behaupten, dass in der heutigen Welt immer mehr Daten jeglicher
Art erhoben werden. Diese zu ordnen und aus Daten Schlussfolgerungen zu ziehen ist Aufgabe
der Statistik.

Man teilt dabei diese Aufgaben in zwei Gebiete auf. Die deskriptive Statistik dient rein der
Beschreibung der Daten, etwa durch geeignete Wahl von Statistiken, die die Daten zusam-
menfassen. Anders ist dies bei der hier behandelten schliefenden oder induktiven Statistik.
Die Aufgabe ist hier, mit Hilfe von stochastischen Modellen Aussagen dariiber zu treffen,
welchen Annahmen den Daten zugrunde liegen kénnten.

6.1 Grundlagen

Wir beginnen mit einem Beispiel.

Beispiel 6.1 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf).
Bevor wir statistische Konzepte einfiihren, betrachten wir folgendes Beispiel: eine Miinze wird
100 mal geworfen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf (was wir im Folgenden als Erfolg
werten wollen) noch unbekannt. Von den 100 Wiirfen sind 59 ein Erfolg.

Unsere statistischen Uberlegungen gehen nun von der Vorstellung aus, dass die 100
Miinzwiirfe die Realisierung einer Zufallsvariable X = (X7, ..., X190) sind, wobei X1, ..., Xi00
unabhéngig und identisch verteilt sind mit

sonst.

X {1, falls der i-te Wurf Kopf zeigt,
i =
0,

und es gilt
P[X; =1] =p.

Jetzt ist Xy +- - -+ X, die Gesamtzahl der Erfolge. Als Summe von n unabhéngigen Bernoulli-
verteilten Zufallsvariablen ist diese Summe B(n = 100, p)-verteilt. Wichtig ist, dass zwar
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Abbildung 6.1: Veranschaulichung von statistischen Modellen

n = 100 bereits fest steht (schliellich wissen wir ja, dass wir 100 mal die Miinze geworfen
haben), nicht jedoch p. In dieser Situation gibt es zwei statistische Probleme.

e Schdtzproblem: Wir kdnnen versuchen, den Erfolgsparameter p zu schiatzen. Wir wer-
den hierzu aus den Daten (59 Erfolge aus 100 Versuchen) einen Wert p ableiten
(Punktschitzer). Alternativ kann man auch ein Intervall [a, b] angeben, in dem der wah-
re Parameter p mit hoher Wahrscheinlichkeit liegt (Intervallschitzer). Hierauf werden
wir allerdings nicht nidher eingehen.

o Testproblem: Stellen wir uns vor, der Werfer der Miinze behauptet, dass die Miinze fair
ist, also p = % gilt. Dieser Meinung konnen wir skeptisch gegeniiber stehen, da ja sogar
59 aus 100 Wiirfen ein Erfolg waren. Wir kénnen versuchen, die Hypothese p = % zZu
testen. Das bedeutet, dass wir untersuchen, wie gut die Hypothese mit den Daten in

Einklang steht.

Wie im Beispiel gesehen besteht ein statistisches Experiment aus einer (oder mehreren) Zu-
fallsvariablen (etwa die Anzahl der Erfolge) und verschiedenen (moglichen) Verteilungen der
Zufallsvariable; hier B(n = 100, p) fiir variierendes p. Dies fiihrt zur Definition des statisti-
schen Modells. Siehe auch Abbildung 6.1.

Definition 6.2 (Statistisches Modell). Seien E,0,0’ Mengen. Ein statistisches Modell
ist ein Paar (X, (Py)gco), wobei X eine Zufallsvariable mit Zielbereich E ist, bei deren Vertei-
lung noch ein Parameter ¥ € © frei, also unbestimmdt, ist. Das bedeutet, dass es eine Funktion
9 — py gibt mit”

Py[X € da] = py(a)da.

Die Menge © heif$t Parameterraum, die Menge E Beobachtungsraum. Jede Zufallsvariable
h(X) mit h: E — © heifit Statistik.

Beispiel 6.3 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf). In Beispiel 6.1 ist einfach
X die Anzahl der Erfolge und P, := B(n = 100, p) (wobei wir ¥ durch p ersetzt haben).

"Wir wollen im Folgenden die dauernde Unterscheidung zwischen diskreten Zufallsvariablen und Zufalls-
variablen mit Dichten durch die Notation P[X € da] vermeiden. Ist der Wertebereich E von X diskret und
a € E, ist damit

P[X € da] :=P[X =d]

gemeint. Hat X die Dichte f(a)da, ist
P[X € da] := f(a)da.
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6.2 Schéitzprobleme

Ein Schétzproblem ist das Folgende: Gegeben sei eine Funktion m : © — ©' (was meist die
Identitdt und © = ©' ist). Bestimme eine Funktion h : E — ©’, so dass h(X) den Wert von
m(¥) (moglichst gut) schitzt. Interessant hierbei ist, was es denn tiberhaupt bedeutet, guter
Schétzer zu sein.

Beispiel 6.4 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf). In der Situation aus den
Beispielen 6.1 und 6.3 heifit der freie Parameter p anstatt . Es ist £ = {0,...,100} und X
die Anzahl der Erfolge in n = 100 Versuchen. Damit ist P, = B(n = 100, p) mit dem freien
Parameter p € © = [0, 1]. Es ist mit ©' = ©

E — 0,
h: 1

und p = h(X) ist ein Schétzer fiir p. (Im Folgenden werden wir einen Schétzer fiir einen
Parameter e meistens mit ® bezeichnen.) Fiir unser Datenbeispiel ist also

1 59

p—E(X1+"-+Xn)—1—OO = 0.59.
Da p von den Daten abhingt, die wir uns als Realisierung von einer Zufallsvariable gedacht
haben, ist p also auch eine Zufallsvariable. Warum ist der Schitzer p gut? Nehmen wir an,
wir wiissten den wahren Parameter p. Dann leistet p zumindest im Mittel das gewiinschte:
(Wir schreiben hier und im Folgenden P,[-] und E,[-], wenn wir Wahrscheinlichkeiten und
Erwartungswerte unter der Hypothese ausrechnen wollen, dass p der wahre Parameter ist.)

1
Byl = - Bp[Xi+ -+ X,] = p,

Wir sagen auch, der Schitzer p ist erwartungstreu (oder unverzerrt oder unbiased).

Eine weitere wiinschenwerte Figenschaft eines Schétzers ist, dass er immer besser wird,
je groBer die zu Grunde liegende Datenmenge ist. Eine grofle Datengrundlage bedeutet in
unserem Fall, dass die Miinze oft geworfen wurde, also n grof} ist. Aus dem schwachen Gesetz
grofler Zahlen wissen wir, dass

X1+ +X

P[5 —pl = €] = Py "o Bp[Xy| 2 ¢] %0

n

fiir alle € > 0. Die Eigenschaft, dass p mit hoher Wahrscheinlichkeit immer ndher am wahren
Wert p liegt, wenn mehr Daten zur Verfligung stehen, nennen wir Konsistenz.

Definition 6.5 (Punktschiitzer, unverzerrte und konsistente Schiitzer).

1. Sei (X, (Py)yco) ein statistisches Modell und m : © — ©'. Jede Statistik m = m(X)
mit m : E — © heifit (Punkt-)Schdtzer fiir m(19).

Der Schitzer m heif$t unverzerrt (erwartungstreu, unbiased), falls
Ey[m] = m(d)

fiir alle 9 € ©.
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2. Sei (X", (P})yco)n=12,. eine Folge statistischer Modelle mit derselben Parameter-
menge © und mi(X1),ma(X?),... eine Folge von Schitzern fir m(9). Die Folge
m1 (X1, ma(X?),... heift konsistent, falls

P} [[ifin(X") —m(9)] = ] 7= 0
fiir alle e > 0,9 € O©.
3. Sei (X, (Py)yeco) ein statistisches Modell. Die Abbildung
. {Ex@ — [0, 1]
(a,9) +— Py[X € dal
heiffit Likelihood-Funktion. Fiir eine Abbildung h : E — © mit

L(a,h(a)) = max L(a,¥)

heifit Uprr, = h(X) Maximum-Likelihood-Schétzer von 9.

Bemerkung 6.6 (Interpretation von Maximum-Likelihood-Schitzern). Sei X diskret
und X = a. Da die Vorstellung die ist, dass die erhobenen Daten Ergebnis eines Zufallsexpe-
riments (d.h. die Realisierung einer Zufallsvariable X) sind, sagt man auch, dass die Daten
X = a sind. Ein Maximum-Likelihood-Schétzer ist also ein Parameter ¢, unter dem die
Wahrscheinlichkeit, die Daten X = a zu beobachten — das ist Py[X = a] — maximal ist.

Beispiel 6.7 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf). Betrachten wir also wieder
das Beispiel der Schitzung der Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf. Wir hatten X = 59
Erfolge bei n = 100 Erfolgen verzeichnet. Unter P, ist X nach B(n = 100, p) verteilt, also ist

L(X,p) = <;>px(1 —p)" .

die Likelihood-Funktion; siehe auch Abbildung 6.2. Um diese fiir gegebenes X zu maximieren,
berechnen wir den Wert p, fiir den log L(X, p) maximal ist. Die Bestimmung des Maximums
der log-Likelihood-Funktion log L(a, p) geniigt, da log eine streng monotone Funktion ist. Wir
berechnen

Jlog L(X,p) 0 n X n—-X
goedp) _ 9 () X1 — X)log(l—p) ) = = — .
o op\ 108 | ) T Xlosp+ (n — X)log(1l —p) P —
Am Maximum pjy;7, muss %}D(X@ = 0 sein, also ist

— - . X
(1 —=pmr)X =pymr(n — X), bur =

ein Maximum-Likelihood-Schiétzer fiir p. Da es nur ein einziges Maximum der Likelihood gibt,
ist dies auch der einzige Maximum-Likelihood-Schétzer.

Soeben haben wir gesehen, dass der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir eine Summe von Zu-
fallsvariablen (was der Anzahl an Erfolgen im Miinzwurf entspricht) gerade durch den Mit-
telwert gegeben ist. Die Verwendung des Mittelwertes fiir eine solche Schétzung ist generell
eine gute Idee, wie wir nun zeigen werden.
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Abbildung 6.2: Die Likelihood-Funktion beim Miinzwurf fiir X = 23 aus Beispiel 6.7.

Definition 6.8 (Mittelwert und empirische Varianz). Sei X = (Xy,...,X,,) ein Vektor
von Zufallsvariablen. Dann heif$t

X=iX1+ - +X,)
Mittelwert von X wund
n
P(X) =2 (X - X)?
i=1
empirische Varianz von X.

Theorem 6.9 (Mittelwert und empirische Varianz als Schitzer).
Sei (X = (X1, -+, Xn), (Py)yeco) ein statistisches Modell, so dass X1, ..., X, unter allen Py
identisch verteilt sind und g := Ey[X1] existiert.

1. Es ist X ein unverzerrter Schitzer fir py. Sind auferdem X1, ..., X, unter allen Py
unabhingig mit endlichem Vy[X1], so ist X auch konsistent.

2. Sein >2und X = (X1, ---,X,) so, dass X1,...,X,, unter allen Py paarweise un-
korreliert und identisch verteilt sind mit 0% := Vy[X1] < co. Dann ist die empirische
Varianz s*(X) ein unverzerrter Schitzer fiir o3.

Beweis. 1. Zunéachst ist
Ey[X] = H(Ey[X1] + - + Ey[X,)]) = Eg[X1] = po,

was bereits die Unverzerrtheit von X als Schiitzer von py zeigt. Fiir die Konsistenz berechnen
wir flir e > 0

Py[|X — 9] > €] =Pﬁ(\1++" ~Ey[X))| 2 ) LRLN

n
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nach dem schwachen Gesetz der grofien Zahlen.
2. Wir schreiben zunéchst

n
Ey[s*(X)] = 715 ) Eg[X] - 2X,X + X ] = 2 Ey[X} — 2X, X + X .
i=1
Nun ist
Eﬁ[Xlz] = /1’729 + 01297
Ey[ X1 X] = pj + 107,
72 J—
Ey[ X7 = Ey[ X1 X],
also
Ey[s®(X)] = -2 Ey[X] — X1 X] = 03},
was die Unverzerrtheit bereits zeigt. O

Beispiel 6.10 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf). Betrachten wir noch ein-
mal das einfithrende Beispiel der Schitzung des Erfolgsparameters in einem Miinzwurf in
n Versuchen. Wir wihlen dazu die Notation aus den Beispielen 6.1 und 6.3. Der Schétzer
p = h(X) ist unverzerrt und konsistent, wie wir soeben gezeigt haben.

Ein weiterer Schitzer fiir p wire p’ = X;. Das bedeutet, dass p’ nur die beiden Werte, 0
und 1 annehmen kann, und genau dann 1 ist, wenn der erste Wurf einen Erfolg zeigt. Der
Schiitzer p’ ist ebenfalls erwartungstreu, denn

E,[p] = Ep[X1] =p
Allerdings ist p’ nicht konsistent, da

P,(Ip' —pl >e) =1,
falls € < min(p, 1 — p), unabhéngig von n.

Beispiel 6.11 (Maximum-Likelihood-Schéitzer bei Normal-Verteilungen).
Wir betrachten den Fall einer unabhéngigen, normalverteilten Stichprobe. Sei also
(X, (P(4,02)) pcr,0%er, ) 50, dass X = (Xi,...,X,) und Xy, ..., X, unter P, ;2 unabhingig
und identisch nach N (u,0?) verteilt sind.

Wir berechnen nun die Maximum-Likelihood-Schiitzer fiir ;2 und 0. Genau wir im letzten
Beispiel berechnen wir zunéchst die log-Likelihood-Funktion

10gL((X1,---7Xn)7(:u302)):10g<(2ﬂ.1n/2 ( Zn: ))
=1

n
X; —p)?
:—nloga—g (ZQUQM)—i—C,
i=1

wobei C' weder von p noch von ¢ abhéngt. Ableiten nach p und o ergibt

dlog L((X1, ..., Xu), (1,0%)) _ z”: Xi—p

Ou = o
log L((X1,.. ., Xn), (11,0%)) 1 o= (X, — p)?
= —— 4 —_—,
Oo o 4 o3
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Fiir die Maximum-Likelihood-Schétzer fipsz, und 5%, gilt notwendigerweise

n

> (Xi—finr) =0,

=1
_Z HML —0
oML i1 GML

Die Maximum-Likelihood-Schiétzer sind also gegeben durch

_ 1< -
Uy = — ZXz‘ =X,
n =1
1 & n—1
P = LY=o L)
=1

Insbesondere sehen wir, dass X nicht nur erwartungstreu und konsistent (siehe Theorem
6.9) ist, sondern auch ein Maximum-Likelihood-Schitzer fiir . Allerdings ist der Maximum-
Likelihood-Schitzer fiir 0 nicht erwartungstreu, wie man aus Theorem 6.9 abliest. Immerhin

ist 012\/[ 1, fiir grole n annihernd erwartungstreu, da 012\/[ L— S 2(X) ==0.

6.3 Testprobleme

Ein Testproblem ist das Folgende: Sei ©¢ C ©. Kann die Hypothese ¥ € ©¢ auf Grundlage
der Daten verworfen werden?

Beispiel 6.12 (Erfolgswahrscheinlichkeit beim Miinzwurf). Nehmen wir an, der Wer-
fer der Miinze behauptet, sie sei fair, also p = % Es ist also ©g = {%} Konnen wir diese
Hypothese aufgrund der Daten verwerfen? Zunéchst stellen wir fest, dass wir prinzipiell zwei
Arten von Fehlern mit unserer Entscheidung machen kénnen. Wenn wir die Hypothese ver-
werfen, konnte sie doch wahr sein, und wenn wir die Hypothese nicht verwerfen, konnte sie
doch falsch sein.

Da wir nicht grundlos dem Werfer der Miinze widersprechen wollen, wollen wir die Wahr-
scheinlichkeit, dass wir die Hypothese ablehnen (wir dem Werfer der Miinze widersprechen),
obwohl sie wahr ist (die Hypothese des Werfers richtig ist), kontrollieren. Das bedeutet, dass

P, /2(Hypothese verwerfen) < o

fiir ein anfangs gewihltes v € (0,1) sein soll. Klar ist, dass damit die Hypothese umso
seltener abgelehnt werden kann, je kleiner «v ist. Nun kommen wir zu der Regel, mit der wir
die Hypothese ablehnen wollen. In unserem Beispiel haben wir fiir die Hypothese p = % zu

viele (59 von 100) Erfolge. Wir wiirden die Hypothese ablehnen wollen, wenn
P,_1/2(Daten mindestens so extrem wie tatséchliche Daten) < a. (6.1)

Wir wihlen o = 5%. Fir X ~ B(n = 100,p = %) verteilt, erwarten wir 50 Erfolge. Um die
Wabhrscheinlichkeit einer Abweichung, die gréfler ist als die der Daten zu berechnen, betrachten



6.3 Testprobleme 55

wir eine nach N(0,1) verteilte Zufallsvariable Z und berechnen

P,_io(| X1+ + X, — 50 >9)
9 X —np 9
— ]_ - P —1 2<— < < )
N V(=) V(T —p)  ap(i—p)
~R1—P,p(—1.8<Z<1.8)~T7.19%

Da dieser Wert grofler als = 5% ist, kann die Hypothese nicht verworfen werden, siehe
(6.1).

Wir beginnen mit der Einfiihrung wichtiger Begriffe wie Teststatistik, Nullhypothese, Alter-
native, Ablehnungsbereich, Signifikanzniveau und p-Wert.

Definition 6.13 (Statistischer Test). Sei (X, (Py)gyco) ein statistisches Modell, E der
Zielbereich von X, und ©g, 04 C O disjunkt mit Qg U B4 = 6.

1. Ein Paar (Y,C) mitY = t(X) firt: E — E' und C C E' heif$t statistischer Test von
Hy:9 €0q gegen Hy : 9 € Oy4.

Hier heifit Y Teststatistik, C' kritischer oder Ablehnungsbereich des Tests, Hy heifit
Nullhypothese und H 4 heifit Alternativhypothese. Man sagt, der Test (Y, C) hat (Signifikanz-
)Niveau a € [0, 1], falls

sup Py(Y € C) < a.
IS

Falls Y € C, sagt man, dass Hy abgelehnt (und damit Hs angenommen) ist. Falls
Y ¢ C, sagt man, dass Ho nicht abgelehnt ist (und Ha abgelehnt ist).

Sei nun (Y,C) ein Test der Nullhypothese Hy gegen H 4.

2. Die Hypothese H : ¥ € Op (die entweder Hy oder H, sein kann) heifit einfach wenn
O = {9} fir ein ¥* € ©. Andernfalls heiffit H zusammengesetzt.

3. Ist © = (9,9) ein Intervall (wobei ¥ = —oco und ¥ = oo zugelassen sind und die
Intervalle auch abgeschlossen sein konnen), so heifit der Test (Y, C) einseitig, falls © g =
(9,9%) oder Oy = (9*,9). Falls Oy = (9F,9*) mit 9 < 9+ <9* <V, so heifit der Test
(Y, C) zweiseitig.

4. Der Test (Y,C) heifst unverfilscht, falls
Py, (Y €C) <Py, (Y €C)
fiir alle 99 € ©p, 94 € O 4 gilt.
Bemerkung 6.14 (Interpretation und Fehler eines Tests).

1. Einen statistischen Test hat man sich am besten so vorzustellen (siehe auch das néchste
Beispiel): die Daten sind gegeben durch die Zufallsvariable X. Diese Daten fasst man
durch die meist reellwertige Funktion ¢ zusammen zur Teststatistik Y = #(X). Die Da-
ten koénnen entweder nach Py mit ¢ € Og (d.h. die Nullhypothese ist richtig) oder mit
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Hy abgelehnt Hy nicht abgelehnt

Hj richtig Fehler erster Art richtige Entscheidung

Hj falsch || richtige Entscheidung Fehler zweiter Art

Tabelle 6.1: Die moglichen Fehler eines statistischen Tests.

¥ € 04 (d.h. die Alternativhypothese ist richtig) verteilt sein. Ziel ist es, die Null-
hypothese genau dann (anhand der Daten X) abzulehnen, wenn H 4 richtig ist. Der
Ablehnungsbereich C' ist so gewéhlt, dass Hy genau dann abgelehnt wird, wenn Y € C.
Dabei kénnen zwei verschiedene Arten von Fehler auftreten; siehe auch Tabelle 6.1.

Gehen wir zundchst davon aus, dass ¥ € ©g. Hat der Test ein Niveau «, so wissen wir,
dass Py(Y € C) < a. Da Hj genau dann abgelehnt wird, wenn Y € C, wissen wir
also, dass die Nullhypothese hochstens mit Wahrscheinlichkeit o abgelehnt wird, wenn
sie zutrifft. Damit hat man also die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese abzulehnen,
falls sie zutrifft, durch o beschrinkt. Falls Y € C, aber ¥ € Oy, die Nullyhpothese also
irrtiimlicherweise verworfen wird, sprechen wir iiber einen Fehler erster Art (dessen
Wahrscheinlichkeit durch o kontrolliert wird).

Geht man davon aus, dass ¥ € O 4, liegt eine Fehlentscheidung genau dann vor, wenn
Y ¢ C, die Nullhypothese also nicht abgelehnt wird. In diesem Fall sprechen wir von
einem Fehler zweiter Art. Das Niveau des Tests liefert keinen Anhaltspunkt dafiir, mit
welcher Wahrscheinlichkeit ein solcher Fehler auftritt.

2. Auf den ersten Blick besteht eine scheinbare Symmetrie zwischen Hy und H 4. Schliellich
lehnen wir Hy genau dann ab (und nehmen H 4 an), wenn Y € C und wir lehnen Hy nicht
ab (und lehnen damit Hy ab) wenn Y ¢ C. Allerdings wird diese Symmetrie durch das
Niveau des Tests gebrochen. Weifl man, dass (Y, C') ein Test zum Niveau « ist, bedeutet
das, dass die Wahrscheinlichkeit, die Nullhypothese Hy abzulehnen, obwohl sie wahr ist,
hochstens « ist. Mit anderen Worten ist die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster
Art hochstens «. Allerdings hat man keine Kontrolle iiber den Fehler zweiter Art.

Wegen dieser Asymmetrie ist in der Praxis die Nullhypothese genau so zu wéhlen, dass
eine Ablehnung der Nullhypothese moglichst sicher auf die Richtigkeit der Alternativhy-
pothese zuriickzufiihren ist. Wir betrachten das Beispiel der Miinzwiirfe aus Beispiel 6.1.
Bevor wir die Daten des Experimentes erhoben haben, haben wir die Vorstellung, dass
der Wiirfel gezinkt sein konnte. Aulerdem legen wir ein Signifikanzniveau « fest (was
in der Praxis oft @« = 5% ist). Um unsere Vorstellung iiber die Miinze zu iiberpriifen,
testen wir

Hy : die Miinze ist nicht gezinkt, p = %

gegen
H 4 : die Miinze ist gezinkt, p # %

Kommt es ndmlich jetzt zu einer Ablehnung von Hy, so wissen wir, dass dies mit Wahr-
scheinlichkeit héchstens o dann passiert, wenn Hy wahr ist, die Miinze also nicht gezinkt
ist. Damit kénnen wir uns relativ sicher sein, dass die Ablehnung der Nullhypothese dar-
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auf zuriickzufiihren ist, dass H4 zutrifft. Damit ist unsere Vorstellung, dass die Miinze
gezinkt ist, bei Ablehnung der Nullhypothese hochstwahrscheinlich bestétigt.

3. Die Forderung von unverfilschten Tests ist klar zu verstehen: Da wir Hy dann ablehnen,
wenn Y € C, soll zumindest die Wahrscheinlichkeit, dass Hp abgelehnt wird, unter Py, ,
U € O4 grofer sein als fiir Py,, Yo € Op.

Bemerkung 6.15 (p-Werte und alternative Definition eines Tests).

1. Sei Y = y, d.h. dass die Teststatistik Y, angewendet auf die echten Daten, ergibt .
Dann heif3t der Wert

py := sup Py(Y mindestens so extrem wie y)
YEO

p-Wert des Tests fiir Y = y. Dabei hingt die Bedeutung davon, was ’extrem’ heifit davon
ab, was genau die Alternative ist. (Dies ist oftmals in konkreten Beispielen einfach zu
verstehen, siche etwa den Binomialtest, Abbildung 6.3.) Immer gilt jedoch p, < py,
falls y mindestens so extrem wie 3’ ist. Es ist wichtig zu beachten, dass es dadurch

einen engen Zusammenhang zwischen dem Niveau o des Tests und dem p-Wert gibt.
Ist ndmlich (Y, C) ein Test zum Niveau o und

C = {y : y mindestens so extrem wie yo}
fiir ein yg, so wird Hy genau dann abgelehnt, wenn

a > sup Py(Y mindestens so extrem wie yg) = py,.
YEBO

Ist Y = y und gilt p, < py,, so wird Hy also abgelehnt. Es geniigt also, fiir einen
Test zum Niveau o und Y = y den Wert p, zu bestimmen. Ist p, < «, so wird Hy
abgelehnt. Dieses Vorgehen wird bei vielen Statistik-Programmen angewendet, bei denen
ausschliellich p-Werte ausgegeben werden. Dabei muss man meist angeben, was genau

die Alternative ist (einseitig oder zweiseitig), damit das Programm weiff, in welche
Richtungen Abweichungen als extrem zu betrachten sind.

Wir formalisieren nun noch das Eingangsbeispiel 6.1, was uns zum Binomialtest fiihrt.

Proposition 6.16 (Binomialtest). Seia € [0,1],n € N und (X, (P}),e0,1)) ein statistisches
Modell, so dass X unter P, nach B(n,p) verteilt ist.

(a) Ist ©g = p*, O4 = O\ Oy, so ist (X,{0,...,k}U{l,...,n}) ein unverfilschter Test zum
Niveau «, falls
P, (X <k)<a/2, Py(X >1) <a/2

(b) Ist ©g = [0,p*], ©4 = O\ Oy, so ist (X,{k,...,n}) ein unverfilschter Test zum Niveau
«, falls
Py (X >k)<a.

(c) Ist ©g = [p*, 1], ©4 = O\ Oy, so ist (X,{0,...,k}) ein unverfilschter Test zum Niveau
a, falls
P, (X <k) <.
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Der Binomialtest

tiberpriift, ob bestimmte Erfolgswahrscheinlichkeiten einer Binomialverteilung angenommen
werden.

Statistisches Modell X unter P, nach B(n,p) verteilt

Hypothesen (a) Hy:p € {p*} gegen Hy:p¢ {p*}
(b) Ho:pe[0,p*] gegen Hy:pe (p 1]

(c) Hy:pe[p*,1] gegen Hya:pe€[0,p")

Teststatistik X unter P, verteilt nach B(n,p)

Ablehnungsbereich  (a) {0,...,k,[,...,n} mit Pp«(X < k),Pp(X > 1) < a/2,
(b) {l,...,n} mit P« (X >1) < «
(c) {0,...,k} mit Pp«(X <k) <,

p-Wert, falls X =z (a) Pp«(X <2 A (2p"'n—2x)) +Pp(X > 2V (2p*n —x))
(b) Pp(X > )
(¢) Pp+(X <)

Abbildung 6.3: Schematische Darstellung des Binomialtests aus Proposition 6.16

Beweis. Wir beweisen nur (c), die anderen beiden Aussagen folgen analog. Klar ist, dass der
Test unverfilscht ist. Es ist auflerdem

sup Pp(X €{0,...,k}) =P (X <k) <«
PEOo

nach Voraussetzung. Also folgt bereits die Aussage. O

Beispiel 6.17 (Binomialtest). Sei a = 5%, n = 100 und (X, (Pp),c[0,1)) wie in der Propo-
sition. Wir wollen nun

Hy:p=1/2gegen Hy :p #1/2
testen, wenn wir in 100 Versuchen 59 Erfolge erzielt haben. Nach Proposition 6.16 ist der
kritische Bereich von der Form {0,...,k}U{l,...,100}. Es ist

Pp:l/Q(X S 40) + Pp:l/Z(X 2 60) ~ 5.69 %

Da 40 < 59 < 60, liegt 59 nicht im Ablehnungsbereich von Hy. Damit kann die Nullhypothese
aufgrund der Daten (X = 59) nicht abgelehnt werden. Auf dasselbe Ergebnis kommt man
mit Hilfe des p-Wertes. Es ist

P,_1/2(X mindestens so extrem wie 59) = Pp_; /o(X <41) + P /5(X > 59) ~ 8.86 %.

Da dieser Wert grofler als o = 5 % ist, kann man die Nullhypothese nicht ablehnen.
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Wir behandeln nun noch einen Test der auf normalverteilten Daten beruht. Um die Verteilung
der Teststatistik anzugeben, benotigen wir hierfiir eine Definition.

Definition 6.18 (Student-t-Verteilung). Sein > 1 und X = (X1, ..., X;,) unabhdngig und
nach N(0,1) verteilt, sowie X der Mittelwert und s*(X) die empirische Varianz. Dann heifst
die Verteilung von o
X
T:= ——

eI

(Student-)t- Verteilung mit n — 1 Freiheitsgraden. Diese bezeichnen wir auch mit t(n).

Bemerkung 6.19 (Transformation von N (yu,0?)-verteilten Zufallsvariablen). Sei n >
1 und X = (Xy, ..., X;,) unabhiingig und nach N(u, 0?) verteilt. Man iiberlegt sich leicht, dass

dann Y7, ..., Y, mit Y; := )f}o%“ ~ N(0,1). Deswegen gilt in dieser Situation, dass

Y = X n ~t(n—1).
s*(Y) s*(X)

Proposition 6.20 (Einfacher t-Test).
Sei a € 0,1], p* € R und (X = (X1,..., Xn), (P 02)ucr o2cr, ) €in statistisches Modell, so
dass X1, ..., Xpn unter P, ;> unabhingig und nach N (i, o?) verteilt sind. Weiter sei

_ X
Vs2(X)/n
und typ fir p € [0,1] das p-Quantil von t(n).

(CL) Ist ©g = {:U‘*} x Ry, ©4 = 06 \ Oo, so ist (T> (_Oo7tn—1,oc/2) U (tn—l,l—a/Qvoo)) ein
unverfilschter Test zum Niveau o.

(b) Ist ©Og = (—oo, u*] x Ry, ©4 = O\ O, so ist (T, [tn—1,1-a,00)) ein unverfilschter Test
zum Niveau o.

(c) Ist ©g = [p*,00) x Ry, ©4 = O\ Oy, so ist (T, (—00,tn—1,]) ein unverfdlschter Test
zum Niveau o.

Beweis. Wieder beweisen wir nur (c), da die anderen beiden Aussagen analog folgen. Klar
ist, dass der Test unverfélscht ist. Nach Definition der ¢-Verteilung folgt, dass T unter P« ;2
nach t(n — 1) verteilt ist. Damit gilt

sup P

(T § tnfl’a) = Pﬂ*pz (T S tnflya) = Q,
>

o2

woraus die Behauptung sofort folgt. O

Beispiel 6.21 (Normalverteilte Schlafdauern). Wir untersuchen ein Beispiel aus der Me-
dizin. Ein Medikament wir daraufhin untersucht, ob es den Schlaf von Probanden verlangert.
Dazu wird jeweils die Schlafdauerdifferenz bei zehn Patienten notiert. Man erhélt

1.9,0.8,1.1,0.1,—-0.1,4.4,5.5, 1.6, 4.6, 3.4.
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Der einfache t-Test

iiberpriift, ob der Erwartungswert einer Normal-Verteilung (oder irgendeiner Verteilung bei
approximativ unendlich grofler Samplegroe) gleich einer vorgegebenen Grofle p* ist, wenn
die Varianz unbekannt ist.

Statistisches Modell

Hypothesen

Teststatistik

Ablehnungsbereich

p-Wert, falls T' =t

X = (X1,...,X,) und Xi,..., X, unter P, ;» unabhéngig und
nach N(p,o?) verteilt

(a) Ho:p€{p'} gegen Ha:p ¢ {p}

(b) Ho : pp € (—oo, p*] gegen Hy :p € (u*,00)

(c) Ho:p € [p*,00) gegen Hy:p € (—oo,u”)

Vs2(X)/n

(a) (_Ooatn—l,a/2) U (tn—l,l—a/Qa OO),
(b) (tn-1,1-as00)

(c) (—oo0, tnfl,a)

T= unter P . ;> verteilt nach ¢(n — 1)

(a) 2(1 — P[T < |t|]), wenn T nach t(n — 1) verteilt ist
(b) P[T" > 1]
(c) P[T" <]

v

P
P

IN

Abbildung 6.4: Schematische Darstellung des einfachen t-Tests aus Proposition 6.20
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Diese Beobachtungen betrachten wir als Realisierungen von Zufallsvariablen X7, ..., Xig, die
nach N (u,0?) verteilt sind, wobei weder ;1 noch o2 bekannt sind. Wir berechnen

X =2.33, s%(X) = 4.01.

Damit ist

T = 2.33/1/4.01/10 ~ 3.68.

Hy:E, 2[Y — X] =0 gegen E,, ,2[Y — X] # 0,

auf dem Niveau 5%, so ist dessen Ablehnungsbereich C' = (—o0, —2.262) U (2.262,0). Da
3.68 € C, kann man Hj auf dem Niveau 5% verwerfen. Das bedeutet, dass vermutlich eine
Verdnderung der Schlafdauer durch Einnahme des Medikamentes stattfand.

Testet man also

Bemerkung 6.22 (Kontingenztabellen und Unabhéingigkeitstests). Wir kommen nun
zum letzten hier behandelten Test, Fisher’s exaktem Test. Gegeben seien Items mit zwei
Merkmalen. (Beispielsweise Pflanzenblétter, die sowohl eine Farbe als auch eine bestimmte
Form haben.) Solche Daten lassen sich in einer Kontingenztafel zusammenfassen; siehe unten.
Falls beide Merkmale genau zwei verschiedene Moglichkeiten haben, ldsst sich mit Hilfe des
exakten Tests von Fisher bestimmen, ob beide Ausprigungen unabhéingig sind.

Merkmal 2, Merkmal 2 5
Moglichkeit 1 | Moglichkeit 2

Merkmal 1, Moglichkeit 1 S11 S1o Ste
Merkmal 1, Moglichkeit 2 So1 Soo Soe
Z Sol 502 S

Proposition 6.23 (Fisher’s exakter Test). Sei a € [0,1], Z,J endliche Mengen mit
|Z| = |J| =2 und

O = {p = (pij)iez,jeg Verteilungsgewichte einer Verteilung auf I x J}.

Weiter sei ((X,Y) = ((X1,Y1),...,(Xn,Yn)), (Pplpeo) ein statistisches Modell, so dass
(X1,Y1), ..., (X, Yy) unter Py, unabhingig und nach p verteilt sind (d.h. P(X}, = i,V =
J) =Dpij). Setze firi€L,j € J

Sij = {k: Xp =14, Yr = j},
Sie = {k: Xp =i} =) _ Sy

JjeJ
Seji={k: Y =34} =5

€L
und pie := Zjejpij7p°j = ez Dij fiir p € ©. Sei
Oo={p € O:pij=pie-pej fiiricL,jc T},
O©4 =0\ Og. Dann ist (S11,C) ein unverfilschter Test zum Niveau «, falls
H(S1e,5,51)(C) < a. (6.2)
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Beweis. Gegeben sind Daten von S Objekten. Wir gehen davon aus, dass S1e, S2e, Se1 Und Se2
bekannt sind. In diesem Fall gilt es, die .S Objekte so auf die Kontingenztafel zu verteilen, dass
die Randeintrige stimmen. Wir stellen uns vor, die Se1 Elemente mit Merkmal 2, Moglichkeit
1 seien weif}, die anderen Seo schwarz. Aus diesen wihlen wir S1, aus. Sind die Merkmale
wirklich unabhéingig, so erhalten wir eine H (S, S, Se1) verteilte Zufallsgrofie als Eintrag von
S11. Ist diese entweder zu grofl oder zu klein, kénnen wir die Unabhéngigkeit verwerfen. [

Bemerkung 6.24. In (6.2) besteht eine vermeintliche Unsymmetrie zwischen dem ersten und
zweiten Merkmal, da die Parameter der hypergeometrischen Verteilung S, die Anzahl der
gezogenen und S,; die Anzahl der weilen Kugeln bedeutet. Allerdings gilt

(SI;I) (Ss.ik‘) 501!502!51.!52.!
-H [ X} 9 ° k == Le g
(S1e, S, Sa1) (k) &) SIk!(Se1 — k)!(S1e — k)!(S — Se1 — St + k)!

= H(Se1, 5, S14) (),

was diese vermeintliche Unsymmetrie erklért.

Fisher’s exakter Test

iiberpriift, ob zwei Merkmale, die in jeweils zwei moglichen Ausprigungen vorliegen, stocha-
stisch unabhéngig sind.

Statistisches Modell (X1,Y1),..., (X, Ys) unabhingig, identisch verteilt,
Sij =k : Xy = 1,Y = 7},
Sie = {k: Xp =i} =D _ Sy,

€T
Sej =k : Ve =3} = S
i€
Hypothesen Hy:P(Xy=1i,Yr,=J) =P(Xp =1) -P(Yy = j) fiir alle ¢,

Ha:P(Xg =1i,Yy = j) # P(Xy = )P (Y}, = j) fiir
mindestens ein Paar ¢, j

Teststatistik S11 ist — gegeben Sie, S2e, S9¢1 und Seo — nach
H(S1e, 5, Se1) verteilt.

Ablehnungsbereich ~ S11 € C :={0,...,k,{, ..., S1e A Se1} falls H(S1e,5,561)(C) < a.

Abbildung 6.5: Schematische Darstellung von Fisher’s exaktem Test

Beispiel 6.25 (Mendel’s Experimente). Wir betrachten nochmal die beiden Merkmale der
Bliitenfarbe und Blattmuster einer Pflanze. Beispielsweise kénnte ein Ziichter von Pflanzen
zéhlen, wieviele seiner Pflanzen rot und weifl blithen, und wieviele glatte und gesprenkelte
Blatter haben. Wir gehen davon aus, dass (X;,Y;) die Farbe und die Blittermusterung der
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i-ten Pflanze ist. Ziel ist es herauszufinden, ob X; und Y; stochastisch unabhéngig sind, d.h.
ob etwa
P(X; = rot,Y; = glatt) = P(X; = rot) - P(Y; = glatt)

(und &hnliche Gleichungen fiir die anderen Farben/Blattmusterungen) gilt. Bei einem Versuch,
in dem man 400 Blumen als Stichprobe untersucht hat, erhilt man folgende Daten, die wir
in einer Kontingenztabelle zusammen fassen:

H glatt ‘ gesprenkelt H >

weif3 41 74 115

rot 96 189 285

> 137 263 400
Wir bezeichnen diese Anzahlen mit Syeig, glatt, - - - » Srot, gesprenkelt- Die Marginalien bezeichnen
wir mit Syeige, - - - » Srote UNA Seglatt, Segesprenkelt- Kann aufgrund dieser Daten die Hypothese

der Unabhiingigkeit auf einem Signifikanzniveau von 5% verworfen werden? Wéren die beiden
Merkmale unabhéingig, so wire E[Sy;] = 400 - 337 . 13 ~ 39.39. Beobachtet wurden aber
Su =41.

Zunéchst stellen wir fest, dass

H(115,400,137){0,...,30} ~ 0.018 < 0.032 = H (115,400, 137){0, ..., 31}
und
H(115,400,137){49,...,115} ~ 0.018 < 0.030 = H(115,400,137){48, ..., 115}.

Damit ist
C ={o,...,30,49, ..., 115}

der Ablehnungsbereich fiir Fisher’s exakten Test. Damit kann die Nullhypothese einer un-
abhéngigen Auspriagung der Bliitenfarbe und Blattmusterung nicht abgelehnt werden.



