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Kapitel 1

Einleitende und historische Bemerkungen

Die Wahrscheinlichkeitsrechnung geht in ihren Anféingen auf das Bestimmen von Chancen
und Auszahlungen bei Spielen zuriick; etwa um 1480 gibt es dazu erste Zeugnisse. Das
Spielen aber ist so alt wie die Menschheit und der Zufall war wohl schon immer beim
Spielen mit dabei. Im Altertum hat man sehr oft mit wiirfelahnlichen Gebilden gespielt,
meist hergestellt aus Knochen von Tieren. Bei den Griechen und Romern hief§ ein solcher
“Wiirfel” Astragalus; er wurde aus Ziegenknochen gefertigt. Im Mittelalter kannte man
schon die uns heute geldufigen Wiirfel und natiirlich die dazugehorigen Spiele. Eines
der frithsten Werke, das sich mit Chancen und Quoten beim Wiirfelspielen beschéftigt,
geht zuriick auf Cardano, ca. 1550. Es heifit “Liber de Ludo Alea”. Darin finden sich
Uberlegungen von der Art, daB, wenn ein Wiirfel nicht “gezinkt” ist, die Wette auf 1,
3, 5 als genauso giinstig anzusehen ist, wie die auf 2, 4, 6. Cardano war auch einer der
ersten, der Additions- und Multiplikationsgesetze fiir Wahrscheinlichkeiten formulierte.
Spater um 1650 berechneten Pascal und auch Huygens die Wahrscheinlichkeiten von
Spielergebnissen. Um 1800 gab es bereits statistische Uberlegungen in der Astronomie,
z. B. bei der Bestimmung von Planetenorten durch Gauss. Im 19. Jahrhundert wurde
die Wahrscheinlichkeitsrechnung noch zur Physik gezéhlt. Aber Hilberts Bemiihungen die
Gebiete der Mathematik solide zu begriinden, fithrten dazu , daf§ Kolmogorov 1933 einen
axiomatischen Zugang zur Wahrscheinlichkeitstheorie fand, der diese zu einem Teilgebiet
der Mathematik machte. Wahrscheinlichkeiten und Statistiken begegnen uns heute an
vielen Stellen des Alltags, sei es im Sport, in der Technik und Wissenschaft, in der Medizin,
im Banken- und Versicherungswesen.

Wir wissen seit 80 Jahren, dafl die Materie im Kleinen Wahrscheinlichkeitsgesetzen gehorcht.
In der sogenannten Quantentheorie sind sie entwickelt und vielfach in der Technik und
Wissenschaft iiberpriift worden.

Wozu Stochastik fiir Informatiker und Mikrosystemtechniker? Fiir die Ingenieure ist der
Umgang mit MeBwerten unumgénglich und fithrt notgedrungen auf Statistik. Bei den
Informatikern ist die Anwendung etwas versteckter. Aber die mittleren Laufzeiten von
Algorithmen oder das Lernen aus Datenmengen sowie die Orientierung von Robotern
sind Konzepte, die Stochastik brauchen.

Ich will diese einleitenden Bemerkungen schlieffen mit einem Beispiel, das die Briicke
schldgt von Cardano zu den Ereignissen unserer Tage. Am 08.04.2005 sollte urspriinglich
die Hochzeit zwischen Prinz Charles und Camilla Parker-Bowles stattfinden. Ende Mérz
2005 stellten die Buchmacher in London die Wette auf eine Verschiebung der Hochzeit
mit einer Quote 19:1, d.h. 19 Pfund Gewinn bei 1 Pfund Einsatz. Tatséchlich trat durch
den Tod des Papstes das Ereignis ein und die Londoner Wettbiiros durften kriftig zahlen.



Kapitel 2

Ereignisse und Wahrscheinlichkeiten

2.1 Der Wiirfel

Ein Wiirfel werde einmal geworfen:

Die Menge der moglichen Ergebnisse ist ; = {1,2,...,6}. Ist der Wiirfel fair, so hat
man P({i}) =, 1 <4 < 6. Folglich ergibt sich weiter

P({2,4,6)) = P(2) + P({(4}) + P{6}) =3+ 5 = 5
und ebenso P({1,3,5}) = 3 sowie P(€;) = 1. Ist A C €y, so definiert man
_ 4]
P(4) =11

Dabei ist |A| die Anzahl der Elemente der Menge A.

Nun einige Beispiele zu moglichen Ereignissen.

Beispiele:
1. Ergebnis ist ungerade = {1,3,5}.
2. Ergebnis ist gerade und kleiner als 4 = {2,4,6} N {1,2,3} = {2}.

Grundlegende Bemerkung

Ereignisse, die durch eine logische Aussage bestimmt werden, beschreiben wir stets durch
die Menge aller Ergebnisse, die diese logische Aussage erfiillen.

Ein Wiirfel werde zweimal geworfen:

Ein Ergebnis ist z.B. (1, 3). Beim 1. Wurf kommt eine 1, beim 2. Wurf kommt eine 3. Hier
ist die Menge der moglichen Ereignisse

QZ - {(171)7(172)7""(676)} = {(Zaj)|1 < i < 671 S] < 6}7 |Q2| = 36.

2



A A
Fiir A C Q5 definiert man P(A) := % = %
2

Beispiel:
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafi die Summe zweier Wiirfe < 10 ist?
P(Summe < 10) = 1 — P(Summe > 10)
= 1 — P(Summe > 11)
1Bl _,_3 _ 1

Q) 36 12
Dabei sind By = {(1,1),...,(4,6)} und BS, = {(5,6), (6,5), (6,6)}.

=1-P(Bj) =1

Beispiel:
Was ist die Wahrscheinlichkeit, dal das Ergebnis des 2. Wurfs gréfer ist als das des 1.7
Sei C'={(4,j)|i <7,1<i<6,1 <j<6}. Dann ist

6(6—1)

P(2. Wurf > 1. Wurf) = P(C) = 622 =13

2.2 Mengentheoretische Beschreibung von Ereignissen

Sei (2 die Menge aller méoglichen Ausginge w eines Zufallsexperiments. Fin Ereignis
wird durch eine logische Aussage festgelegt. Dazu gehort genau eine Menge A C ().
Wir identifizieren von nun an Ereignisse mit Teilmengen von €2, ndmlich genau mit den
Mengen, deren Elemente die logische Aussage erfiillen. Das heifit, was eintritt bzw. nicht
eintritt, beschreiben wir durch Mengen.

2.2.1 Bezeichnungsweisen

Grundraum §2: sicheres Ereignis
Leere Menge ) :  unmdogliches Ereignis
ACB: A liegt in B; aus A folgt B
B\ A: B ohne A; w € B\ A genau dann wenn w € Bund w ¢ A
Ac: Komplement von A, Gegenereignis; w € A° genau dann wenn w ¢ A
AN B: A und B; w € AN B genau dann wenn w € A und w € B
AU B: A oder B; w € AU B genau dann wenn w € A oder w € B
(1a8t w € AN B zu!)
P(Q) : Potenzmenge von §2; das System aller Teilmengen von Q.

Wichtige Rechenregeln:

Kommutativgesetze: ANB=BNA AuUB=BUA

Assoziativgesetze: AN(BNC)=(AnB)NC,
AUu(BUC)=(AuB)UC

Distributivgesetze: AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC),
AUu(BNnC)=(AuB)Nn(AUC)

Gesetze von de Morgan: (AU B)¢ = A°N B¢ (AN B)°= A°U B°

3



Endliche Vereinigungen und Schnitte. Seien Ay, ..., A, Ereignisse

U?ZlAZ:A:[UUAn und ﬂlnzlAZ:AlﬂﬂAn

Abzihlbare Vereinigungen und Schnitte. Seien Ay, A,, ... Ereignisse

UzoilAl:AlUAQU und m;’ilAz:AlﬂAgﬂ

Gesetze von de Morgan gelten auch hier:

(M2 A4)° = UZ A7 und (U2 A;)" = N2 A7

Sprechweise: Zwei Ereignisse A und B mit AN B = O heiflen disjunkt. Ist Ay, A,, ...
eine endliche oder abzéhlbare Folge von Ereignissen mit A; N A; = O fiir ¢ # j, so heiflen
diese Ereignisse paarweise disjunkt.

2.3 Wahrscheinlichkeiten

Definition 2.3.1 Sei A € P(Q) und seien Ay, As, ..., A, € P(Q). {A1, As, ..., Ay} heifit
Partition von A, falls A=J;_; A; und A; NA; = O firi# j gilt.

Definition 2.3.2 Fine Wahrscheinlichkeit P, ist eine Abbildung
P:Aw P(A) fir AC Q mit

v

1. P(A) >0

2. P(Q) =1
3. P(A)=>"" P(A;), falls {Ay,..., A,} Partition von A ist.

Definition 2.3.3 Sei ) eine endliche oder abzdhlbar unendliche Menge. Eine Abbildung
P von P(QQ) nach R heiffit Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf P(Q2), falls gilt

1. P(A) >0 fir A e P(Q)
2. P(Q) =1

3. fiir paarweise disjunkte Ereignisse Ay, Ag, ... aus P(Q) ist

PUZA) = 3 P(A).



Rechenregeln:

i) P(0)=0.
Begriindung: A; = O fiir ¢ > 1 ist paarweise disjunkte Folge. Damit P(0)) = P(Q)+
PO)+ ...

ii) P(AUB) = P(A)+ P(B) falls A und B disjunkt sind.

Begriindung: AUB=AUBUQUQ@U.... Damit ist P(AUB) = P(A) + P(B) +
0+0+...=P(A) + P(B).

iii) P(A°) =1— P(A).
Begriindung: folgt aus ii) mit Q = AU A°.
iv) Ist A C B, so gilt P(B\ A) = P(B) — P(A).
Begriindung: folgt aus ii) mit B=AU(B\ A) und AN (B\A) =0.
v) Ist A C B, so gilt P(A) < P(B).
vi) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B).
Begriindung: AUB =AU (B\ (AN B)).

Fiir die weiteren Uberlegungen ist die folgende Gleichung niitzlich:

P(A) =) P({w})

wEA

Sie ist eine direkte Folge der Definition einer Wahrscheinlichkeit.

Weitergehend hat man
P(AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

Dies sieht man durch Fallunterscheidung, wenn man alle Terme als Summen geméfl der
vorangegangenen Gleichung liest und zéhlt wie oft die einzelnen Terme jeweils auftauchen.
Entsprechend argumentierend erhélt man die Ungleichungen

p(0n) 55
P (O Ai) > zn: P(A;) = P(ANA;)

i<j
Schliefflich gilt allgemein die Ein- und Ausschlufiformel:

P (O A,) = ﬁ:P(Ai) —) P(Ain4))

i<j
+ ) PANANA) +-+ ()" P(A NA NN A).

i<j<k



2.4 Chancen-/Gewinnverhiltnisse und Auszahlungsquoten

Das Chancenverhéaltnis
(englisch: odds)

Sei A ein Ereignis und A¢ das Gegenereignis.

PA) P4

BA) = 504 = 1= pay

heif3t das Chancenverhiltnis von A.

Beispiel: “Sechs” beim Wiirfeln
Fiir einen fairen Wiirfel gilt:

P({6}) = ¢ wnd P({6)) = |
R(A) = % _ %

In Worten: R(A) ist 1 zu 5.

Das Gewinnverhaltnis

Bleiben wir bei obigem Beispiel und spielen folgendes Spiel. Der Spieler gewinnt, wenn die
“6” kommt, ansonsten verliert er. Der Einsatz sei 1€. Die Auszahlung ist 6€, wenn “6”
kommt und 0€, wenn keine “6” kommt. Die Auszahlung setzt sich aus 5€Gewinn + 1€
Einsatz zusammen. Der mittlere Gewinn (MG) ist

MG = P({6}) - Gewinn — P({6}°) - Einsatz = é -5 — g -1=0.

Da der mittlere Gewinn gleich 0 ist, spricht man von einem fairen Spiel. Das Gewinnverhéltnis
betragt hier 5 zu 1 (5:1).

Grundprinzip des fairen Wettens

Bei einer fairen Wette, verhalten sich die Gewinnverhéltnisse umgekehrt proportional wie
die Chancenverhéltnisse.

Man kann dieses Prinzip aber auch iiber den Einsatz ausdriicken: Die Einsétze sind
proportional zu den Wahrscheinlichkeiten.

Man denke nur an das Wiirfelspiel, bei dem der Spieler 1€ Einsatz und der Wettanbieter
5€ zahlen.



Auszahlungsverhéltnisse

Bei Sportwetten wie z.B. b-win werden nicht die Gewinnverhéltnisse angegeben, sondern
die Auszahlungsverhéltnisse, auch einfach Quoten genannt. Das Auszahlungsverhéltnis
gibt die Auszahlung im Verhéltnis zum Einsatz an. Die Auszahlung setzt sich aus Einsatz
und Gewinn zusammen. So gab es fiir das Bundesligaspiel “Karlsruher SC - TSG Hoffenheim”
am 18.04.2009 die Quoten:

1) 2,85:1 bei Karlsruher SC-Sieg
2) 3,20:1 bei Unentschieden
3) 2,30:1 bei Karlsruher SC-Niederlage.

Das Angebot ist nicht ganz fair, was natiirlich daran liegt, dafl b-win etwas Gewinn machen
will.

Betrachten wir nochmals die Situation beim Wiirfel, wenn wir die drei Ereignisse {1, 2, 3},
{4,5} und {6} wéhlen. Faire Quoten sind dann:

1) 2:1 bei{1,2,3}
2) 3:1 bei {4,5}
3) 6:1 bei{6}.

Die jeweiligen Wahrscheinlichkeiten ergeben sich gerade als die Kehrwerte der Quoten.
Dies gilt allgemein.

Hat die faire Wette auf ein Ereignis £ die Wahrscheinlichkeit p und den Gewinn G, so
gilt bei einem Einsatz von 1
p(G+1)=1.

Denn sei E¢ das Gegenereignis von FE, so ist der mittlere Gewinn
MG=G-p—1-(1—-p)=0.

Diese Gleichung ist aber dquivalent zur vorangegenenen. Also gilt bei einer fairen Wette
der Zusammenhang

p= ek wobei G + 1 die Wettquote ist.

Bezogen auf das Spiel “Karlsruher SC” gegen “T'SG Hoffenheim” findet man

Karlsruher SC-Sieg p1 =0,35
Unentschieden po = 0,36
Karlsruher SC-Niederlage ps = 0,43

Da p; + po + p3 = 1,14 ist, ist die Wette nicht ganz fair. Bekanntlich ist das Spiel 2:2
ausgegangen.

2.5 Gleichverteilungen

Man nimmt an, es gibt endlich viele Ausgénge, die alle gleich wahrscheinlich sind.

Sei Q = {wy,wy, . ..,w,} mit n = ||



P({wi}) = P{we}) = ... = P({wn}) = 1/n

Fiir beliebiges A C Q) gilt dann:

P(A) = Anzahl der fiir A giinstigen Ergebnisse  [A|
~ Anzahl aller méglichen Ergebnisse  [Q]

Dies ist die sogenannte Abzdhlregel.

Beispiel:
Dreimaliges Werfen einer fairen Miinze. Wappen kodieren wir mit 0 und Zahl mit 1. Dann
ist

Q=1{0,1} x {0,1} x {0,1}

= {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,1)}

Offensichtlich ist [Q] = 23 = 8. Sei A das Ereignis mindestens einmal Wappen und
mindestens einmal Zahl. Dann ist

A =1{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1), (1,1,0),(1,0,1), (0,1, 1)}

Wir haben |A| = 6 und somit P(A) = 6/8 = 3/4. Man kann natiirlich auch iiber das
Gegenereignis kein mal Wappen oder kein mal Zahl argumentieren und erhélt

A°=1{(0,0,0),(1,1,1)}
mit P(A%) =2/8 =1/4.
Jetzt 148t sich auch erldutern, warum es sinnvoll ist, Eigenschaft 3. von Definition 2.3.3 zu
fordern (die sogenannte o-Additivitiat). Man werfe eine faire Miinze beliebig lange. Was

ist die Wahrscheinlichkeit irgendwann eine “1” zu werfen? Das entsprechende Ereignis
lautet:

A ={(1),(0,1),(0,0,1),...}

P(A) = P((1))+ P((0,1)) + P((0,0,1)) + ...

—1+1+1+
2 4 8 7

o0
:zp”:L
=1



Kombinatorische Hilfsmittel

Zunéchst fithren wir die Binomialkoeffizienten ein. Wie betrachten ein quadratisches
Gitter und zéhlen die Wege von (0,0) zu dem Punkt (k,n — k). Dies geht rekursiv. Wir
bezeichnen diese Anzahl mit (Z)

21

15 | 35

10 | 20 | 35

6 [10] 15|21

3141567
1111 ]1]1]1

el i e e e el
N WO DY

Drehen wir nun dieses Schema, so erhalten wir das Pascalsche Dreick.

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

Nach Konstruktion gehorcht es dem folgenden Bildungsgesetz

n n—1 n—1
= U <k<n-— > 1.
(k’) (k—1)+< 1 ) firl<k<n—1lundn>1

Zusétzlich gilt

n 0 k

Aus dem Bildungsgesetz folgt mit vollsténdiger Induktion

(1) = e

Dabei ist n!l =n - (n—1)---2-1, gesprochen “n Fakultit”.

Wir geben nun zwei Mengen an, deren Mdchtigkeiten jeweils (Z) ist.

1.) Sei A={(wi,...,wn) | wi €{0,1}, > w; =k} Dann ist [A] = (}).
i=1

Diese Menge entspricht genau den Wegen im Gitter mit Lange n und k Anstiegen in
Richung y-Achse.



2.) Sei Q@ ={1,...,n} und P, = {A C Q| |A| = k}. Dann ist [Py| = (}).

Dies folgt so: Jede Teilmenge mit k& Elementen einer n-elementigen Menge entspricht
eine 0-1 Folge der Lénge n. An der i-ten Stelle der 0-1 Folge steht eine 1, wenn das
i-te Element in der Menge A liegt.

Ein Beispiel:

In einer Urne sind 5 weifle und 4 schwarze nicht nummerierte Kugeln. Es werden 3 Kugeln
gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit 2 weifle und eine schwarze Kugel zu ziehen? Die
Anzahl der moglichen Fille ist (g) Die Anzahl der giistigen Fille ist (g) (111) Die gesuchte

5\ (4
Wahrscheinlichkeit betrégt also G0) _ 10

G

Hierbei wurde das folgende Argumentationsprinzip benutzt.

Das Kombinationsprinzip: Sei {2 eine Menge von k-Tupeln w = (wy, ..., wy), die man
als Ergebnisse eines aus k Teilexperimenten bestehenden Zufallsexperimentes auffassen
kann, wobei w; das Ergebnis des i-ten Teilexperimentes ist. Fiir das erste Teilexperiment
gebe es n; mogliche Ausgéange. Fiir jedes ¢ sei n; die Zahl der moglichen Ausgénge des
i-ten Teilexperimentes, unabhéngig davon wie die fritheren Teilexperimente ausgegangen
sind. Dann ist: #Q = niny...ny

Was heifit Ziehen? Sei N eine endliche Menge mit n verschiedenen Elementen. Aus N
wird eine Stichprobe vom Umfang k gezogen. Wir interessieren uns fiir die Anzahl der
verschieden Stichproben. Dies ist fiir die Berechnung von Wahrscheinlichkeiten nach der
Abzéhlregel von Nutzen. Dabei gilt es zu beachten, dass unter Ziehen unterschiedliches
gemeint sein kann.

e Beriicksichtigung der Reihenfolge:

— Reihenfolge der Ziehung wird beriicksichtigt: geordnete Probe.
— Reihenfolge der Ziehung wird nicht beriicksichtigt: ungeordnete Probe.

e Zuriicklegen:

— mit Zuriicklegen: Mehrfachziehung moglich.
— ohne Zuriicklegen: Mehrfachziehung nicht moglich.

Damit ergeben sich vier Kombinationsmoglichkeiten. Wir werden allerdings die Situation
der ungeordneten Probe mit Zuriicklegen nicht behandeln, da sie im Folgenden keine Rolle
spielen wird.

Geordnete Probe mit Zuriicklegen: Die Anzahl der Proben ist gleich der Anzahl der
k-Tupel (x1,...,2;) mit z; € N fiir i = 1,..., k. Diese Anzahl ist nF.

Geordnete Probe ohne Zuriicklegen: Die Anzahl der Proben ist gleich der Anzahl
der k-Tupel (z4,...,2;) mit z; € N fir i =1,..., k, bei denen z; # x; fiir i # j gilt. Mit

10



dem kombinatorischen Grundprinzip ergibt sich diese Anzahl (die Zahl der Méglichkeiten
wird bei jeder Zichung um eins kleiner!) als:

k—1

n(n—1)...(n—(k=1)) = [J(n—1).

1=0

Offensichtlich muf hier £ < n gelten. Fiir den Spezialfall £ = n entspricht jede Stichprobe
einer Anordnung der Elemente der Menge N. Man erhélt also die Permutationen von N.
Fiir die Anzahl n(n — 1)...1 schreibt man n! (gesprochen n Fakultit). Damit ist

nn—1)...(n—k+1)=

(n— k)

Ungeordnete Probe ohne Zuriicklegen: Die Anzahl solcher Proben ist gleich der
Anzahl der verschiedenen Teilmengen von N mit genau k& Elementen. Diese Anzahl ist

nn—1).. (n—(k—1)) n! (Z)

k(k—1)...1 Ckl(n—k)

Dies ist der Binomialkoeffizient n ber k.

Anwendung: (Lotto 6 aus 49)

Es werden 6 Kugeln aus 49 Kugeln gezogen, die von 1 bis 49 nummeriert sind. Die
Reihenfolge der Ziehung spielt dabei keine Rolle. Der Ziechungsmechanismus stellt sicher,
daB jede Kombination (= ungeordnete Stichprobe ohne Zuriicklegen!) gleichwahrscheinlich
ist. Damit liegt Gleichverteilung vor.

Der Grundraum laft sich folgendermassen beschreiben:
Q={(w1,...,we)|l w; <wy <ws <wy <wy <wg <49},

Die Wahrscheinlichkeit fiir Sechs Richtige ist

1 6XHxXx4x3x2x1

(469):49><48><47><46><45><44

~ 7.51078.

Um die Wahrscheinlichkeit fiir Dre: Richtige zu bestimmen, benotigen wir die Anzahl
der Kombinationen, die genau drei der von uns getippten Zahlen enthalten. Unser Tipp
zerlegt die 49 Zahlen in zwei Mengen: die 6 von uns getippten und die 43 von uns nicht
getippten. Eine Kombination mit drei richtigen enthélt drei Zahlen aus den 6 getippten
und drei Zahlen aus den 43 nicht getippten. Die Wahrscheinlichkeit fiir Dre: Richtige ist

damit o 143
() (5)
9
(s)
Nun wollen wir noch eine Aufgabe behandeln, die sowohl die kombinatorischen Hilfsmittel
als auch die Ein- und Ausschluflformel benutzt.

~ 0.0176..

n Personen kommen mit je einem Geschenk zu einer Party. Die Geschenke werden zuféllig
verteilt. Jede Person erhélt genau ein Geschenk. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl
wenigstens eine Person ihr Geschenk zuriickerhélt?
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Wir denken uns die n Personen durchnummeriert von 1,... n. Sei w; die Nummer der
Person, die ihr Geschenk von i erhilt. Sei Q = {w = (w1,...,w,) | 1 < w; < n, w; #
wj fiir i # j}. Diese stellt die Menge der Permutationen von 1, ..., n dar. {2 hat nach dem
Kombinationsprinzip n! Elemente und man nimmt Gleichverteilung an:

P} =

Sei A; das Ereignis, dal Person ¢ ihr Geschenk zuriickerhélt. Dafl genau k Personen ihr
Geschenk zuriickerhalten, hat Wahrscheinlichkeit

(n—k)!

Dann ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ mindestens eine Person ihr Geschenk zuriickerhlt,
nach der Ein- und Ausschlufiformel gleich

P(AjU...UA,) =Y > (D) 'P(A,N...NA4;)

Il
3

—~
—_
S~—
bl
AN
VRS
> 3
~__
=
~Al
=

k=1
B n (_1>k—l
- k!
k=1
B ~ (—1)*
=1 k!
k=0

—1—e1~0,63 fiir n — oo.

2.6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit

Einfiihrendes Beispiel:

Eine faire Miinze wird dreimal hintereinander geworfen. Dabei entspreche 1 dem Ausgang
Zahl und 0 dem Ausgang Wappen in einem einzelnen Wurf. Also © = {0,1} x {0,1} x
{0,1}. Sei A das Ereignis mindestens zweimal Zahl:

A= {(07 L, 1)7 (1’ 0, 1)7 (1v L, O)» (17 1, 1)}
Fiir die faire Miinze sind alle Ergebnisse gleichwahrscheinlich. Damit ist

4 4
PA) = =53
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Angenommen wir wissen bereits, dafl der erste Wurf Zahl ergeben hat. Wie dndert sich
unsere Einschitzung der Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A7 Wir wissen also,
dafl das Ereignis

B ={(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1)}

auf alle Fille eintritt. Was ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben dieses
Wissen? Die Intuition legt es nahe, alle Elemente aus B als gleichwahrscheinlich anzusehen
und diese Menge als neuen Grundraum heranzuziehen. Damit erhalten wir als bedingte

Wahrscheinlichkeit

AnB| 3 ‘@ PANB)
B 4 H -~ P(B)

Definition 2.6.1 Seien A und B Ergeignisse und sei P(B) > 0. Dann ist

P(ANB)

PUAIB) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B.

Aus der Definition folgt sofort (fiir P(B) > 0) die Multiplikationsregel
P(ANB) = P(A|B)P(B).

Aus der Definition folgt ebenfalls
P(A°|B) =1—- P(A|B).

Es gilt némlich B = (AN B) U (A°N B) und (AN B)N (A°N B) = . Damit ist
P(A°N B) = P(B) — P(AN B) und weiter
P(A°nB) P(B)-PANB) _ PANDB)

P(B) P(B) B ppy L PAB).

Sind A; und A, zwei disjunkte Ereignisse, so gilt allgemein
P((AyUA)NB)=P(AiNB)+ P(A, N B).

Somit ist
P((A; U Ay) N B)

P(B)
P(A;NB)+ P(A2N B)

_ 0 — P(A4|B) + P(Ay|B).

P(A;UAy|B) =

Bedingte Wahrscheinlichkeiten verhalten sich also beziiglich des ersten Argumentes wie
gewohnliche Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel:

In einem Hut befinden sich drei Spielkarten, von denen eine auf der Vorder- und Riickseite
weif ist, eine weitere, die auf der Vorder- und Riickseite schwarz ist und eine dritte, die
auf der Vorderseite weiff und auf der Riickseite schwarz ist. Eine gezogene Karte zeigt auf
der Vorderseite schwarz. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, daf sie auf der Riickseite
weif ist? Wir nummerieren die Seiten der Spielkaren wie folgt:

13



1. Karte wy /wy
2. Karte s1/s9

3. Karte ws/ss.

Nun ist die Menge der moglichen Ereignisse
Q= {817 S92, 83, W1, Wy, wg}

und damit .

Die Wahrscheinlichkeit, daf eine gezogene Karte auf der Vorderseite schwarz ist, ist dann

P(schwarz) = —#{8;3783} = %

Weiter ist
#{s3} 1

P(Riickseite weifs | Vorderseite schwarz) = —————— = —.

B #{51,82783} -3

Beispiel:

Ein elektrisches Gerit, enthélt zwei Schaltkreise I und II. Schaltkreis I fallt dabei mit
Wahrscheinlichkeit 0.1 aus. Fallt Schaltkreis I aus, so féllt Schaltkreis IT mit Wahrscheinlichkeit
0.2 ebenfalls aus. Bleibt Schaltkreis I intakt, so fallt Schaltkreis IT mit Wahrscheinlichkeit
0.05 aus. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallen beide Schaltkreise aus? Sei

A = {Schaltkreis I fillt aus}

B = {Schaltkreis II fillt aus}

Aus den obigen Angaben erhalten wir
P(A)=0.1, P(B|A) = 0.2 und P(B|A°) = 0.05
Damit folgt P(AN B) = 0.1 x 0.2 =0.02.

Kénnen wir auch P(A|B) berechnen? Dazu benétigen wir P(B):

P(B)

P(ANB)+ P(A°N B)
P(B|A)P(A) + P(B|A®)P(A°)
P(BJA)P(A) + P(B|A%) (1 — P(A))
0.2 x 0.1 4 0.05 x 0.9 = 0.065.

Es folgt
0.02

P(A|B)

14



Die Rechnung, die wir hier fiir P(B) gemacht haben, gilt allgemein, wie der folgende Satz
bestétigt.

Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit:

Sei {A1,...A,} eine Partition von 2. Sei B ein weiteres Ereignis. Dann gilt:

_ ZP(B|Ai)P(Ai).

Begriindung:
P(B) = P(BNQ)=P(BN (u[b 14:))

= P(U,(BNA))) ZPBHA

= ZP(B‘A1>P(A1')'

Beispiel: Ziehen ohne Zuriicklegen

Von einem gut gemischten Skat-Blatt (bestehend aus 32 Karten) werden vom Stapel
nacheinander zwei Karten gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit, daf3 die zweite Karte
“Kreuz oder Pik”, d.h. “schwarz” ist? Vermutung: Sie ist gleich %

P(2. Karte “schwarz”)
= P(2. Karte “schwarz” | 1. Karte “schwarz”) - P(1. Karte “schwarz”)

+ P(2. Karte “schwarz” | 1. Karte “rot”) - P(1. Karte “rot”)
115 116 1 15416 1

3317231 2 31 7%

Eine direkte Folgerung aus dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit ist die Bayessche
Formel. Sie ist von grundlegender Bedeutung und beschreibt, wie neues Wissen zu verwerten
ist. Sie wird deswegen auch oft als Lernformel bezeichnet.

Bayessche Formel:

{Ay,... A,} sei eine Partition von Q. Sei B ein weiteres Ereignis. Dann gilt:

;P(BIAj)P(Aj)

Denn:

pea, | 5y~ PBLAIPA) P A)P(A)

> P(B| 4))P(4)

Dabei wurde in der letzten Gleichung der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit verwendet.
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Beispiel: Farbenblindheit
Farbenblindheit ist eine typische Mannerkrankheit. M stehe fiir ménnlich, W fiir weiblich
und fb fiir farbenblind. Die Zahlenverhéltnisse seien wie folgt:

P(M) = P(V) = 5, PUHIM) = = P(FIIIV) = 5.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ eine Person ménnlich ist, wenn sie farbenblind
ist?

P(fb|M)P(M .1 24

P(M‘fb) — (f | ) ( ) = = 112 21 =

P(FOM)P(M) + POW)P(W) &3+ ,-1 25

12 8

Beispiel:

Zuverlassigkeit von Priifverfahren. Ein bestimmter Chip wird in Massenproduktion hergestellt.
Dabei wird jeder Chip vor Auslieferung getestet. Die Produktion hat eine Ausschufirate
von 0.01; daf3 heif3t ein einzelner Chip ist mit Wahrscheinlichkeit 0.01 defekt. Das Priifverfahren
besitzt folgende Eigenschaften:

e bei einem fehlerfreien Chip zeigt das Priifverfahren mit Wahrscheinlichkeit 0.1 falschlich
einen Fehler an.

e bei einem fehlerbehafteten Chip zeigt das Priifverfahren mit Wahrscheinlichkeit 0.05
falschlich keinen Fehler an.

Chips bei denen das Priifverfahren einen Fehler anzeigt werden aussortiert und die verbleibenden
Chips werden ausgeliefert. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein ausgelieferte Chip auch
wirklich fehlerfrei? Sei

A = {Chip ist fehlerfrei} und B = {Priifverfahren zeigt Fehler an}.

Wir wissen P(A) = 0.99, P(B|A) = 0.1 und P(B|A°) = 0.95. Mit A; = A und A, = A°
liefert die Formel von Bayes

P(B|A)P(A)
P(B°|A)P(A) + P(B?|A?) P(A°)
B 0.9 x 0.99

0.9 x0.99 +0.05 x 0.01
= 0.999.

P(A[B?) =

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein aussortierter Chip auch wirklich defekt ist ergibt sich mit
analoger Rechnung als
0.95 x 0.01

P(A°|B) = = 0.0876.
(4°1B) 0.95 x 0.01 +0.1 x 0.99

Beispiel: Welche Urne (Box) ?

3 Urnen mit weilen und schwarzen Kugeln seien gegeben: Es wird eine Urne zufillig
ausgewdhlt und dann eine Kugel daraus gezogen; die Kugel wird gezeigt, nicht aber die
Urne. Man rate, aus welcher Urne gezogen wurde. Bayes-Formel: P(Urne i | weif) = 7

l

1
P(Urne ¢ und weifl) = P(weif} | Urne 7) P(Urne i) = 3 1T
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OX JRI®K JRieX )
Box1 Box2 Box3

Abbildung 2.1: Urnen 1-3

Pick Box Pick Ball
172
- O
U3 O @ "
3 O 2/3
O @ v
O O ®
O @ 14

Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeiten

1 1 1 2 1 3 23
Plweil) = = . -+ -.2, 2.2 _ =22
(weil) =3 5+3°3%3° 77 36
Dann folgt
1.3 3 g
P(Urne 3 | wei}) = —3234 =2 =_
Weiter sind:
P(Urne 2 | weif) — -
rne 2 | weif}) = —
23

6
P(Urne 1 | weif) = %

Definition 2.6.2 Zwei Ereignisse A und B heifen (stochastisch) unabhingig, falls

P(AN B) = P(A)P(B).

Sind A und B unabhingig und gilt P(B) > 0, so ist

p(AlB) = £ (;‘(2)3 )P (ﬁ(ggB) _ P(4).

Sind A und B unabhingig und gilt P(A) > 0, so ist
P(B|A) = P(B).

Stochastische Unabhéngigkeit zweier Ereignisse bedeutet also, dafi Kenntnis iiber das
Eintreten des einen Ereignisses keine Information hinsichtlich des Eintretens des anderen
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Ereignisses liefert.

Sind A und B unabhéngig, so sind auch A und B¢ unabhingig. Es gilt dann nédmlich
P(ANnB°) = P(A)— P(ANB)=P(A)— P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B))
= P(A)P(B°).
Betrachtet man mehr als zwei Ereignisse, so werden die Forderungen komplizierter.

Definition 2.6.3 Drei Ereignisse A, B und C' heiflen unabhdngig, falls die folgenden vier
Gleichungen gelten:

P(ANB) = P(A)P(B)
P(ANC) = P(A)P(C)
P(BNC) = P(B)P(C)

P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Gelten die ersten drei Gleichungen, so sind die Paare A und B, A und C und B und
C jeweils unabhéngig. Man spricht in diesem Fall von paarweiser Unabhéngigkeit. Die
dritte Gleichung stellt eine zusétzliche Forderung dar und folgt nicht aus den ersten drei
Gleichungen.

Beispiel:
Sei Q@ = {0,1} x {0,1} und

P({(0,0)}) = P({(1,0)}) = P({(0,1)}) = P({(1,1)}) = 1/4.
Dies entspricht also dem zweimaligen Werfen einer fairen Miinze. Sei
A=1{(0,1),(0,0)} (Erster Wurf liefert Wappen)
B ={(0,1),(1,1)} (Zweiter Wurf liefert Zahl)
C' ={(0,0),(1,1)} (Beide Wiirfe liefern dasselbe Ergebnis)

Dann gilt [A] = |B| = |C] =2 und |[ANB| = |[ANC| = |BnNC| = 1. Daraus folgt
P(A) = P(B) = P(C) = 1/2 und P(AN B) = P(ANC) = P(BNC) = 1/4. AuBerdem
ist AN BNC = @ und somit

P(ANBNC)=0+#1/8=P(A)P(B)P(C).
Eine Menge von n Ereignissen heifit (stochastisch) unabhéngig, falls fiir jede Teilmenge
der n Ereignissen gilt: die Wahrscheinlichkeit des Schnittereignisses ergibt sich als Produkt

der Einzelwahrscheinlichkeiten. Fiir n = 3 sind dies vier Gleichungen; bei n = 4 ergeben
sich bereits elf Gleichungen.

Man kann Unabhéngigkeit aber auch wie folgt definieren. Die Ereignisse A4, ..., A, heilen

unabhéngig, falls
P (ﬂ Bi> =7 ®B)
i=1 i=1
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gilt. Dabei sind B; entweder gleich A; oder A{ fiir ¢ = 1,...,n. Dies sind 2" Gleichungen.
Beide Definitionen sind dquivalent.

Es folgen nun einige Beispiele, die die Niitzlichkeit des Begriffs der Unabhéngigkeit verdeutlichen.

Beispiel: Funktion einer Maschine

Eine Maschine besteht aus zwei unabhéngig voneinander arbeitenden Teilen. Wenn beide

Teile fehlerhaft arbeiten oder wenn die Maschine falsch bedient wird, entsteht Ausschussware.

Dabei sind Bedienungsfehler unabhéngig von der Arbeitsweise der Maschine. Die Wahrscheinlichkeit,
daf} der erste Teil fehlerhaft arbeitet, ist 0,05; beim zweiten Teil ist sie 0,08; die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Bedienungsfehler ist 0,02.

Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird Ausschussware produziert?

A = {1. Teil fehlerfrei} P(A)
B = {2. Teil fehlerfrei} P(B)
C' = {kein Bedienfehler} P(C) =0.98

0,95
0.92

P(Defekt) = P(A°N B°NC) + P(C°)
= P((A°N B°)) P(C) + P(C°)
= P(A°)P(B°)P(C) + P(C")
=0,05-0,08-0,98 + 0,02
= 0,00392 + 0,02 = 0,02392
~ 2, 4%

Beispiel: Wahrscheinlichkeit, daf§ im k-ten Wurf erstmals eine “6” gewiirfelt wird.

Erstmals im k-ten Wurf eine “6” zu werfen, bedeutet, in den vorangegangenen k — 1
Wiirfen keine “6” , dann aber eine “6” zu werfen. Folglich ist

5\"" 1
P(erstmals “6” im k-ten Wurf) = (6) = P k> 1.
Es mufl natiirlich » pr = 1 gelten, was man leicht mit Hilfe der geometrische Reihe
k>1
i (§)k_1 = 6 einsieht
= e .

Gamblers Rules
Angenommen man spielt ein Spiel sehr oft hintereinander und dessen Gewinnchance
ist 1/N. Wie oft mufl man spielen, damit man mit mindestens 50% Wahrscheinlichkeit
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wenigstens einmal gewinnt?

1 n
P(kein Gewinn in n Spielen) = (1 — N)

Sei n* = [log(3) / log(1 — +)]; dabei ist [z] die kleinste ganze Zahl groBer als z fiir z € IR.
Da log(1 4+ z) ~ z fiir z — 0 ist die rechte Seite von n* asymptotisch gleich

w(3)/(3) e

Da log(2) ~ 0,69 ~ 2/3 ist, lautet die Regel, n muf} groBer als 2/3 N sein. Fiir N =
1,2,...,27 gilt tatsdchlich n* = [2/3 N|. Im Fall des Wiirfels mit Erfolg beim Werfen

ciner “6” st . {log (%) /(%” — 3,8 = 4.

Beispiel: Fluf3 in einem Leiter

Angenommen fiir jeden von den Schaltern in dem folgenden Schaltkreis ist die Wahrscheinlichkeit,
dal der Schalter geschlossen ist p; und dafl er offen ist ¢ = 1 —py, ¢ = 1,...,5. Man
berechne die Wahrscheinlichkeit, daff ein Strom durch den Schaltkreis flieit unter der
Annahme, dafl die Schalter unabhéngig sind.

S,

L L

S S S
N e

~
r

Abbildung 2.3: Schaltkreis

P(Strom fliefit) = P(Strom flieit oben entlang) + P(Strom fliefit unten entlang)

— P(Strom flieit sowohl oben als auch unten entlang )

Dabei ist P(Strom flieit oben) = p; - po und P(Strom flieit unten) = ps - p4 - p5, wegen
Unabhéngigkeit. P(Strom flieBt oben und unten) = p; - ps « p3 - ps - Ps

P(Strom fliet ) = py - p2a+ps-ps-Ds —P1-P2- D3 Pa- Ps
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2.7 Kombination von Ereignissen

Seien E1, Fs, ... E}y Ereignisse. Dann gilt
P(EyNEyN...NEy) = P(Ey)P(Es|Ey)P(Es|E1 N E) ... P(E,|JEyNEsN ... N Eg_q).
Ist jeweils F; von E; N ...N E;_; unabhingig, so folgt
P(EyNEyN...NEy) = P(E))P(Es) ... P(Ek).
Beispiel:
Geburtstagsproblem. k Personen befinden sich in einem Raum. Mit welcher Wahrscheinlichkeit

haben mindestens zwei von ihnen am selben Tag Geburtstag? Wir treffen folgende vereinfachende
Annahmen:

e Das Jahr hat 365 Tage.
e Jeder Tag kommt mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag in Frage.

e Es besteht keine Abhéngigkeit zwischen den Geburtstagen verschiedener Personen
(also keine Zwillinge!).

Der Einfacheit halber denken wir uns die Personen von 1 bis k numeriert und stellen uns
vor, dafl wir sie der Reihe nach befragen. Sei

Q=1{1,...,365}" = {wjw = (wi,...,wp);w; € {1,...,365}}.
Dabei ist w; der Geburtstag der i-ten Person.
Es ist einfacher,; die Wahrscheinlichkeit des Gegenereignisses D keine zwei Personen haben

am selben Tag Geburtstag zu bestimmen. Die Uberlegungen des Abschnittes 2.5 liefern
sofort (Ziehen mit und ohne Zuriicklegen)

k—1
Q| = 365" und |D| = [](365 - j)
j=0
und damit -
365 — j
P(D) = .
(D) ]HO 365

Die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben,

betrédgt somit
k—1

365 — j
111 365

J=0

Fiir £ = 23 haben mit Wahrscheinlichkeit 0.506 mindestens zwei Personen am selben Tag
Geburtstag. Bei & = 65 betrédgt die Wahrscheinlichkeit bereits 0.998.
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Die obige Formel 148t sich auch mittels bedingter Wahrscheinlichkeiten herleiten. Sei dazu

D; = {(j + 1)-te Person hat an einem anderen Tag Geburtstag als die Personen
1 bis j}
= {u) S Q|wj+1 7é w; fiir 1 <1< ]}

Dann gilt
365 x 364 364
P(D 290 X b2 .
(D1) = Plwn # wa) = 302262 = 365

Sei nun j > 2. Auf dem Ereignis Dy N ... N D;_; haben die Personen 1,...,j an j
verschiedenen Tagen Geburtstag. Damit ergibt sich die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses D; gegeben DN ...ND;_; zu

3654 _, _ J

Wir erhalten nun

P(D;NDyN...NDy_y)
= P(Dl)P(D2|D1)P<D3‘D1 N Dg) ‘e P(Dk,1|D1 N D2 n...N Dk*Q)

() (-52)
HHC-5)-1i-5)

Fiir groBere Werte von k bietet sich folgende Néherung an. Es gilt log(1 — k) &~ —h und
somit

k-1

log(P(D1N Dy N ... N D)) = Y log(l—j/365) ~ —(1/365) ) _ j
B j_k(k —1) "
T 2x365°

Die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben,

ist daher nédherungsweise
k(k—1)
1 — e 2x365

Die Naherung ist sehr gut. Fiir k£ = 23 liefert sie 0.500 im Vergleich zu dem exakten Wert
0.506.
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Kapitel 3

Zufallsvariable und Erwartungswerte

3.1 Grundlagen

Eine Zufallsvariable ist ein Zahlenwert als Ergebnis eines Zufallsexperimentes.

Definition 3.1.1 Sei Q) ein Grundraum. Eine Abbildung X
X:Q—R
heifst Zufallsvariable.

Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Wertebereich x1,xo, . ... Die Verteilung von X
wird durch die Punktwahrscheinlichkeiten p; mit

pi = P(X =2;) = P{w|X(w) = :})
beschrieben.
Bemerkung: Es gilt > p; = 1.
i=1
Beispiel:
Dreimaliges Werfen einer fairen Miinze. Wieder stehe 1 fiir Zahl und 0 fiir Wappen. Also
Q =1{0,1}3. Sei fiir w = (wy,ws,w3) € Q

X(w) =wy +wy + ws.

Der Wertebereich von X ist {0, 1,2,3}. So ist etwa X((0,0,0)) = 0 und X((0,1,1)) = 2.
X z#hlt die Anzahl der Wiirfe mit Ergebnis Zahl. Es gilt

P(X=0=1/8, P(X=1)=3/8, P(X=2)=3/8, P(X=3)=1/8
Definition 3.1.2 Ist X eine Zufallsvariable mit Werten x1, xo, ..., so heifst

E(X)=)Y xP(X =)
i=1
Erwartungswert von X, falls

Z |z;| P(X = ;) < 0.
i=1
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Beispiel:
Fiir das vorangegangene Beispiel gilt

E(X):l'P(XZ1)+2-P(X:2)+3-P(X:3):§+

ol o
+

|

I

|

Beispiel:

Einmaliges Werfen eines Wiirfels. Q = {1,2,...,6}. Sei X (i) =i fir i = 1,...,6. Dann
ist P(X =i)=1/6und E(X)=¢(1+2+...+6) =3 =3,5.

Beispiel:

Wie lange mufl man beim wiederholten Wiirfeln im Mittel auf die erste Sechs warten?
Allgemeiner: Gegeben sei eine Folge unabhéngiger Versuche mit zwei Ausgéngen: Miflerfolg
(mit 0 bezeichnet) und Erfolg (mit 1 bezeichnet). In jedem Versuch sei die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Erfolg p und die Wahrscheinlichkeit fiir einen Miflerfolg ¢ = 1 — p. Sei X die
Anzahl der Versuche bis zum ersten Erfolg (einschliefllich dieses Versuchs!). Wie grof ist
der Erwartungswert von X7

X = k gilt genau dann, wenn die ersten kK — 1 Versuche Miflerfolge waren und der k-te
Versuch ein Erfolg ist. Damit gilt

+P(X =k)=gx...xqxp=¢""p
N—_———
(k — 1) mal

Der Wertebereich von X ist {1,2,3,...}. Die Verteilung von X wird als geometrische
Verteilung bezeichnet. Diese Bezeichnung riihrt von der geometrischen Reihe

=0 e

her. Damit sehen wir

Y PX =k =p) ¢ "=p) ¢= % =1
k=1 j=0 q

00
k=1 =

Der Erwartungswert von X ergibt sich zu
E(X)=) k" 'p=p> k¢*".
k=1 k=1

Die Reihe wertet man mit Hilfe folgenden Tricks aus:

Dies liefert

PP
Bei einem einzelnen Wiirfelwurf erscheint mit Wahrscheinlichkeit p = 1/6 die Sechs. Man
bendtigt deshalb im Mittel 6 Wiirfe, um eine Sechs zu erhalten.
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Ist g eine Funktion von R nach R und X eine diskrete Zufallsvariable, so ist auch g(X)
eine diskrete Zufallsvariable. Fiir den Erwartungswert von g(X) gilt

= Zg(%’)P(X = ;)

falls

Z lg(z:)|P(X = ;) < 00

Es geniigt also die Verteilung von X zu kennen, um E(g(X)) zu berechnen.

Eine wichtige Figenschaft des Erwartungswertes ist die Linearitdt. Fiir den Spezialfall
g(x) = ax + b erhalten wir namlich E(aX +b) = aE(X) + b.

Allgemeiner gilt fiir Zufallsvariablen X, Y mit existierenden Erwartungswerten £(X) und
E(Y), daB
E(aX +bX) =aE(X)+bE(Y)

gilt. Diese Eigenschaft heifit Linearitit des Erwartungswertes.

Um diese Formel einzusehen, ist eine Darstellung des Erwartungswertes iiber dem Grundraum

Q) niitzlich. Es gilt:
= g(X(@)P({w}).

weN
Dies zeigt man folgendermafien:

D IX@)PHeH =D > g P({w})

_ ;wxz) o) P
= Yot % P}
- ot PULIX() = 2
= E (9(X))

Nun 148t sich die Linearitdt des Erwartungswertes leicht zeigen. Fiir a = b =1 gilt
E(X+Y) = (X(w) +Y(w) PH{w})
=Y X(w)P({w}) +ZY P({w})
= 5(X )+ E(Y).
Definition 3.1.3 Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit Erwartungswert E(X), so heifst
Var(X) = E(X — E(X))>

die Varianz von X.
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Zur Berechnung der Varianz bietet sich oft die sogenannte Verschiebungsformel an:

Var(X) = B(X?) — (B(X)).

Die Varianz mifit auf quadratischer Skala. Dies fiihrt zur folgenden Definition fiir linear
Skalen.

Deﬁnltlon 3.1.4 Ist X eine diskrete Zufallsvariable mit endlicher Varianz Var(X), so
heifit o(X) = y/Var(X) die Standardabweichung von X.

Die Verschiebungsformel sieht man folgendermafen ein (u = E(X))

Var(X) = Z = ;)

:ZJU —2xip + p?)P(X = ;)

= Z%ZP(X = ;) — 2/¢ZmiP(X = ;) +
i=1 i=1

= E(X?) — 2uE(X) 4 12
— B(X2) - (B(X))2
Beispiel:

Ist X das Ergebnis bei einmaligen Wiirfeln, so ist Var(X) = 2 = 2,916 und o(X) =
1,708.

Beispiel:
Ist X geometrisch verteilt, also P(X = k) = ¢*~!p fiir k = {1,2,3,...}, so erhilt man

Var(X) = ]% und o(X) = %

(Hinweis: hierzu berechnet man zuniichst >_ k(k — 1)¢"~2)
k

3.2 Bernoulli-Verteilung und Binomialverteilung

Eine Zufallsvariable Y heifit Bernoulli-verteilt, falls sie nur die Werte 0 und 1 annimmt.
Dann gilt
PY=1)=pund P(Y =0)=¢=1—p

fiir ein 0 < p < 1. Fiir den Erwartungswert der Bernoulli-Verteilung ergibt sich

EY)=0-1—-p)+1-p=np.
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Weiter ist
EY?)=0-(1-p)+1-p=p

und mit der Verschiebungsformel folgt
Var(Y) = p —p* = pq.

Die Bernoulli-Verteilung ist der Grundbaustein fiir die Binomialverteilung. Wir betrachten
nun n unabhéingige Versuche mit den beiden Ausgéngen Erfolg (entspricht 1) und Milerfolg
(entspricht 0). In jedem Versuch sei die Wahrscheinlichkeit fiir einen Erfolg p und die
Wahrscheinlichkeit fiir einen Miflerfolg ¢ = 1 —p. Wir interessieren uns nun fiir die Anzahl
X der Erfolge bei n Versuchen. Formal 148t sich das wie folgt fassen.

Q=1{0,11" = {(w,...,wn) | wi € {0,1}}

Fiir w € Q) sei

(+) P{{w}) = P({(wy, .., wn)})

=1
5 wi 3 (1-wi)
et p i=1 (1 — p) i=1
Beispiel: n =4
w=(1,0,1,1)

P({(1707 1, 1)}) = p3(1 _p>

Sei nun A C . Dann ist

P(A):=) P({w}).

w€eA

Sei X(w) =w; +ws + ...+ w, Dann ist wegen (+)

pr = P{w | X(w) = k})
= >  P({wh

w| X (w)=k

(+) o .

DY T e
w| X (w)=k

=S -
w|> wi=k

= ()

mit 0 < k£ < n. Die letzte Gleichung folgt, da es (Z) 0-1 Folgen der Lénge n gibt mit
genau k Einsen.
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Sei X;(w) = w; das Ereignis des i-ten Versuches. Da w; entweder 0 oder 1 ist, sind X;
Bernoulli-verteilt mit

Pl o) =wh) = Pl = {7 e =]

Nun ist X = ) X,. Dann folgt

—E <§:X) :iE(X

Denn alle X; haben denselben Erwartungswert p. Aufierdem ist Var(X) = np(1 — p).
Denn: Var(X) = E((X)Q) — (B(X))?

E ( X;)") = (np)?

(

(S50

E(ZXZ) +E<ZXX>
(

E

e ((30))

]

E ZX2> + 3" E(X.X;))
%#J
= np—i—n(n— p®, da BE(X;X;)=1-p*=p*ist.

Insgesamt folgt Var(X) = np(1 — p) und o(X) = y/np(1 — p).

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der Binomialverteilung und dem Ziehen mit
Zuriicklegen. In einer Urne seien W weifle Kugeln und S schwarze Kugeln. Aus dieser Urne
werde n mal eine Kugel gezogen und sofort wieder zuriickgelegt. Die Wahrscheinlichkeit,
daB bei einer einzelnen Ziehung eine weile Kugel gezogen wird, ist

w
W+S

und die Wahrscheinlichkeit, dafl eine schwarze Kugel gezogen wird, ist

S
W+S

Aufgrund des Zuriicklegens sind die einzelnen Versuche unabhéngig und wir erhalten fiir
die Anzahl der weilen Kugeln bei n Ziehungen

PX =k) = (Z) (WVZ S)k (WS+S>M

fir k=0,1,2,...,n sowie

W W S
g wmd Var(X) =n s e

E(X)=n
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3.3 Hypergeometrische Verteilung

In vielen Anwendungen, etwa bei der Qualitdtskontrolle mittels Stichproben, wird ohne
Zuriicklegen gezogen. Wir betrachten deshalb nun die folgende Situation. In einer Urne
seien W weifle Kugeln und S schwarze Kugeln. Aus dieser Urne werde n mal jeweils eine
Kugel gezogen und danach nicht zuriickgelegt. Offensichtlich mufl dann n < W + 5 =N
gelten. Sei X die Anzahl der weiflen Kugeln in der gesamten Stichprobe. Wir bestimmen
nun die Verteilung P(X = k) auf zwei Weisen.

Fiir die erste Herleitung denken wir uns die Kugeln von 1 bis N numeriert und nehmen
an, die Kugeln seien prinzipiell unterscheidbar. Die Kugeln mit den Nummern 1 bis W
seien weifl und die Kugeln mit den Nummern W 4+ 1 bis N seien schwarz. Es gibt (f{ )
verschiedene Moglichkeiten, aus den N Kugeln eine n-elementige Teilmenge auszuwéhlen.
Um eine Stichprobe mit £ weifle Kugeln zu erhalten, mufl man k& Elemente aus der Menge
{1,..., W} auswéhlen und n — k Elemente aus der Menge {W + 1,..., N} auswihlen.
Dies ergibt nach dem Kombinationsprinzip

() 624)

viele Moglichkeiten. Damit erhalten wir

Wy ( S
pix — ) = Llcs) (V)V())
fir alle £k mit 0 < &k < W und 0 < n — k < S. (Offensichtlich kénnen wir nicht mehr
als W weie oder mehr als S schwarze Kugeln ziehen!) Die obige Verteilung von X heif3t
Hypergeometrische Verteilung. Fiir den Erwartungswert gilt (ohne Beweis)

W

BX)=n =g

und fiir die Varianz gilt (ohne Beweis)

Var(X) =

. w S W4+S5—n
W+S W+S\W+S—-1)°

Man sieht, daf§ der Erwartungswert derselbe ist wie beim Ziehen mit Zuriicklegen. Die

Varianz ist um den Faktor
W4+S5—n

W4+S5-1
kleiner als beim Ziehen mit Zuriicklegen. Dies erklart sich aus der Abhéngigkeit der
einzelnen Ziehungen.

Beispiel:

Ein Kunde weif}, dafl im Mittel 10% der Lieferungen von Bauteilen einer Firma defekt sind.
Dieser Anteil ist vertraglich akzeptiert. Um sich gegen einen héheren Anteil an defekten
Bauteilen abzusichern, entnimmt der Kunde jeder Einheit zu 50 Bauteilen eine Stichprobe
vom Umfang 5 (selbstverstandlich ohne Zuriicklegen!) und testet diese 5 Bauteile. Der
Kunde lehnt die Einheit ab, falls sich unter den fiinf gezogenen mehr als ein defektes
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Bauteil befindet. Mit welcher Wahrscheinlichkeit lehnt er eine Einheit ab, die 8 defekte
Bauteile enthalt?

Hier ist N =50, n =5, W =8, § = 42. Damit ist

P(X>1)=1—(P(X =0)+ P(X = 1))
Dm0
) (%)
=1-0.4015 — 0.4226
= 0.1759.

Wir wollen nun noch eine weitere Herleitung der Hypergeometrischen Verteilung betrach-
ten. Dabei gehen wir dhnlich wie bei der Binomialverteilung vor. Es zeigt sich namlich,
dafl — trotz der Abhéangigkeit zwischen den Ziehungen — die Reihenfolge, in der weifle und
schwarze Kugeln gezogen werden, keine Rolle spielt. Man sieht dies am besten an einem
Beispiel: sei W = 3, S = 5 und n = 3. Die Wahrscheinlichkeit erst zwei weile und dann
eine schwarze Kugel zu ziehen ist

3 2 5_3><2><5

— X =X ==———
8 7 6 8x7x6
Die Wahrscheinlichkeit erst eine weifle, dann eine schwarze und dann noch eine weifle

Kugel zu ziehen ist
3.5 2 3x5x2

§ 776 8x7x6
Die zwei Ausdriicke ergeben denselben Wert. Offensichtlich hat sich nur die Reihenfolge
der Zahlen im Zahler gedndert. Eine Moglichkeit k£ weifle Kugeln zu erhalten besteht darin,
erst k weifle Kugeln in Folge zu ziehen und anschlieend n — k£ schwarze Kugeln in Folge
zu ziehen. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Elementarereignis ist
W—k+1 s S—1 S—(n—k)+1

W W-1
Wrs X Was—1 X X Ws—ht1 X Was—k X Was—h—1 X" X Was—nt1-

Die k weilen Kugeln und n — k schwarzen Kugeln kénnen natiirlich auch in einer anderen

Reihenfolge auftreten; dies &ndert jedoch nichts an der Wahrscheinlichkeit des betreffenden

Elementarereignisses. Insgesamt gibt es (Z) viele verschiedene Elementarereignisse mit k

gezogenen weiflen Kugeln. Damit erhalten wir

IS W =) TSNS =)
p<x_k)—(k) T s
n w! Sl (W+ S —n)!
Q)UV—MMS—n+@!(W+SM

(15

<W+S)

n

Man rechnet die letzte Gleichung leicht direkt nach.
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Ist N = W+.S grof§ im Verhéltnis zu n, so sollte der Unterschied zwischen Ziehen mit und
Ziehen ohne Zuriicklegen kaum bemerkbar sein. Wir betrachten nun den Grenziibergang
S, W — oo mit

w
—_— 1).

Dann gilt auch S/(W +5) — g und N — oo. Gleichzeitig lassen wir k& und n fest. Terme

der Form '
W —j

W+S—j
streben dann fiir 0 < j7 < k — 1 gegen p und Terme der Form
S—J
W+S—-k—j

streben fiir 0 < j <n — k — 1 gegen ¢. Damit strebt P(X = k) gegen

N\ &k n—k
(k)pq |

Die Wahrscheinlichkeiten der Hypergeometrischen Verteilung streben also gegen die Wahr-
scheinlichkeiten der Binomialverteilung. Die folgende Tabelle veranschaulicht diese Grenz-
wertaussage. Dabei ist n = 5.

k| W=20, S=10 | W=100, S=50 | W=200, S=100 | W=1000, S=500 | p = 2/3
0 0.002 0.004 0.004 0.004 0.004
1 0.029 0.0039 0.040 0.041 0.041
2 0.160 0.164 0.164 0.165 0.165
3 0.360 0.335 0.332 0.330 0.329
4 0.340 0.331 0.330 0.329 0.329
5 0.109 0.127 0.129 0.131 0.132

3.4 Poisson-Verteilung und das Gesetz der kleinen
Wahrscheinlichkeiten

Wir werden nun einen Grenzwertsatz fiir die Binomialverteilung kennenlernen. Sei X
binomialverteilt. Also

P(X =k)= <Z)pk(1 —p)" " fir 0 <k <n.

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Fall p, — 0 und n — oo, so dal np, —
. Wir haben also eine grofle Anzahl von Versuchen vorliegen mit jeweils sehr kleiner
Erfolgswahrscheinlichkeit. Dies erkliart den Namen “Gesetz der kleinen Wahrscheinlichkeiten”.
Es gilt
) =(1—p )= (1" (1 P\ e

P(X=0)=(1-p,)" = (1 - ) ~(1 n) ~e
Dies folgt aus .
lim <1 - E) =e M

n—oo
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Damit haben wir schon eine N#herungsformel fiir P(X = 0). Um auch fiir die weiteren
Wahrscheinlichkeiten eine Approximation zu erhalten, betrachten wir zunéchst das Verhéltnis

P(X =k)
R(k) = .
(k) P(X=k-1)
Es gilt
n n— n!
R(k) = (k)pk(l —p)"* K=k p n—k+1 p

(. - n— - n! o —
e e L = A

Damit folgt bei n — oo und p,, — 0 mit np, — p (bei festem k)

. k—1\ 1
R@:%}O— )—H%

n an

Also R(k) ~ p/k. Damit gilt weiter

P(X =k) = P(X =0)R(1)R(2) ... R(k)
b
ik

= €

Diese Naherung heiffit Poisson-Néaherung.
Die Zahlen e #u*/k! sind fiir k = 0,1, ... positiv. Dariiberhinaus gilt

i _‘“u iu—l::e_“e“zl.
k=0 k=0 !

Damit legen diese Zahlen eine Verteilung auf {0,1,2,...} fest. Diese Verteilung heif3t
Poisson-Verteilung. Eine Zufallsvariable Z heifit Poisson-verteilt mit Parameter A, falls

L
P(Z = @_k‘A

fir kK =0,1,2,... gilt. Der Erwartungswert F(Z) ist dann gleich
E(Z)= A\
Diesen erhélt man wie folgt:

e )\k—l

= i ke_)‘)\—k = i k;)\—k = e Z
— k! — k! — (k —

Ahnlich sieht man E(Z(Z — 1)) = A? und erhélt hieraus F(Z?) = A% + X und schlieBlich

et =

Var(Z) = X2+ A — A2 = \.

Bei der Poisson-Verteilung stimmen also Erwartungswert und Varianz iiberein.
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Beispiel: Defekte in einer Produktionseinheit
Ein Produktionsprozess fithrt zu 1% defekten Einheiten. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit
2 oder mehr defekte unter 100 produzierten Teilen zu finden? Die Verteilung der Defekten
ist binomialverteilt mit n = 100 und p = ﬁ:

1

1\ 100 1\
P der 1 Defektes) = |1 — — 100 — (1 — —
(0 oder 1 Defektes) ( 100) + 100 100 < 100>

99 100 99 99
(i) + (i)
— 0,36603234 + 0, 36972964
— 0,735762

Néherungsweise ist die Verteilung der Defekten poissonisch mit Parameter 1. Dann ist

P (0 oder 1 Defektes) =2-e~ ! =0, 735758

Damit erhélt man in beiden Rechnungen

P (2 oder mehr Defekte ) = 0,26424.

Der Unterschied in der Approximation erscheint erst in der 6. Stelle hinter dem Komma.

Ein Datenbeispiel, fiir das die Poisson-Verteilung sehr gut pafit, ist die Statistik der
Hufschlagtoten in der Preuffischen Armee von 1875 bis 1894. Dabei ergeben sich 196
Tote in 280 Regimentsjahren. Dies ergibt als beste Anpassung eine Poisson-Verteilung

mituz%z(),?.
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Number of Deaths by Horsekicks
in the Prussian Army
from 1875-1894 for 14 Corps

Year G* I* II III IV V VI* VII VIII IX X XI* XIV XV Total

1875 1 1 1 3
1876 2 1 1 1 5
1877 2 1 1 2 7
8 1 2 2 1 1 1 9
1879 1 1 2 1 2 1 10
1880 3 2 1 1 1 2 1 4 3 18
1881 2 1 1 1 6
1882 1 2 1 1 1 2 1 4 1 14
1883 1 2 1 2 1 3 11
1884 3 1 1 2 1 1 9
1885 1 2 1 5
1886 2 1 1 1 1 1 1 3 11
1887 1 1 2 1 3 2 1 1 15
1888 1 1 1 1 6
1889 1 1 1 1 1 2 2 11
1890 1 2 1 1 2 1 1 2 17
1891 1 1 1 3 3 12
1892 1 3 2 1 3 1 1 15
1893 1 1 2 1 3 8
1894 1 1 1 1 4

Total 16 16 12 12 8 11 17 12

* G indicates Guard Corps
G, I, VI and XI Corps’ organization differ from the others

J

13 15 25 24 8 196

3.5 Gesetz der Groflen Zahlen

Definition 3.5.1 Die Zufallsvariablen Xy, Xs,..., X, mit dem diskreten Wertebereich
X () ={z1, 22, ... } heifflen unabhingig, falls fir alle Werte zy, za, . .., 2z, aus X (Q2) gilt

P(Xl2217"'7Xn:Zn):HP(Xj:Zj)

Beispiel:
Sei Q ={w = (w1,...,wp) |w; €4{0,1}}, X;(w) = w; und

Pw| Xi(w) =1}) =p, P({w|Xi(w)=0})=1-p.

Sind X1, Xy, ..., X,, unabhingig, so folgt mit ; € {0,1} fir i =1,...,n
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PX;=¢,i=1,...,n) = HP(Xi —g;) = p==i(1 — p)>=02) = pk(1 — p)nF,

falls " e; = k ist. Dann ist X = X; + ... + X,, binomialverteilt mit Parametern n und p
i=1
(sieche Abschnitt 3.3).

Es gilt nun die folgende Stabilitidtseigenschaft:
Sind X und Y unabhéngig und binomialverteilt mit Parametern n, p bzw. m, p, so ist
X +Y binomialverteilt mit Parametern n + m, p. Dies sieht man so:

PX+Y =1)=PU_{X=iY =1-1})

— gp({X:i,Y:l—i})
::;;f«LXZiDP%D’=l—iD

= pl(1 - p)”*m_lg (7) (z Tz)
= pl(1 - p)"tmt (n J; m)

Eine entsprechende Aussage gilt fiir Poisson-verteilte Zufallsvariablen.

Betrachten wir nun nochmals binomialverteilte Zufallsvariablen S, mit P(S, = k) =
(1)p"(1 = p)"~*. Der Erwartungswert von S, ist E(S,) = np. Folglich ist E(52) = p.
Auflerdem ist Var(sn—”) = p(1 — p)/n; d.h. sie geht gegen 0 fiir n — oo. Folglich vermutet
man S, /n — p. Dies ist ein Spezialfall des folgenden grundlegenden Sachverhaltes.

Das Gesetz der Groflen Zahlen:

1.) Sein € IN. Seinen X7, X», ..., X,, unabhéngige Zufallsvariablen mit derselben Verteilung
und endlichem Erwartungswert £(X;) und endlicher Varianz Var(X;). Dann gilt fiir

jedes € > 0
P ( > 5) < —Var(Xl).

ne2
lim P (

>5>:0

1 n
> Xi— B(X))
n =1

2.) Es gilt:

1 n
- 2)@ — B(X,)

fiir alle € > 0.
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Bemerkungen:

1. Sind die Zufallsvariablen X7, X, ..., X,, Bernoulli-verteilt mit Parameter p, so gilt
E(X;) = p und man hat

1 n
lim — X;=p.
Ji 2 Xi=p
2. Speziell beim Wiirfeln setze man

Y. — 1 falls Y; =6
‘10 falls Y; #6

wenn Y; das Ergebnis des i-ten Wurfes bedeutet. Dann ist p = 1/6 und man hat

= 1 1
Xn:ﬁ;Xl_)a

in Worten: Die relative Haufigkeit der Sechsen in n Wiirfen konvergiert fiir n — oo
gegen 1/6.

0.20
1

0.18
1

MMt

A ey

0.16
1

relative Haeufigkeit der "6"
0.14
1

0.12
1

0.10
1

0 1000 2000 3000 4000 5000

Wuerfe

Abbildung 3.1: relative Haufigkeit

Die Empirische Verteilung

Seien X1, Xs, ..., X,, unabhéngig Zufallsvariablen mit gleicher Verteilung ) und Wertebereich
X(Q) = {z1,22,..., 2k} Sei F,(2) = %i Lix,—x fiir z € X(Q). Dann gilt fiir n — oo:
Fu(2) — Q(2) fiir alle = € X(Q). -

F,.(z) heit empirische Verteilung, in Englisch: sample distribution.

Beachte: > F,(z) = 1.
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Beweis:
Da die X; unabhéngig sind, sind auch 1;x,—.y, ¢ = 1,...,n unabhéngig. Das Gesetz der
GroBen Zahlen liefert: F,,(z) — Elix,—.1 = P(X; = 2) = Q(2).

O

Beispiel: Wiirfeln!

Abbildung 3.2: Empirische Verteilung bei n = 5000

Tschebychev-Ungleichung:

Sei Y Zufallsvariable mit eindlichem Erwartungswert F(Y') und endlicher Varianz Var(Y).
Dann gilt fiir jedes a > 0

Var(Y)

2

P(Y — B(Y)| > a) < -5

Denn:
a’P([Y — BE(Y)| > a) < ®Elgy_p)>a}

<E[Y - EM)*1gy—pw)>a)]
< Var(Y)

Dabei verwendet man, dal P(Y € A) = E14(Y) gilt. Dies sieht man leicht ein, denn
P(Y € A)=) P(Y =y) =Y Lay)P(Y =y;) = E14(Y).

Y €A i €Q

Beweis des GGZ: o
Wende Tschebychev-Ungleichung auf X,, = S,,/n an ! Dann gilt

EX,) =E (% zn:X)

1S
_ nElel) _ B(XY)
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_ 1 <&
Auflerdem ist ar(X,,) ar (n Z >

nVar(X7) _ Var(X)

n? n

Die dritte Gleichung folgt mit der Formel von Bienaymé. Sie wird spéter bewiesen.

Einsetzen liefert
Var(X1 )

e2n

P(|X, — E(X1)| > €) <

Definition 3.5.2 X und Y seien Zufallsvariablen mit E(X?) < oo und E(Y?) < oo.

1. Dann heifst Kov(X,Y) = E(X — E(X))(Y — E(Y))) die Kovarianz von X und Y .

2. Die Grifle
Kov(X,Y)

AT = X6 )

heifst Korrelationskoeffizient.

3. X und Y heiffen unkorreliert, falls Kov(X,Y) = 0.

Bemerkungen:

1. Fiir die Kovarianz gilt die Verschiebungsformel

Kov(X,Y) = E(X-Y)— E(X)E(Y).

2. Sind X und Y unabhéngig, so gilt Kov(X,Y) = 0 oder dquivalent

E(X-Y)=E(X)E(Y).

Denn:
E(X-Y) = inyjP(X =2, Y =y;)
= Y P(X=2) P(Y =y)
= (Z ;P (X = %)) <Z yi P (Y = yj))
=EX)-E(Y). ]
Beachte:

Es kann Kov(X,Y) = 0 sein, ohne daf§ X und Y unabhingig sind.
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3. Mit einer dhnlichen Rechnung wie in Abschnitt 3.2 erhélt man

Var(Xy + ...+ X,) = Y Var(X;) + Y Kov(X;, X;).
i=1 i#j

Sind X1, ..., X, unabhéngig, ist der Kovarianz-Term gleich 0 und es gilt die Formel
von Bienaymé

Var(Xy + ...+ X,) = »_ Var(X;).
=1

3.6 Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X1, X, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen, alle mit derselben Verteilung und mit
endlichem Erwartungswert F(X;) = p und endlicher Varianz Var(X;) = o2. Sei S, =

n
> X; . Wir interessieren uns fiir das Verhalten von
i=1

Sp —np
Sy =——
" Vno

Es gilt £(S}) = 0 und Var(S}) = 1. Man sagt S ist standardisiert. Nun gilt:

fiir wachsendes n.

b
1
lim P(a < §* < b) = &(b) — d(a) :/ L e,
n—oo n o /27_‘_

Diese Aussage wird “zentraler Grenzwertsatz” genannt. Sie besagt, daf fiir grole n S
niherungsweise normalverteilt ist.

Abbildung 3.3: Approximation der Binomialverteilung durch die Normalverteilung
(n=100, n=1000)

Anschaulich heifit dies, die Fliche unter dem Histogramm der Verteilung von S zwischen
a und b konvergiert fiir n — oo gegen die Fldche unter der Kurve von ¢(z) = \/%7_6_:62/ 2
zwischen a und b. ¢ heifit GauBische Glockenkurve (Sie findet sich auch auf der Vorderseite

unseres letzten 10 DM Scheins).
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, DEUTSCHE BUNDESBANK
ZEHN DEUTSCHE MARK

Abbildung 3.4: 10 DM Schein

Die Funktion ®(z) = [*_ ¢(x) da ist gut tabelliert und in vielen hochwertigen Taschenrechnern
festverdrahtet. Sie 148t sich nicht elementar berechnen. Es gilt ®(—z) = 1—®(2) fiir z > 0.
Dies folgt direkt aus der Symmetrie von ¢(z) um 1/2.

1-®(2) is

B(-2) i
9 s this proportion

this proportion

-z 0 z standard units z

Abbildung 3.5: Symmetrie der Normalverteilung

Es gilt ®(z) — &(—z) = 2P(z) — 1.

Hier sind fiinf Werte dieser Funktion, die man sich fiir Rechenzwecke merken kann.

O(2) — O(=2)
0,683
0,954
0,997

6,3-107°
5,7-1077

U W N W

Eine altbekannter Spezialfall des zentralen Grenzwertsatzes ist die Approximation der
Binomialverteilung fiir den Fall nicht seltener Ereignisse:

Der Satz von de Moivre-Laplace

Seien Xy, X,,..., X, unabhingige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen mit Parameter p.
Sei S, = > X;. Dann gilt fiir —co <a <b< 0
i=1
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lim P (a < ST b) = & (b) — (a).

Bemerkung:
Beachte S,, ist binomialverteilt. Der Satz wird oft so verwendet:

(+) P(GSSnSb):Z(Z>pk(1—p)”k%(I)<b_—np)_(I)< a—np )

P np(1 —p) np(1l —p)
Sn—np < b—np
V/rp(1=p) = \/np(1-p)’
Fiir kleine n ist die Approximation (+) nicht sehr gut und es empfiehlt sich eine Stetigkeitskorrektur,
die darin besteht die approximierende Normalverteilung der Kéastchenbreite anzupassen.

Dazu beachte man: S, < b <

b1 —_1_
p(aggngb)%q)(u)_qp<u)

o

o

mit x = np und 0% = np(1 — p).

| o z — scale
B l/ﬁa
} — z— scale
T -2& -1 0 ‘& 1 2
(a-1/2-p)/o ©W+1/2-p/o 2= (z-p)/o

Abbildung 3.6
Den Vorteil zeigt das folgende extreme Beispiel:
n =100, p = %
P(S,, =50) ~ ®((50 + % —50)/5) — ®((50 — % —50)/5) = ®(0,1) — ®(.0,1) = 0,0796
Der exakte Wert ist 0,07959, wihrend die Approximation mit (4) einfach 0 ergibt.
Es folgt nun ein Beispiel, bei dem n so grof ist, dafl man die Stetigkeitskorrektur aufler

acht lassen kann.

Beispiel 1:
1) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf in 6000 Wiirfen eines Wiirfels die “6”

a) mehr als 1100 mal auftritt,
b) mindestens 950 mal und héchstens 1050 mal auftritt?

Zua)  P(Seo00 > 1100) = P(Sgopo — 1000 > 100)

— Se000—1000 100
=P (\/6000~é~2 = \/ﬁooo.é.g)
=P (Sgooo >V 12)

~ 1—®(v/12) = 0,00028
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Zub) P (]Ss000 — 1000] < 50) = <|S§000| S \/_0)
~ [0(v3) - sV 0,017

Beispiel 2:

Wieviele Wihler mufl man befragen, um mit einer Abweichung von hochstens 1% das
Wabhlergebnis einer Partei A mit 90% Sicherheit vorherzusagen?

Hier ist das Binomialmodell angebracht. Sei p,, = S—T? der Anteil der Befiirworter der Partei
A unter den Befragten. S,, ist binomialverteilt mit Parameter n und pg. pg soll bis auf 1%
bestimmt werden, d.h.

(*) Pp0(|]/7\n _p0| < 0701) > 0,90.

Wie grofi mufl n sein, damit Aussage (x) fiir alle pg gilt?
Sei p1 = po — 0,01, ps = po + 0,01, dann gilt

vn(p1 — po) < §* < V(P2 —p0>>

po(T—po) — "7 /po(1—po)

~ ® (\/ﬁ(pQ —p0)> _d (\/ﬁ(pl —po)>
po(1 —po) po(1 — po)

:1_2®<_ﬁ<p2—po>>

Ppo(pl Sﬁn §p2) :Pp0<

Po(1 — po)
.0,01

_ 19 V200 20,9
Po(1 — po)

Dies ist dquivalent zu :

po(1 — po)
Nun folgt
-0,01
—071(0,05) = V-0
po(1 — po)
und 0,012
$1(0,05)? = —
po(1 — po)

Damit muf} gelten:
ng > (©'(0,05) /0 01%) po(1 — po)

Beachte: p(1 — p) < 1 mit Gleichheit fiir p = 1, ®(0,05) = —1, 645.
Fiir py = % ist ng = 6764 fiir po = 0,1 ist ng = 2435.
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Kapitel 4

Zufallsvariable und
Wahrscheinlichkeitsdichten

4.1 Dichten und Verteilungsfunktionen

Bis jetzt haben wir nur diskrete Verteilungen mit Punktmassen kennengelernt. Viele
Vorgénge — etwa die (verrauschte) Messung eines Signals — lassen sich besser durch
kontinuierliche Verteilungen beschreiben. Um solche Verteilungen einzufiihren, ist der
folgende Begriff hilfreich.

Definition 4.1.1 Fine Zufallsvariable X ist eine mefSbare Abbildung X : 2 — IR. Die
Funktion F : IR — [0, 1] mait

F(r) = P(X <x) = Pw|X(w) < x})
heifst die Verteilungsfunktion von X . MeBbar heifit dabei, daf$ die rechte Seite der Gleichung

fir alle x erkldrt ist.
Eigenschaften einer Verteilungsfunktion F:
i) F ist wachsend.

ii) F' ist rechtsseitig stetig.
iii) lim F(z)=0und lim F(z)=1.

Tr——00 Tr—00

Es gilt
Pla <X <b)=F(b) — F(a)

und

P(X >a)=1-F(a).

Definition 4.1.2 Sei X eine Zufallsvariable. Dann heif§t X stetig verteilt mit Dichte f,
falls fiir die Verteilungsfunktion F' von X

F(z) = /_m F(u)du

gilt. Die Funktion f heifst Wahrscheinlichkeitsdichte (Dichtefunktion) von X.
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Eigenschaften einer Dichtefunktion f:

i) [ flu)du=1.
ii) f(u) >0 fiir alle u € R.

Es gilt ,
Pla <X <) :/ f(u)du

und damit ,

P(X =0) %%P(b h <X <b) l}ggl bihf(u)du 0

Es gibt also keine Punktmassen. Die Dichte f 148t sich (falls f stetig ist) folgendermaflen
verstehen:

z+h
P(:c<X§a:+h):/ f(u)du =~ hf(z).

Man schreibt dafiir gerne mit Differentialen P(X € dx) = f(x)dz. Ist die Dichte f in
einer Umgebung von = = z; stetig, so gilt

f(flfg) = F/(ZC()).
Fiir stetige Dichten f ist die zugehorige Verteilungsfunktion F' folglich eine Stammfunktion.

Definition 4.1.3 Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte f. Dann heifst
E(X) :/ xf(z)dx

der Erwartungswert von X, falls

/ |z| f(x)dz < oo.
Definition 4.1.4 Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte f und Erwartungswert
E(X) = p. Dann heifst

Var(X) = [ (o= P f(a)da

—00

die Varianz von X. Ist Var(X) < oo, so heifit o(X) = /Var(X) die Standardabweichung

von X.
Auch hier gilt die Verschiebungsformel

Var(X) = E(X?) — (E(X))?.

Ist g eine Funktion von R nach R und X eine stetig verteilte Zufallsvariable mit Dichte
f, soist g(X) Zufallsvariable und der Erwartungswert E(g(X)) von g(X) durch

| s

o0
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gegeben, falls
| lo@rein < oo

gilt.
Beispiel: Gleichverteilung auf [a, b]
Hier ist f(z) = ;=1 (2), falls a < b ist. Es gilt:

r—a
Cb—a
Flz)=0 firz<a
F(z) =1 firz>b.

=
&

fira<z<b

1 b 1 1 0
E(X) = /xdx: ~z?

1 b\
Var(X):b_a/ xde—(a;_ >

4.2 Die Normalverteilung

Eine stetige Zufallsvariable X heifit normalverteilt mit Mittelwert 4 und Varianz ¢ (kurz
N(p, 0?)-verteilt), falls fiir die zugehorige Dichte f

fla) = e T
xTr) = e 20
V2mo?

gilt. Dabei ist m = 3.141592 . .. die Kreiszahl und e die Eulersche Konstante e = 2.718281 . ..
Ist X N(u,o?)-verteilt, so ist aX + b geméf N(ap + b, a®c?)-verteilt. Insbesondere ist Z

mit
_X—n

g
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N(0, 1)-verteilt. Diese Verteilung heifit Standard Normalverteilung. Die Dichte der Standard
Normalverteilung wird iiblicherweise mit ¢ bezeichnet.

—_
S

x

Olw) = ——e 7.

o

-~

4
1

Probability density

g
=)

T A A S S

|
'S

Abbildung 4.1: Die Standard Normal Dichte

Die zugehorige Verteilungsfunktion wird mit & bezeichnet. Also

O(z) = /:O o(u)du = \/%_W /:o e % du,

O(—x)=1—P(x)

Es gilt

und
P(—2<7Z<2z)=29(z) — 1.

Die Funktion ® lafit sich nicht explizit darstellen, sondern mufl numerisch berechnet
werden. Es gilt

P(—2< 7 <2)~0.95

P(—-1< Z<1)~0.68,

und
P(-3<7Z<3)~0.997.

Wie schon oben erwéhnt, ist sie {iberall tabelliert und in jedem guten Taschenrechner
verfiigbar. Ist X N(u,o?)-verteilt, so gilt fiir die zugehorige Verteilungsfunktion F'

F(x):P(ng):P<X_M§x_M):<I><I_M>.

o o o

Damit erhalten wir insbesondere die sogenannten 1-o, 2-0 und 3-0 Regeln:
Plpu—o <X <pu+o)=~0.68,

Plp—20 <X <pu+20)~0.95

und
P(p—30 <X < pu+30)~0.997.

Wie bereits frither gezeigt, spielt die Normalverteilung als approximierende Verteilung
eine zentrale Rolle.
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4.3 Exponential- und Gamma-Verteilung

Wir wollen nun ein wichtiges Beispiel fiir eine stetige Verteilung mit Dichte nédher kennenlernen.
Eine Zufallsvariable T" heifit exponentialverteilt mit Parameter \ > 0, falls sie die Dichte

0 firt<o0
1) = {)xe_)‘t fir t > 0
besitzt. Fiir die Verteilungsfunktion F' von T' gilt dann

K 0 fir t <0
F(t):/ f(u)du:{ t w4
- Ay e Mdu fiir t >0 .

Damit erhalten wir
0 firt <0

F(t):{l—e_’\tfiirt>0.

Fiir den Erwartungswert von 7' gilt

1
E(T)=—.
()=
Die Varianz ist gleich /\% .
A=2
A=1
A=1/2
0 1 2 3 4 5 G

Abbildung 4.2: Die Exponentialdichten fiir A = 0.5, 1,2

Wir wollen nun die Bedeutung von A iiberlegen. Sei T' die Lebensdauer einer technischen
Komponente und sei T' exponentialverteilt mit Paramerter A. Dann ist

PT<t+A|T>t)=1-PT>t+A|T>t)
1_6—/\A

1
=1- 1—AA+§A2A2+...
=~ AA  fiur A klein.

Dies besagt, dafl die Ausfallrate fiir kleines A ndherungsweise proportional ist zu .
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Beispiel 1:
Die mittlere Lebenszeit eines Transistors ist 100 Stunden. Was ist die Wahrscheinlichkeit,
dafl der Transistor ldnger als 50 Stunden halt?

1
— =100, A =10,01
A ) Y

P(T > 50) = e = 7% = 0, 606.

Beispiel 2: “Radioaktiver Zerfall”
Jedes Atom hat unabhéngig von den anderen eine exponentialverteilte Lebensdauer T'.

P(T>t)=e™
Die Halbwertszeit einer radioaktiven Substanz ist diejenige Zeit h, fiir die

log(2)
A

1
e M == oder h =
2

gilt.
Beispiel: Strontium 90, h=28 Jahre
1
A =log(2)/h = 0,0248/Jahr 1= 40,4 Jahre.

Die Wahrscheinlichkeit bei Strontium 90, dafl ein Atom mehr als 50 Jahre nicht zerfillt,
ist
P(T > t) = e =0,29.

Dies ist auch der Anteil von Strontium 90, der nach 50 Jahren noch vorhanden ist. Dies
folgt aus dem Gesetz der Grofien Zahlen. Bis 99 % von Strontium 90 zerfallen ist, vergehen
186 Jahre.

Die Exponentialverteilung ist durch die Eigenschaft der sogenannten ,,Gedéachtnislosigkeit
ausgezeichnet. Damit ist folgendes gemeint: Fiir 0 < s < t gilt

PT>t) 1-F(t)

P(T>s) 1-F(s)

—At

P(T>t|T>s) =

_ & At-s)
e—As €
= P(T >t—s).

Nehmen wir etwa an, dafl die Brenndauer von Gliithbirnen einer bestimmten Sorte einer
Exponentialverteilung folgt, so ist P(T" > ¢ | T > s) die bedingte Wahrscheinlichkeit,
daB eine Gliithbirne, die seit dem Zeitpunkt 0 in Betrieb ist, zum Zeitpunkt ¢ noch nicht
durchgebrannt ist, gegeben die Kenntnis, dafl sie zum Zeitpunkt s noch intakt war. Die
Wahrscheinlichkeit P(7 > t — s) gibt die Wahrscheinlichkeit an, daf eine Glithbirne, die
zum Zeitpunkt s in Betrieb genommen wurde, zum Zeitpunkt ¢t = s+ (¢ — s) noch intakt
ist. Damit bedeutet die obige Gleichung, dafl sich eine zum Zeitpunkt s noch intakte
Birne in der Zukunft wie eine zum Zeitpunkt s neue Birne verhalt. Das heifit, es findet
keine Abnutzung oder Alterung statt. Im folgenden Abschnitt wird die Moglichkeit der
Alterung genauer diskutiert.

Eng verwandt mit der Exponentialverteilung ist die Klasse der Gamma-Verteilungen.
Dies ist eine sehr flexible Klasse von Wahrscheinlichkeitsverteilungen, auch in Hinblick
auf Lebensdauern.
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Definition 4.3.1 Die I'-Funktion ist gegeben durch
[Na) = / y* e Vdy fiir oo >0
0

Bemerkung:
Fir o € IN gilt I'(aw + 1) = a!. Dies 148t sich mit partieller Integration beweisen.

Definition 4.3.2 Die Gamma-Verteilung zu den Parametern o und 3, genannt G(«, [3)
hat die Wahrscheinlichkeitsdichte

fp() = % 2P ) ().

Beispiele:

1) Fir a = 1 und 8 = X ergibt sich die Exponentialverteilung mit Parameter \.

2) Sind T1,T5,...,T, unabhingig (zur Definition siehe den n#chsten Abschnitt) und

exponentialverteilt mit Parameter A, so ist > T; Gamma-verteilt mit den Parametern
i=1
a =171 und g = \. Der Beweis folgt weiter unten.

1.0 7
\
1l
~< \
5 1!
8 \
a
= |
S 11
& \
k=) |
2 ] \\
g \
ko] i \
B
= \
Q 4
)
o [
A |
11
|
|
1
0‘0 T T T T T T T T 1 T T

time in multiples of 1/\

Abbildung 4.3: Die Dichte der Gamma-Verteilung fiir r = 1,...,10
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4.4 Lebenszeiten

Wir wollen uns nun mit einem etwas anderen Zugang zur Beschreibung von zufélligen
Ausfallzeiten befassen. Dabei beschréanken wir uns auf den Fall, dafl diese stetig verteilt
sind.

Definition 4.4.1 Sei T eine positive und stetige Zufallsvariable mit Dichte f. Dann heifst

Gt)=1—F(t) = /too F(uw)du

die Zuverldssigkeitsfunktion von T. Die Funktion

heifst Ausfallrate.

Es besteht folgender Zusammenhang zwischen der Zuverldssigkeitsfunktion G und der

Ausfallrate \: .
G(t) = exp {—/ )\(u)du} :
0

Die Grofle fg A(u)du heifft kumulierte Ausfallrate. Man sieht die obige Identitét folgendermafien

: 160 1

Bei der Exponentialverteilung ergibt sich

)\efAt
et

Gt)=e™ und A(t) = =\

Bisweilen ist die folgende Formel fiir £(7") von Nutzen:

Man kann diese Gleichung mit Hilfe partieller Integration aus E(T) = [ ¢f(t)dt herleiten.

Eigenschaften von Ausfallraten:

i) A(t) > 0 fiir alle ¢t > 0.
i) [7° Mu)du = 4o0.

Durch Vorgabe einer Ausfallrate 148t sich eine Verteilung spezifizieren.

Beispiel: (Weibull-Verteilung) Sei o > 0 und A > 0. Sei
At) = dat™ L.
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Dann gilt
G(t) = exp {— /t )\(u)du} =exp{—At"}.
0
Fiir die zugehorige Dichte f ergibt sich
f(t) = =G'(t) = Aat* te™",
Fiir 0 < v < 1 fallt die Ausfallrate mit wachsender Zeit (Verjiingungseffekt) und fiir o > 1

wéchst die Ausfallrate mit wachsender Zeit (Alterungseffekt).

Sei 0 < s < t. Fiir die bedingte Wahrscheinlichkeit von s < T' < t gegeben T' > s erhélt
man

Pls<T<t|T>s = 8T _FO)=Fls)

P(T > s) 1—F(s)
1 ' " fw)
1 F(s) / flde= | TR ™
Dariiberhinaus gilt
1— F(t)

P(T>t|T>s):1_—F<S).

4.5 Gemeinsame Verteilung mehrerer Zufallsvariablen

Wir betrachten nun n Zufallsvariablen Xy, ..., X,, simultan und interessieren uns fiir die
gemeinsame Verteilung. Dabei werden wir den Fall n = 2 besonders behandeln und uns
im wesentlichen auf stetige Verteilungen mit Dichten konzentrieren. Mit der gemeinsamen

Verteilung meinen wir
PXyel,Xo€l,,...,X, €1,),

wobei I4,..., I, beliebige Intervalle aus R sind. Wir fassen gewissermafien X,..., X, als
Zufallselement aus R™ auf.

Definition 4.5.1 Die Zufallsvariablen X4, ..., X, heiffen unabhdingig, falls fiir alle Intervalle
Li,..., I, aus R

n

P(Xy €, X, €h,... . X, €1,) =[] P(Xy € I
k=1

qgilt.

Definition 4.5.2 Die Zufallsvariablen X1,..., X, heiffen gemeinsam stetig verteilt mit
Dichte f, falls fiir alle Intervalle I, ..., I, aus R gilt

P(XlethQEIQ,,XnEIn)—/ f(Il,,ZL’n)dl’ldIn
I L
Die Funktion f heifst gemeinsame Dichte von Xq,...,X,.
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Ist g eine (stetige) Funktion von R" nach R und sind X, ..., X,, Zufallsvariablen, dann ist
g(X1, ..., X,) ebenfalls eine Zufallsvariable. Sind die Zufallsvariablen X7, ..., X,, gemeinsam
stetig verteilt mit Dichte f, so erhélt man den zugehérigen Erwartungswert E(g( X, ..., X,))
durch

E(g(Xl,...,Xn)):/_OO.../OOg(xl,...,:Un)f(xl,...,xn)dwl...dxn,

[ee] —00

// lg(z1, ... 2| f(z1, .. zp)dey .. dy, < 00,

Wir betrachten nun den Fall n = 2 ausfiihrlicher. Sei X = X; und Y = X,. Sind X und
Y gemeinsam stetig verteilt mit Dichte f, so gilt

falls

P(XE[l,YEIQ):/

: ( . f(a:,y)dy> dx = /12 ( g f(a:,y)dx) dy.

Insbesondere gilt fiir beliebige a und b

P(X<aY <b)— / (/ fxydy)dx—/_;(/_;f(x,y)dx>d

Damit folgt

P(X<a)=P(X <a,Y <o) = / (/ fxydy)

_ /OO Fy(2)dz
— [ty

Die Dichte von X ist also durch die sogenannte Randdichte fx gegeben. Analog erhélt
man

mit

Py <b) = /fy )y mit fy(y /frz:y

Die folgende Definition ist die gleiche wie fiir diskrete Zufallsvariable.
Definition 4.5.3 X und Y seien Zufallsvariablen mit
E(X?) < oo und E(Y?) < o0

Dann heifit
Kov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — E(Y))]
die Kovarianz von X und Y. Die Grifse

Kov(X,Y)

pIY) = a(X)o(Y)

heifst Korrelationskoeffizient von X und Y .
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Fiir die Kovarianz gilt folgende Verschiebungsformel

Kov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y).

Es gilt stets —1 < p(X,Y) < 1.Ist X =Y, so gilt
Kov(X,Y) = Kov(X, X) = Var(X).

Damit ist p(X, X) = 1.

Als Beispiel wollen wir die 2-dimensionale Normalverteilung betrachen. Bei ihr ist die
Dichte der gemeinsamen Verteilung der Zufallsvariablen X und Y gegeben durch

() flay) = —%(deiz)l/?
o [t (x—px)* o (@—px)y—py)  (y—py)
(o (- e - )

die Dichten der Randverteilungen sind

\/ 27T0'§(
fy(y) = 1 e~ (W—ny)?/20%

\/2moi

Auflerdem ist p = Kor(X,Y) und oxy := Kov(X,Y) = pox oy. Die Matrix ¥ ist gegeben
durch
S (75w,
Oxy O'Y

oy = / / (v — ux)(y — o), y)dedy

Es gilt natiirlich

Man erkennt, daf3 gilt
f(z,y) = fx(@)fv(y),
d.h. daB X und Y unabhéngig sind, falls p = 0 bzw. oxy = 0 sind.
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Abbildung 4.4: 2-dimentionale Normalverteilung

Das folgende Beispiel gilt allgemein.

Beispiel: (Lineares Filtern)
Seien X ein gesendetes und Y das zugehorige empfangene Signal. Gesucht wird eine lineare
Rekonstruktion aY + b mit minimaler mittlerer quadratischer Abweichung

E([X — (aY +b)]?).

Das Minimum wird fiir

a=p(X, Y)ZE)Y()) und b= E(X) — aB(Y)

erreicht. Es gilt ndmlich

E([X — (aY +b)]°) = E(X?) — 2E[(aY + b)X] + E[(aY + b)?]
= B(X?) —2aE(XY) — 20E(X) + d*E(Y?)
+2abE(Y) + b*.

Ableiten nach @ und b und 0 setzen ergibt die Gleichungen

aB(Y?) — E(XY)+bE(Y)

0
b— E(X)+aE(Y) = 0.

Hieraus folgt zunéchst
b=FE(X)—-aE(Y)
und

a[E(Y?) — (BE(Y))?] - [B(XY) - E(X)E(Y)] = 0.

(.

' g

=Var(Y) =Kov(X,Y)

Damit ist
~ Kov(X,Y)  o(X)

T Vay) oY)

p(X,Y).

Wir kommen nun zuriick auf die Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen und wollen uns mit
der Verteilung von deren Summen beschéftigen. Zunéchst eine wichtige Tatsache. Sind
die Zufallsvariablen X7, X, ..., X,, unabhéingig und jeweils stetig verteilt mit Dichten
fi, fa, - fu, so gilt fiir die gemeinsame Dichte

n

flar,za, . w) = [ filw).

i=1

n

Denn: PXi<ag,... . Xp,<a,) = HP(XZ« < )

:/al... T e,
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Sind nun X und Y unabhéngig mit Dichten f und g verteilt. Dann hat Z = X + Y eine
+oo
Verteilung mit Dichte (f*g)(t) = [ f(t—s)g(s)ds. (Man nennt fxg das Faltungsprodukt

von f und g.) Dies sieht man so:

P(Z<a)=P(X+Y <a)

/ f(z)g(y)dxdy
{(zy)|e+y<a}

/ f(t—=s)g(s)dsdt  mitt=x+yund s=y
{(s,t)[t<a}
« +oo
= / < ft— s)g(s)ds) dt
Beispiel:

Seien X und Y normalverteilt, X nach N(0,v;) und Y nach N(0,v3). Sind X und Y
unabhéngig, so ist X + Y normalverteilt nach N(0,v; + v9). Die Dichte der Verteilung
X +Y ergibt sich nach etwas Rechnung aus der Faltungsformel als

+o0
1 —(z—x)2/2v2 1 e—m2/21}1 dr

B oo \/27w2e \/2mUq
co v 2 v U

- / V@m2o, ﬁ o) ¢~ (o) 15 gy
—oo 27)%V1 V9

22 ® 1 Juu+w Lo o1 )2 v1v
= ; e 2(v1+v2) / 1t e_E(x v1+tv2 y) /v1+v2 dx
V27 (vy + vg) oo V2TV U102

Das Integral auf der rechten Seite ist gleich 1, so dafl weiter gilt

f(2)

1

6—22/2(1)1—0—1)2)
27 (v1 + vg)

Dies ist aber die Behauptung.
Beispiel:
f() = g(x) = Ae 100 ()
) = [ 2 wda
0

= )\26’\2/ dz
0

=M. 2, falls z > 0
Allgemein gilt:
n—1
(f)"(=) = /\nﬁ€_/\z, falls z > 0 gilt.
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Dies beweist man mit Induktion: (f*)"(z) ist die Dichte einer Gamma-Verteilung mit
Parameter n und A. Der Fall n = 2 wurde schon gezeigt. Sei die Aussage nun richtig fiir
beliebiges n, wir zeigen, daf sie fiir n + 1 gilt.

() =) = f+(F)"(2)
= [ -0
= /_Z /\€7>\(zfx)1[07oo}(z — ) (i‘:inl)! eﬂd‘rl[o,oo}(x)dx

_ /\n+1 -z > ‘/L‘nil 1 d
— e B m [072)(,@) ua

z n—1
= )\”“e_’\z/ ﬁdw firz>0und =0und 2z < 0
0 n — !

P A
= )\n—Hﬁ@ A 1[0700](2)

Eine Anwendung dieser Formel ist die Herleitung des Poisson-Prozesses.

Der Poisson-Prozess

Wir interessieren uns nun fiir die Anzahl der Atome einer radioaktiven Substanz, die
in einem gewissen Zeitintervall [0,¢] zerfallen. Wir nennen diese Grofle Ny. Sei Ty die
Zeitspanne bis das erste Atom zerfallen ist, T, die Zeitspanne, die nach T vergeht bis das
zweite Atom zerfallen ist, T3 die Zeitspanne bis das dritte Atom nach T + 75 zerfallen ist,

u.s.w. Wir nehmen an, dafl alle 77, T3, T3 u.s.w. unabhéngig sind. Sei S,, = > T;. Dann
i=1

ist V; = max{k > 1| Sy <t}. Was ist die Verteilung von N; ?

Unter Verwendung des vorangegangenen Resultats erhalten wir:

oo Sk eS] Sk—l
— / )\k—l-l_e—)\sds _ / )\k e—Ast

Folglich gilt, da} N, Poisson-verteilt ist mit Parameter A-t. Man nennt N;; ¢t > 0 Poisson-
Prozess zur Intensitat \. Es gilt E(NV;) = A -t und Var(V;) = A - t.

4.6 Bedingte Verteilungen und Bedingte Erwartungen

Wir wenden uns nun der bedingten Verteilung von X gegeben Y = y zu. Diese l&3t sich
iiber ihre Dichte festlegen. Zur Motivation betrachten wir zunéchst kurz den Fall, dal X
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und Y beide diskret sind. Wir nehmen an, daff X und Y jeweils Werte in {1,2,...,n}
annehmen. Dann ist die gemeinsame Verteilung von X und Y durch die Wahrscheinlichkeiten

festgelegt. Die Randverteilung von X ergibt sich zu

N
i=1 j=1

Die Randverteilung von Y ergibt sich zu

S P =iy ==Y
=1 =1

Die bedingte Wahrscheinlichkeit von X =7 gegeben Y = j ergibt sich damit zu
P(Y =3 U
( 7) ; i

P(X =ilY =j) =

Dies motiviert die folgenden Uberlegungen fiir den Fall, da X und Y gemeinsam stetig
verteilt mit Dichte f sind. Sei

flry)  fley)
Kly) 7 fz,y)da

Dabei lassen wir nur y Werte mit fy(y) > 0 zu. Offensichtlich ist fx(z|Y =y) > 0 und

fx (@Y =y)d / dr = —= = 1.

/. = T e

Damit ist fx(.|Y = y) eine Dichte; die sogenannte bedingte Dichte von X gegeben Y = y.
Analog erhilt man die bedingte Dichte fy (.|X = ) von Y gegeben X = x zu

flzy) _ flay)
Ix(@) 7 f(a,y)dy

Es gilt also stets: bedingte Dichte = gemeinsame Dichte geteilt durch Randdichte. Damit
a8t sich die gemeinsame Dichte auch folgendermafien darstellen

f(x,y) = fx(@) fy (Y| X = 2) = fr(y) fx(z]Y =y).

fx@lY =y) =

frylX =2) =

Der Erwartungswert der bedingten Verteilung von X gegeben Y = y wird mit E(X|Y = y)
bezeichnet und ist gleich

o0 Soaf(xy)de
SOV =) = [ optely = s = LTI
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Analog gilt fiir den bedingten Erwartungswert E(Y|X = z) von Y gegeben X =z

oo uf(zy)dy

BY|X =)= o0 [ y)dy
Allgemeiner gilt .
EGOON =y) = [ g(a) fxlaly = )i
und b
BMIX =)= [ g lX = a)dy.

Beispiel: Sind X und Y unabhéngig, so gilt
fl@,y) = fx(2) fr(y)-

Damit erhalt man
f(x,y)

N fr(v)

Die bedingte Verteilung stimmt also bei Unabhéngigkeit mit der (unbedingten) Randverteilung
iiberein. Deshalb ist fiir alle y

fx(z]Y =y) = fx(z).

E(X|Y =y) = E(X).

Der Erwartungswert E(X|Y = y) von X gegeben Y = y ist eine Funktion von y. Setzt
man fiir y die ZufallsgroBe Y ein (oder anders gesagt: wendet man die Funktion auf Y
an), so erhilt man wieder eine Zufallsgrofie, die mit E(X|Y') bezeichnet wird. Es gilt die
Gldttungsregel

[e.9]

B(X) = BEXIY) = [ BCXY = )fv )iy
Dariiberhinaus gilt die sogenannte Finsetzungsregel
EXhY)Y =y) = h(y) E(X]Y =y)

beziehungsweise

E(Xh(Y)]Y)=h(Y)E(X|Y).
Beispiel: Sind X und Y unabhéngig, so erhélt man
EXY|Y)=YEX|Y)=YEX)

und weiter

E(XY) = E(E(XY|Y)) = B(Y)E(X).

Beispiel (Filtern): Seien X ein gesendetes und Y das zugehérige empfangene Signal.
Gesucht wird eine Rekonstruktion ¢(Y') mit minimaler mittlerer quadratischer Abweichung

E (X —g()).
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Das Minimum wird mit
9(y) = E(X]Y =y)
erreicht. Es gilt ndmlich
E([X —g(Y)]?) = BE(X?) = 2E[Xg(Y)] + E(9(Y)?)

= B(X?) — E{B@2Xg(Y)|Y)} + E(9(Y)?)
E(X?)+ E{-2E(X[Y)g(Y) +g(Y)*}.

Bei festem Y = y wird —2E(X|Y = y)g + ¢* durch ¢ = E(X]Y = y) minimiert. Dieses
Resultat ist Grundlage der Filtertheorie.

Nun kehren wir zuriick zu normalverteilten Zufallsvariablen. Seien X und Z unabhéngige
ZufallsgroBen, die beide N(0, 1)-verteilt sind. Dann ist

E(X)=0=E(Z)

und
1 = Var(X) = B(X?) — (BE(X))? = BE(X?)

sowie

1 =Var(2) = E(Z%) — (E(Z))* = E(Z?).

Aus der Unabhéngigkeit folgt E(XZ) = E(X)E(Z) =0. Sei —1 < p < 1 und
Y =pX++/1—-p*Z.
Wir untersuchen nun die gemeinsame Verteilung von X und Y. Offensichtlich gilt
E(Y)=pE(X)++1—-p?E(Z)=0.
Weiterhin ist
E(Y?) = E <p2X2 Y op/1- pPXZ+(1— p2)Z2>
= p’E(X?) +2p\/1 = pPE(XZ) + (1 - p*)E(Z?)

=+ (1-p?)
~ 1.

Also gilt Var(Y') = 1. Fiir die Kovarianz von X und Y erhalten wir
Kov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = E[X(pX + /1 — p22)]
= pE(X?) + /1 - p2E(XZ) = p.

Die bedingte Verteilung von Y gegeben X = z ist gleich der Verteilung von px++/1 — p*Z
und somit eine Normalverteilung mit Mittelwert pr und Varianz 1 — p?. Damit gilt fiir
die bedingte Dichte fy( - | X = z)

oy 1 (y — px)’
(x)  fryX=2)= mexp <—m) :
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Der bedingte Erwartungswert E(Y|X = z) von Y gegeben X = x ist deshalb gleich pz.
Damit ist E(Y|X) = pX. Fiir die gemeinsame Dichte f von X und Y erhalten wir geméfl
der Formel fiir die bedingte Dichte

f(x,y) = fxl(fﬁ)fy(le - ) 1 .
- = (%) =g (o)
B 1 (2* = 2p2y + )
B %mexp( 21— p?) ) |

Diese Formel stimmt mit der der Formel (+) auf Seite 53 iiberein, wenn man puy = py =0
und oy = oy = 1 setzt. Dieser Ausdruck ist symmetrisch in z und y. Wir kénnen also
die Rollen von X und Y vertauschen. Damit gilt auch:

a) die bedingte Verteilung von X gegeben Y = y ist N(py, 1 — p?).
b) E(X[Y =y) = py.

Setzt man nun X = U;% und Y = Y=Y 5o erhilt man fiir U und V die Dichte

oo (e | e ] ),

Wegen V' = oyY + py erhélt man mit (x) die bedingte Dichte

2

fr(wlU =) ! (0= (p5tov+mv))
v = Uu)= ex .
Y 210 (1 — p?) P12 o2 (1 —p?)

D.h., die bedingte Verteilung von V gegeben U = u ist eine Normalverteilung mit
Mittelwert p* 20y + py und Varianz o2 (1 — p?). Insbesondere ist

u— Hu
oy + Wy
ou

EVIU=u)=p

Aus der Gleichung
f(u,v)
u) = —————-———
fU< ) fv('U|U:U)
ergibt sich, daB U N (uy, of)-verteilt ist. Analog folgt, daB V' N (uy, 0% )-verteilt ist. Fiir

unkorrelierte U und V' gilt speziell fy (v|U = u) = fi-(v). Dies bedeutet, dafl unkorrelierte
normalverteilte Zufallsgroflen unabhéngig sind.

Beispiel: Der Statistiker Karl Pearson hat die Koérpergroflen bei 1078 Vater-Sohn Paaren
bestimmt. Er stellte fest, dal die Vater im Mittel 5 Ful und 9 Inch und die S6hne im
Mittel 5 Fufl und 10 Inch grof sind. Die Standardabweichung betrégt jeweils 2 Inch und
die Korrelation ist 0.5. Man kann in guter Ndherung annehmen, dafl die Korpergréfien in
einem Vater-Sohn Paar gemeinsam normalverteilt sind. Wie grof ist dann im Mittel der
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Sohn eines Vaters mit 6 Fufl und 2 Inch Korpergrofie?

Sei U die Korpergrofle des Vaters und V' die Korpergrofle des Sohnes. Sei

U= po und Y:V_MV.

ou gy

X =

Fir U = 6 Fuf und 2 Inch erhalten wir X = 2.5 (12 Inch sind 1 Fu}). Da X und Y
gemeinsam standard normalverteilt sind, ist E(Y|X = z) = pz. Damit ist E(Y|X =
2.5) = 1.25. Dies ergibt

u— pu

EWVIU=u)=0p oy + py = 2.5 Inch 4+ 5 Fu8 10 Inch = 6 Fuf8 0.5 Inch.

Ou

Der Sohn eines auflergewohnlich groflen Vaters ist also im Mittel kleiner als sein Vater.
Dieses Phanomen wurde von Galton als Regression zum Mittelwert bezeichnet.

4.7 Empirische Verteilungsfunktion und Quantile

Definition 4.7.1 Sei X eine Zufallsvariable und 0 < p < 1. Dann heifit g, Quantil der
Ordnung p oder p-Quantil, falls

P(X<qP)§p§P<X§qP)
gilt. qi/2 heifft Median, q,/4 heifit erstes Quartil, q3;4 heifit drittes Quartil.

Man beachte, dafl p-Quantile im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt sind.

Ist F' die Verteilungsfunktion von X, so gilt

. o o
P(X <¢)=lmP(X < ¢—h)=lmF(g—h) = F(¢-).

Dabei bezeichnet F'(¢—) den linksseitigen Grenzwert von F' an der Stelle ¢. Dieser existiert
stets, da F' wachsend ist. Die definierende Gleichung fiir ein p-Quantil ist dquivalent zu

F(g—) <p < F(g).
Ist X stetig verteilt mit Dichte f, so ist F' stetig und damit gilt fiir ein p-Quantil
F(q) =p.

Ist die Dichte f strikt positiv, so ist die Verteilungsfunktion F' strikt monoton wachsend
und die Gleichung F'(q) = p besitzt eine eindeutige Losung.

Beispiel:
Sei X exponentialverteilt mit Parameter A\. Dann gilt E(X) = 1/X und

1/A
P(X <1/X) = )\/ e Mdr=1—e"~0.632 > 0.5.
0
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Der Median der Exponentialverteilung ergibt sich durch Losen der Gleichung
1—eM=05.

Damit erhalten wir, da3 der Median gleich

1 1
log(Q)X R~ 0.69X < BE(X)

ist. Die linke Seite wird auch oft als Halbwertszeit bezeichnet, wenn man an den radioaktiven
Zerfall von Materie denkt.

Definition 4.7.2 Seien X1, X, ..., Xy, ... unabhingig identisch verteilt mit Verteilungsfunktion
F. Dann heif§t F,,(z) = % > oii Lixi<zy empirische Verteilungsfunktion nach n Beobachtungen.

Es gilt: F,(z) — F(2) fiir alle z. Denn:

~ 1 <&
EF,(z) = n Z Elixi<z
i=1

n

Aber F,(z) ist arithmetisches Mittel der unabhiingig identisch verteilten Zufallsvariablen
lix,<z- Aus dem Gesetz der grofien Zahlen folgt die Konvergenz.

Sei nun @,, das p-Quantil der empirischen Verteilungsfunktion ﬁn Dann folgt aus der
Konvergenz der empirischen Verteilungsfunktion g,, — ¢, fiir alle 0 <p < 1.

Schliellich lassen sich arithmetisches Mittel und empirische Varianz auch als Funktionale
der empirischen Verteilungsfunktion auffassen:

_ 1 <& ~
a) X, = EZXi = /an(d:c)
=1

1 & = = on
b or=-) (Xi—X,) = — X,.)*F, (dx).
)= T K = [ K
Die Konvergenz von X, — E (X1) und 62 — o2 folgt unter passenden Zusatzvoraussetzungen.
Wie lassen sich nun Datensétze mit unbekannter zugrundeliegender Verteilung darstellen?
Géangig sind die folgenden drei Moglichkeiten:
1. als empirische Verteilungsfunktion,
2. als Histogramm, d.h. als Balkendiagramm,

3. als Box-Plot.

62



Der Box-Plot besteht aus einer Bor um den Median mit 1. und 3. Quartil als Begrenzung
nach unten oder oben. Sei I/C-)?% = @3/4 — (14 das interquantile range. Weiterhin gehen
Linien von den oberen und unteren Enden der Box zu den adjacent Werten, die wie folgt
definiert sind. Der groBte Wert, der kleiner ist als g3/4 + 1.5 I/QT%, ist der obere adjacent
Wert. Der kleinste Wert, der gréler ist als gy/4 — 1.5 ]/Q?%, ergibt den unteren adjacent
Wert. Liegt ein Beobachtungswert aufferhalb von den adjacent Werten, gilt er als Ausreifler
und wird einzeln dargestellt.

%

Y2

-

Abbildung 4.5: Box-Plot

Box-Plots sind sehr gut geeignet fiir einfache und mehrfache Vergleiche mehrerer Datensétze.

Beispiel:
Studiendauern in Semester im Diplom-Studiengang Mathematik vor 10 Jahren.

Fachsemester | 6 10 11 12 13 14 15 16 18 20 22 29
't 1 1 3 4 4 2 3 1 3 1 1

Der Median ist medss = 14 und das arithmetische Mittel ist X o5 = 15, 12. Die Standardabweichung
betragt .5 = 4,57. Histogramm und Boxplot fiir obigen Datensatz zeigen die beiden
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folgenden Graphiken.

25

N’ |||||““\ ““\ ““\
o 4 IIIII IIIII ““\ IIIII IIIII IIIII
r T T
10 15 20
x

Abbildung 4.6: Histogramm

Abbildung 4.7: Box-Plot
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Kapitel 5

Statistik

5.1 Maximum-Likelihood Methode

Wir betrachten nun folgendes allgemeine parametrische Schéitzproblem. Die Verteilung F'
der Beobachtungen X7,..., X, sei bis auf einen Parameter § € ©® C R” bekannt. Sei X
eine Zufallsvariable, die dieser Verteilung F' folgt. Dann gilt

P(Xel)=PF(X el

fiir ein 6 € O und beliebige Teilintervalle I von R. Ziel ist die Bestimmung von 6. Zuné&chst
beschrinken wir uns auf den Fall p = 1.

Beispiel 1:
X ist Poisson-verteilt zum Parameter 6. Also
0*
P(X =x)= ¢ o
fir k=0,1,2,....
Beispiel 2:

X ist exponentialverteilt zum Parameter 6. Damit ist X stetig verteilt mit Dichte
0 firz<0
folx) = {96_636 fir x >0 °

Ein zentraler Begriff der parametrischen Statistik ist die sogenannte Likelihood-Funktion
L(z1,...2,;0). Dies ist die Dichte bzw. die Wahrscheinlichkeitsfunktion der gemeinsamen
Verteilung der Beobachtungen als Funktion von 6. Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl
die Verteilung von X diskret ist mit

Po(X = ) = py(x)

fiir alle x im Wertebereich von X. Dabei soll der Wertebereich nicht von 6 abhéngen.
Dann ergibt sich die Likelihood zu

L(zy,...,x,0) = Hpg(xk).
k=1
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Im ersten Beispiel gilt also
822:1 Tk
L(zy,...,xp;0) = =—¢

[Tizi ()

Ist nun die Verteilung von X stetig mit Dichte fy, so ist die Likelihood gleich

—nb

L(l‘l, R i 9) = H f@(l’k)
k=1

Im zweiten Beispiel gilt also

Lz, ... xn;0) = e O 2iz1or,

Bei Beobachtungen x4, . .., z, ist die Likelihood eine Funktion des unbekannten Parameters
f. Die Grundidee der Maximum-Likelihood Methode besteht darin, die Likelihood iiber
O zu maximieren und als Schéitzwert

é:é($1,...,xn)

eine Maximalstelle zu wahlen. Also

~

L :0) = L :0).
(‘rh y T 9) I;lefi@X (1’1, » L 6)

A

0(X1,...,X,) heiit dann Maximum-Likelihood Schétzer. Die Maximierung von L(z1, ..., x,;0)
ist offensichtlich dquivalent zur Maximierung von

log L(xy,...,x,;0).

In vielen Anwendungen ist log L. eine konkave Funktion in 6. Dies gewéhrleistet dann
Existenz und Eindeutigkeit des Maximum-Likelihood Schétzers.

Im ersten Beispiel erhalten wir

log L(x1,...,x,;0) = —nf + log(0) Z T — Z log(zx!).
k=1 k=1

Damit ist

o) 1o
%logL——n—Fg;xk

und
2

G, 1

Der Maximum-Likelihood Schétzer 6 ergibt sich zu

A —

Im zweiten Beispiel erhalten wir
log L(z1,...,2,;0) = nlogh — HZxk.
k=1
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Damit ist

3

0 n
—logl =— —
20 5" 9 o
k=1
und
2
n
Der Maximum-Likelihood Schétzer 6 ergibt sich zu
A n
0(X1,.... X)) = =——
Zk:l X

Die Maximum-Likelihood Methode 148t sich ohne weiteres auf den Fall von mehreren
Parametern (p > 1) ausdehnen.

Beispiel 3: Normalverteilung
Seien X1, X, ..., X, unabhéngig und identisch normalverteilt mit unbekannten Mittelwert

p und unbekannter Varianz 2. Hier ist dann 6 = (p, 0?) und

1
L(I‘17$2,...,$n;0> = H\/ﬁ

o (@im1)2/202
=1
I S SN Crs
/ (27T)n0-2n
Wir betrachten nun

lo(z1,...,2,) = log L(xq,...,2,;0)
= —nlogo —nlog(Vv2r) — — Z(ayZ — ).

Notwendig fiir ein Maximum ist

0

a) %ZQ"@‘: 0
0

b) oy = 0.

Die Gleichung a)
0 1
0= _Ml€<x17 s 73771,) =3 Z(xl - /“L)

N 1
liefert den Schiatzwert — fi(zq,...,z,) = — Z T;.

Die Gleichung b)

0 n 1 9
O—a—gle——g‘i‘@Z(%—M)

liefert nach Einsetzen von i den Schétzwert

1
~2 _ -t =2
o (z1y.. . p) = . E (x; — &)~



5.2 Methode der Momente

Eine Alternative zum Maximum-Likelihood Ansatz stellt die Methode der Momente dar.
Die Verteilung F' der Beobachtungen sei wieder bis auf einen Parameter § € © C R?
bekannt. Dann héangt der Erwartungswert von X" von 6 ab. Firr =1,2,...,p sei

mr<0) = Ee(Xr)

und
1 n
B = = X7
2N

das empirische r-te Moment. Die Grundidee der Methode der Momente besteht darin, 6
so zu bestimmen, dafl
m.(6) = m,

fir r = 1,2,...,p gilt. Man beachte, dal man damit p Gleichungen bei p Unbekannten
erhilt.

Beispiel: Gamma-Verteilung

Xq,...,X, seien unabhéngig und jeweils stetig verteilt mit Dichte
0 firz <0
fa)\(m) = { %xa_le_)‘x flirx>0"

Dabei sind a, A > 0 und I" bezeichnet die Gammafunktion

F(u)—/ " te " dz.
0

Man kann zeigen, dafl

und

e ()

gilt. Damit erhélt man die Gleichungen

. Q@
mi = X
e (3)
my = — - .
S CER Y
Aus der ersten Gleichung folgt A = /7. Setzen wir dies in die zweite Gleichung ein, so
ergibt sich
S~ N2
A m A
my = (1) + (11)?
«
Also ist
Y
me — (My)?
—



5.3 Konfidenzintervalle
Sei X eine Zufallsvariable, die nach F' verteilt ist und sei
p=FE(X) und o? = Var(X).

Es ist naheliegend, den Mittelwert  durch das empirische Mittel X, mit

X =1y x

n — E k
k=1

zu schétzen. Dieser Schéatzer ist eine Zufallsvariable. Ein konkreter Schatzwert entsteht

durch Einsetzen der Mefiwerte, also durch Ersetzen von X, durch ;. Die Varianz o2 kann
man durch 62 mit

schitzen. Beide Schétzer haben die Eigenschaft der sogenannten Erwartungstreue, das
heifit, es gilt )
E(X,)=p und E(6?) =o*

Dies ist fiir beliebige Verteilungen richtig, solange Mittelwert und Varianz endlich sind.
Die Behauptung fiir 62 sieht man folgendermafien. Zunichst gilt

n n

> (Xe =X =) {XF-2X.X, + (X))

= {ZX,%} —n(X,)>%

Damit folgt

k=1

E (Z(Xk - Xn)z) = nE(X}) — nE[(X,)’]

2
1 n
k

1 ['n n
=nE(X}) — ~E Xka]

Lk=1 j=1
n n(n —1)
= nB(X}) - 2B(x}) - "m0
= (n —1)Var(Xy).
Fiir die Varianz des Schiitzers X,, gilt
- 1 o?
Var(X,,) = EVar(Xl +...+X,) = —.
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2
n

Ist F(X*) < oo, so gilt fiir die Varianz von &

4

Var(62) = ﬁ ((n - 1)% —(n— 3))
mit p14 = E[(X — p)Y].

Die Schiitzer X,, und 62 besitzen beide die Eigenschaft der sogenannten Konsistenz. Es
gilt ndmlich fiir beliebiges € > 0 bei wachsendem Stichprobenumfang n

a) lim P (|X, —p| >e)=0

n—oo

b) lim P (|67 —0®| >¢) = 0.

n—oo

Diese Aussagen folgen mit der Tschebychev-Ungleichung aus Abschnitt 3.5.

Wir beschéftigen uns nun mit der Konstruktion von Schétzintervallen. Solche Intervalle
sollen den Parameter mit einer grofen Wahrscheinlichkeit enthalten. Konstruiert werden
sie hier mit Hilfe von Punktschétzern.

Definition 5.3.1 FEin zufdlliges Intervall 1(Xy,...,X,) heifit Konfidenzintervall fiir 0
zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — «, falls fiir alle 0 € © gilt

PO el(X,,....X)>1—a

Bei der Interpretation von Konfidenzintervallen ist Vorsicht angebracht. Der Parameter 6
wird nicht als zufillig angenommen. Die Grofle 1 — o gibt die Wahrscheinlichkeit an, dafl
ein vorliegendes Konfidenzintervall 6 enthélt. Diese Wahrscheinlichkeitsaussage bezieht
sich auf wiederholtes Anwenden in folgendem Sinne. Hat man aus 100 unabhéngigen
Experimenten je ein 95 %-Konfidenzintervall gewonnen, so werden etwa 95 dieser Intervalle
den wahren Wert enthalten.

Wir betrachten nun den Fall normalverteilter Beobachtungen. Seien also X, ..., X, unabhéngig
und N(u, o?)-verteilt.

Zunichst nehmen wir an, daf 4 unbekannt ist und o bekannt. Wir schiitzen u durch
_ 1 <&
Xy=-) X,
n
k=1

X, ist nun normalverteilt mit Mittelwert x4 und Varianz %2 Folglich ist

Vit (X~ 1)

o

nach N(0, 1) verteilt. Sei k, das a-Quantil der Standardnormalverteilung, das heifit ®(k,) =
«. Dann gilt —k, = k1_,. Es gilt nun

Vi (X — )

g

P <—k'1_<; S S ]{31_3) =1-oq.
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Nun ist die Aussage

dquivalent zu

Setzt man nun
I(Xl,XQ,...,Xn) - Xn -

so gilt
Ppel(X),Xs,.... X)) =1—a, fiir alle 1 € R.

Man hat also ein (1 — a)-Konfidenzinterval fiir 4 konstruiert. Ganz dhnlich argumentiert
man, wenn o2 unbekannt ist. Man ersetzt lediglich o durch ,, und argumentiert entsprechend.
Formal geht es folgendermafien.

Die Parameter p und o2 seien beide unbekannt. Wir konnen sie durch
X, -1y x
n — n £ k

und
1 & _
X - 2
n—1 (Xk = &)
k=1

~2
Un—

schitzen. Der grundlegende Ansatz, um ein (exaktes) Konfidenzintervall zu erhalten,
liegt darin, eine geeignete Grofle zu finden, deren Verteilung nicht von den unbekannten
Parametern abhéngt. Man spricht von einer sogenannten Pivot-Statistik. Die Grofie

\/E(Xn - H)
On
hat diese Eigenschaft. Wir werden dies gleich nachweisen. Natiirlich kénnen wir diese
Grofle nicht wirklich bestimmen, da wir ja p nicht kennen. Trotzdem werden wir mit ihrer

Hilfe ein Konfidenzintervall fiir ;4 herleiten kénnen. Sei fiir k =1,...,n
X, —
v, = - F
o
Dann sind Y7, ..., Y, unabhéingig und jeweils standard normalverteilt. Es gilt

o Vit S (Ve = Y2

mit V,, = (1/n) >_,_, Y. Die Verteilung der GriBe auf der rechten Seite hiingt offensichtlich
nicht von p und o ab. Diese Verteilung heifit Student’sche ¢-Verteilung mit n—1 Freiheitsgraden.
Kurz: t,,_1-Verteilung. Sie ist symmetrisch um Null und besitzt die Dichte

T(n/2) 1 2\~
I((n=1)/2) \/(n— )7 (1 - 1)
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Sei fiir 0 < o < 1 t4—1 das a-Quantil dieser Verteilung. Dann ist
p VY,
Vi i (Y - Y2

Sei z, das a-Quantil der Standard Normalverteilung. Also ®(z,) = a. Man kann zeigen,
daB fir 0 < <1/2

< ta;n—l = Q.

ta;n—l S Za S 0

gilt und fir 1/2 <a <1
0 S Zoy S ta;n—l-

AuBerdem ist lim,, .o tan—1 = 2 fiir 0 < @ < 1. Aus der Symmetrie der ¢,,_;-Verteilung
folgt

Y,
P —ti—ajpm- < v —
\/ﬁ Zk:l(Yk - Yn)2

und somit auch

Stiapna | =1—«a

X, —
P (_tla/Q;nl < M < tla/z;nl) =1-a

On

Lost man die Ungleichungen

_tl—a/Q;n—l S - ~ S tl—a/Z;n—l

nach p auf, so erhélt man

Y 5
JZAS |:Xn — ——=ti—a/2m—1,Xn + \/_%tl—a/2;n—1:| .

NG

Damit gilt

o o > On
Plue X, — 2% wmn 1, Xnt 224 womal ) =1—a.
(M [ Jn 1—a/2n—1 + Jn 1—-a/2; 1]) «

Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 4 ist also durch
> On 5 O
I(Xq,...,X,) =X, — —=ti_a/2m_1, Xpn +
(Koo X) = %= Tt |
gegeben. Dieses Intervall liegt symmetrisch um den Punktschitzer X,,.

Die Breite des Intervalls wird wesentlich von n bestimmt; sie schrumpft etwa wie 1/+/n.
Dies bedeutet, daf§ fiir doppelte Genauigkeit (also halbe Breite) schon viermal so viele
Beobachtungen benétigt werden.

Um ein Konfidenzintervall fiir 02 zu erhalten, betrachtet man die Pivot-Statistik

(n — 1)&721 o 22:1(Xk - Xn)Q
02 N 02 '
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Die Verteilung dieser Groéfle hiingt nicht von p oder o2 ab. Diese Verteilung heifit -

Verteilung mit n— 1 Freiheitsgraden. Kurz x2_;-Verteilung. Sie ist auf (0, o) konzentriert
und besitzt die Dichte

Sie ist eine Gamma-Verteilung mit Parametern o = ”T_l und = %

1—n 1 n—l_l T

Sei fiir 0 < o < 1 x2,,,; das a-Quantil der x;_;-Verteilung.

Ein (1 — a)- Konfidenzintervall fiir o2 ist gegeben durch

[(n - 182 (n— 1)6%] |

2 ) 2
Xl—a/?;n—l Xa/Z;n—l

Konfidenzintervalle miissen nicht notwendigerweise an beiden Seiten beschriankt sein.
Manchmal ist man an einseitigen Konfidenzaussagen interessiert. Fiir den Mittelwert u
erhélt man bei der Normalverteilung das einseitige untere (1 — a)-Konfidenzintervall

- o
Xn__nt—a-n—a
[ Vi ”’O)

und das einseitige obere (1 — «)-Konfidenzintervall

A

= g
- 7Xn+_nt—o<'n— .
(OO Vi 1]

Ein einseitiges unteres Konfidenzintervall ist von Interesse, wenn man nur feststellen will,

dafl p nicht zu niedrig ist.

Beispiel:
Sei n = 8. Es liegen folgende Beobachtungen vor: x; = 464, o = 469.7, x3 = 469.2,
xq = 469.5, x5 = 461.8, x4 = 468.7, x7 = 469.5, rg = 463.9. Dann gilt

8
1
75 = 3 Z T, = 467.09
k=1
und

8
> (xx — T)* = 10.11.

k=1

~2
0'8—

~| =

Es ist weiter g 9757 = 2.365. Unter Normalverteilungsannahme erhélt man damit als 95 %
Konfidenzintervall fiir den Mittelwert p

v 10.11 v 10.11
,467.09 + 2.365 x
V8 V8

Mit X 9757 = 16.01 und x§ g5, = 1.69 erhélt man das folgende 95 %-Konfidenzintervall
fiir die Varianz o?

467.09 — 2.365 x

] = [464.43,469.75] .

[7 x 10.11 7 x 10.11

— [4.42,41.88].
16.01 ~  1.69 ] 442,418
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5.4 Hypothesentests

Wir beschéftigen uns in diesem Abschnitt mit dem Problem der Uberpriifung von Hypo-
thesen. Wir gehen wieder davon aus, daf§ die Verteilung der Beobachtungen Xi,..., X,
bis auf einen Parameter # € © bekannt ist. Eine Hypothese ist durch eine Aufteilung des
Parameterbereichs © in zwei Teilmengen Oy und ©; gegeben. Man spricht zum einen von
der Nullhypothese Hy : 0 € ©y. Das Gegenteil — die sogenannte Alternative — ist durch
das Komplement ©; = O \ © festgelegt. Man schreibt H; : § € ©;. Ein statistischer
Test ist eine (datenabhingige) Entscheidungsregel, die angibt, welche der beiden sich
ausschliefenden Hypothesen fiir wahr gehalten wird. Formal handelt es sich dabei um
eine Abbildung ¢ von den Beobachtungen (z1,...,z,) in die Menge {0, 1}. Dabei steht
¢ = 1 fiir die Entscheidung fiir die Alternative und ¢ = 0 fiir die Hypothese. Es bestehen
folgende vier Moglichkeiten:

Entscheidung fiir Hy | Entscheidung fiir Hy
Hy liegt vor | richtige Entscheidung Fehler 1. Art
H; liegt vor Fehler 2. Art richtige Entscheidung

Die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art bezeichnet man als Niveau des Testes. Besteht
©p aus mehr als einem Element, so betrachtet man iiblicherweise das Maximum des
Fehlers 1. Art iiber ©q. In der Regel versucht man diese Wahrscheinlichkeit festzulegen
beziehungsweise zu beschranken. Streng genommen sind damit die Rollen von Hy und H;
nicht symmetrisch. Wir kénnen mit einem Test die Nullhypothese widerlegen, sie aber
nicht wirklich beweisen. Hierzu miifiten wir auch die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 2.
Art vollstandig unter Kontrolle halten.

In der Regel gibt man Tests durch eine Teststatistik T'= T(X, ..., X,) und Festlegung
eines kritischen Bereichs K an. Der Test lehnt ab, falls T' € K gilt. Also

C[Ofalls T ¢ K
¢(X1,..-,Xn)—{1fausT€K'

Wir betrachten nun den Fall einer einfachen Nullhypothese néher: ©g = {fy}. Sei
I(Xy,...,X,) ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 6. Sei

_ [Ofalls 6 € I(Xy,..., X,)
¢<X1""’X”)_{1falls O  I(Xq,..., X))

Dann gilt
Py (0=1)= Py, (00 ¢ I(Xy,...,X,)) =a.

Damit hat der Test ¢ das Niveau . So kommt man zu folgenden Tests.

Zweiseitiger t-Test: X1, ..., X, seien unabhingig und jeweils N(u, o?)-verteilt. p und
o? seien unbekannt. Sei

Ho:p=po und Hy @ p # po.
Ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p ist durch

~ ~

On

t —a/2;n— 7Xn +—= —a/2n—
\/ﬁ 1—a/2mn—1 \/ﬁ 1-a/2;n—1

— O‘n

I[(X1,...,X,) = | X
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gegeben. Damit erhélt man den Niveau-a Test

0 falls \/ﬁ’)?n — ,U()l < &ntlfa/z;nfl

(X1, Xn) = { 1 falls /0| X, — ptol > Gnti-azm1

Beispiel:
Sei n = 8. Es liegen folgende Beobachtungen vor: x; = 464, x5 = 469.7, x3 = 469.2,
x4 = 469.5, 5 = 461.8, x5 = 468.7, x7 = 469.5, xg = 463.9. Sei

Ho: p =469 und Hy : p # 4609.
Ein 95% Konfidenzintervall fiir den Mittelwert p ist
[464.43, 469.75]

Der Wert 469 liegt in diesem Intervall und damit lehnt der Test zum Niveau 5% die
Nullhypothese nicht ab.

Tests zu einseitigen Nullhypothesen, wie etwa Hg : 6 < 6y, lassen sich mit Hilfe von
einseitigen Konfidenzintervallen konstruieren. Sei

[<X17--~7Xn) = [U(Xl,,Xn),OO)
ein einseitiges unteres (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 6. Sei

_ [Ofalls 6y € I(Xy,..., X,)
¢(X177Xn)_{1falls 90¢I<X1’,Xn) .

Dann gilt fiir 8 < 6y:
O ¢ [U(Xy,...,X,),00)=0¢[U(Xy,...,X,),00).
Deshalb ist

Py(op(Xy,...., X)) =1) = Fy(bh ¢ (U[Xy,...,X,),0))
S PO (9 §é (U[Xla s ,Xn),OO))
=1-PFBec(UX...,Xn),0) <1—(1-a)=a
Das heifit, die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art ist kleiner gleich « fiir alle 6§ < 6.
Einseitiger t-Test: X1, ..., X, seien unabhingig und jeweils N(u, o?)-verteilt. Sei

Ho:p <po und Hp:p > po.
Ein unteres (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p ist durch

- o
I, = Xn__nt —an—1;
{ Vi 100)

gegeben. Ist ug ¢ I,,, so verwirft man Hy. Damit erhélt man den Test

. 0 falls \/ﬁ(Xn - ,u()) S 6nt1_am_1
HX,-o, Xn) = { 1 falls /i(Xy — ft0) > Gntiam1
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Einseitiger y?-Streuungstest: X, ..., X,, seien unabhiingig und jeweils N(u, 0%)-verteilt.
Sei

Hy:0?<op und H;:0® > op.

Ein unteres (1 — a)-Konfidenzintervall fiir o ist durch

[<n ~ 1)8?2 )
—7 m
nga;nfl

gegeben. Damit erhélt man den Test

0 falls &?L S J%X%—a;n—l/(n - 1)
1 falls 62 > ofxT_qin_1/(n—1)

gb(Xl,...,Xn):{

Beispiel:
Sei n = 8. Es liegen folgende Beobachtungen vor: x; = 464, o = 469.7, x3 = 469.2,
xy = 469.5, x5 = 461.8, x4 = 468.7, x7 = 469.5, x5 = 463.9. Sei

Ho:02<4 und H;:o0? > 4.
Es gilt x§ 957 = 14.07. Ein unteres 95% Konfidenzintervall fiir die Varianz ¢? ist damit

{7 x 10.11

107 ,oo) = [5.03, 00).

Dieses Intervall enthélt den Wert 4 nicht. Damit lehnt der Test die Nullhypothese zum
Niveau 5% ab.

Wir betrachten noch einmal das zweiseitige Testproblem
H0:6’:90 gegen HI:G#HO

mit einfacher Nullhypothese Hy. Sei T' die verwendete Teststatistik. Die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers 1. Art (Signifikanzniveau) ist durch

o = Pgo (T S K)
gegeben. Dabei ist K der kritische Bereich des Tests

_ JOofallsT ¢ K
¢(X1""’X")_{1fallsTeK'

Ublicherweise wird vor Anwendung des Tests das Signifikanzniveau o festgelegt und ein
entsprechender kritischer Bereich K, mit Py, (T € K,) = « gewahlt. Ist die Verteilung
von 7" unter der Nullhypothese stetig, so gibt es zu jeder moglichen Wahl von 0 < o < 1
einen entsprechenden Ablehnbereich. In der Regel wahlt man die kritischen Bereiche so,
daf} gilt

a<a= K; CK,.

Je kleiner das Signifikanzniveau ist, desto zogerlicher sind wir damit, die Nullhypothese
abzulehnen; damit bekommt eine eventuelle Ablehnung mehr Bedeutung. Liegen konkrete
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Beobachtungen (x1, . .., z,) vor, so kann man die Menge aller Signifikanzniveaus betrachten,
fiir die
T(xy,...,z,) ¢ K,

gilt. Die obere Grenze p* = max{a € (0,1) | T(xy,...,x,) ¢ K,} heifit P-Wert.
Fiir Signifikanzniveaus, die kleiner als der P-Wert sind, wird Hy nicht verworfen. Fiir
Signifikanzniveaus, die gréfler als der P-Wert sind, wird Hy verworfen. Der P-Wert gibt
damit das Signifikanzniveau an, zu dem die Nullhypothese gerade noch verworfen wird. Er
beschreibt also wie stark die vorliegenden Beobachtungen im Widerspruch zur Nullhypothese
stehen. Der P-Wert ist deshalb von zentraler Bedeutung, weil viele Statistikprogramme

P-Werte ausgeben. Kennt man den zu konkreten Beobachtungen x4, ..., z, gehérenden
P-Wert, so kann man einen Test zum Niveau «y (etwa ag = 0.05) folgendermaflen
durchfiihren:

— ist der P-Wert kleiner als «g, wird Hy abgelehnt.

— ist der P-Wert grofler als ag, wird Hy nicht abgelehnt.

Betrachten wir das letzte Beispiel so ist

7-10,11
X%—p*;?

4

und damit
Xi_per = 17,69.
Es folgt p* = 0,013 ist der zugehorige P-Wert.

P-Werte und Signifikanzniveaus lassen sich auch fiir zusammengesetzte Nullhypothesen
betrachten. In diesem Fall zieht man o = supgce, Fy(T' € K) heran.

5.5 Approximative Konfidenzintervalle und Hypothe-
sentests

Es ist nicht immer moglich, exakte Konfidenzintervalle iiber eine Pivot-Statistik zu erhalten.

In diesem Fall kann man versuchen, mittels des zentralen Grenzwertsatzes approximative
Konfidenzintervalle zu gewinnen. Seien X7, ..., X,, unabhéngige Beobachtungen mit identischer
Verteilung. Wir nehmen wieder an, dafl diese Verteilung bis auf einen unbekannten Parameter

6 bekannt ist. Sei 11(6) der zugehérige Mittelwert und o%(6) die zugehérige Varianz. Dann

o V(X — u(6)
a(0)

ndherungsweise standard normalverteilt. Damit gilt

p (‘ \/ﬁ()i:(e_) u(ﬁ))'

< 21_a/2> ~1-—oa.
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Dabei ist 21_4/2 das 1 — « /2-Quantil der Standard Normalverteilung. Lost man nun die

Ungleichung -
‘ V(X — p(0))
a(0)

< Z1-a)2

nach 6 auf, so erhdlt man ein néherungsweises (1 — «)-Konfidenzintervall fiir 6. Eine
weitere Vereinfachung ergibt sich, falls man o(f) durch einen Schitzer, etwa &, ersetzt

und die Gleichung -
On

< Z1-qa)2

nach 0 auflost. Als approximatives Konfidenzintervall fiir 4(#) ergibt sich dann sofort

- On - On
|:Xn - _Zl—a/QaXn + — :| .

\/ﬁ \/ﬁzl—a/2
Ist @ — p(6) umkehrbar, kann man dies einfach nach 6 auflosen.
Beispiel:(Hufschlagtote)

Das approximative 95% Konfidentzintervall fiir n = 280 mit fog0 = % = 0,7 und
0980 = 0,7 sowie zp 975 = 1,96 lautet:

- 1,960 1,96 - /0,7
[eggoi 2220 ‘7280} - {O,?i SV L= (0,602, 0,798

V280 V280
Beispiel: (Binomial-Verteilung)
Xi,..., X, seien unabhéngig und jeweils Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p, das heif3t

P Xy =0)=1—p und P(Xpy=1)=p
fir k = 1,...,n. Gesucht ist ein (ndherungsweises) Konfidenzintervall fiir § = p. Es gilt

1t(p) = p, o*(p) = p(1 — p). Die Grofe

\/E(Xn - p)

p(1—p)

ist ndherungsweise N(0, 1)-verteilt. Fiir ein ndherungsweises (1 — a)-Konfidenzintervall
mufl man deshalb die quadratische Ungleichung

n(X, —p)? < 27 0p(1 —p)

nach p auflosen. Dies ergibt ein Intervall mit unterer Grenze

_ A X,(1-X /22
712 X, + 1I—a/2 21—a/2\/ n( n) 4 (21 a/2>
N+ 27, 2n n 2n

und oberer Grenze

9 - -
n - —a X, (1—-X, Z1—a/2\ 2
i X+ 1—a/2 +21_06/2\/ ( )+( 1 /2) ‘
n+ a2 2n n 2n
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Ersetzt man andererseits o(p) = p(1 —p) durch 0(X,) = /X, (1 — X,,) (wir ersetzen also
p durch den Schétzer X, in o(p)), so erhdlt man

o VX, (1-X) VX1 -X,)
X, — T X, + NG

Z1-a/2y “\n fl—a/2

Mit Hilfe eines dhnlichen Argumentes erhélt man auch einen Test fiir

Ho : pu(0) = p(0o) gegen Hi : p(0) # p(bo)
der anndhernd das vorgegebene Niveau « einhélt. Unter der Nullhypothese ist

\/H(Xn - N(QO))
(o)

niaherungsweise Standard Normalverteilt. Dies motiviert folgenden Test

[0 falls r|X,, — pu(6o)| < z1-a/20(60)
HX,-, Xn) = { 1 falls v/ X, — u(60)] > #1-n/00(6o)

Beispiel: (Binomial-Verteilung)
Xq,...,X, seien unabhéngig und jeweils Bernoulli-verteilt mit Erfolgswahrscheinlichkeit
p. Also

P(Xy=0)=1—p und P(X;=1)=p

fiir k =1,...,n. Dann ist ein Test fiir
Ho:p=po gegen Hy:p # po,

der anndhernd das vorgebene Niveau « einhélt, gegeben durch

(X1 X,) = {O falls \/ﬁl):(n —pol < 21-a2¢/Po(1 = po)
3 )y “in 1 falls \/ﬁan - p0| > Zl*a/Z\/m

Héngt p monoton von # ab, so kann man den obigen Ansatz auch entsprechend auf
einseitige Testprobleme anwenden.

5.6 y’-Anpassungstest

Anpassungstests beantworten die Frage, ob eine bestimmte Verteilung F' die vorliegenden
Daten hinreichend gut beschreibt. Wir werden in diesem Abschnitt den sogenannten y>2-
Anpassungstest kennenlernen. Seien X1, ..., X,, unabhéngige Beobachtungen mit identischer
Verteilung. Zunéchst nehmen wir an, dafl der Wertebereich der Zufallsgroflen die Menge
{1,...,m} ist. Dann ist die Verteilung der X; durch

PXi=k)=...=PX,=k)=p,, k=1,....m
festgelegt. Wir suchen einen Test fiir

Ho :pr =p) fiir k=1,...,m gegen Hj:py # p) fiir mindestens ein k.
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Approximative Konfidenzintervalle und Hypothesentests

Beispiel:
Will man iiberpriifen, ob ein Wiirfel fair ist, so ist m = 6 und p? = p) = . ..

Seifirl <k<m

I
3
(o en}

I
—_
~
=}

Ny = {jlX; = k}|
die empirische Haufigkeit des Wertes k& und
Ey. = np,

die unter der Nullhypothese erwartete Haufigkeit des Wertes k. Die folgende Grofe 2
vergleicht die empirischen Haufigkeiten mit den erwarteten Héaufigkeiten

Approximative Konfidenzintervalle und Hypothesentests Man kann zeigen, dafi y? unter

der Nullhypothese niherungsweise x2-verteilt ist mit (m—1) Freiheitsgraden. Die Approximation
wird mit wachsender Anzahl der Beobachtungen immer besser. Dies fithrt zu folgendem

Test fiir

Ho:pr = py fiir k=1,...,m gegen H; :p, # p) fiir mindestens ein k&

(b — 0 falls X2 S X%—a;m—l
1 falls x* > XT_qim_1
Dieser Test heifit y2-Test.

Wir betrachten nun den Fall eines beliebigen Wertebereichs und werden diese Situation
auf den obigen Fall zuriickfithren. Sei P die unbekannte Verteilung der Beobachtungen
Xq,...,X,. Wir suchen einen Test fiir

Ho: P=PFy gegen H;: P # P,.

Hierzu teilen wir den Wertebereich der Beobachtungen in m disjunkte Teilbereiche (Zellen)
Ji,...,J, ein. Meist wahlt man Intervalle. Sei nun

Ny = [{j|X; € Ji} |

und
Py = Py(X, € Jp).

Sei weiter p, = P(X; € Ji), wobei P die wahre Verteilung der ZufallsgroBen Xi,..., X,
bezeichnet. Wir testen nun

Ho :pr =p) fiir k=1,...,m gegen Hj:py # p) fiir mindestens ein k.

Hierzu berechnen wir wieder



mit £y = np?. Die Reduktion auf die Zellenhdufigkeiten ist natiirlich eine Vergroberung,
die zu einem gewissen Informationsverlust fiithrt. Bei der Wahl der Zellen und ihrer Anzahl
besteht eine gewisse Freiheit. Es gibt allerdings folgende Faustregel, die man beachten
sollte: npg >5firallel <k <m.

In vielen Féllen méchte man nicht eine einfache Nullhypothese {iberpriifen, sondern eine
zusammengesetze Nullhypothese der Form

Hy: P= P, firein 6 € ©.

In diesem Fall bestimmt man erst einen Schétzer 6 und bildet dann x? unter Verwendung
von Ej, = nPy(Jy). Dann ist die Verteilung von x? allerdings nicht mehr annéhernd x-
verteilt mit m — 1 Freiheitsgraden. Wahlt man fiir 6 den Maximum-Likelihood Schétzer
beziiglich der Verteilung der Beobachtungen X7, ..., X, so liegt die Verteilung von x?
in gewissem Sinn zwischen einer y?-Verteilung mit m — 1 — p Freiheitsgraden und einer
x2-Verteilung mit m — 1 Freiheitsgraden. Dabei ist p die Dimension des Parameters 6.
Dies fiihrt zu folgendem Vorgehen:

— ist x* Kleiner als x7_.,,_;_, so wird Hy nicht verworfen.
ist x? groBer als x?_..._; so wird Hy verworfen.

— liegt der Wert von x? zwischen beiden Grenzen, so wird keine Entscheidung getroffen.

Beispiel:
Als Beispiel betrachten wir den y2-Anpassungstest fiir den Datensatz der Hufschlagtoten.

x%-Anpassungstest (Hufschlagtote)

J|on 555 | pi(0) | np;(9) %
144 | 0,5143 | 0,4966 | 139,05 0,1762

1] 91 0,325 | 0,3476 | 97,33 0,4116

21 32| 0,1143 | 0,1217 | 34,08 0,1269

3| 11| 0,0393 | 0,0284 7,95 1,170
>4 21 0,00714 | 0,0057 1,60 0,1

Bei 5 Gruppen ergibt sich als x*-Wert x* = 1,985. Da x§ 45,5 = 2,37 ist, (man beachte
auch x§ g3 = 6,25) wird Hy nicht verworfen. Dal x§ .4 = 7,78 sei noch erwéhnt.
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Kapitel 6

Markov-Ketten

6.1 Die Kain und Abel-Aufgabe (nach A. Engel)

Abel schldgt seinem Bruder Kain folgendes Spiel vor. Sie werfen abwechselnd eine faire
Miinze, bis erstmals eine der Ziffernfolgen

a) 1111 oder

b) 0011 auftritt.

Kain gewinnt bei (a) und Abel bei (b). Wie grol ist die Wahrscheinlichkeit, daf§ Kain
gewinnt? Ein moglicher Pfad im Verlauf des Spiels ist 01100101110011.

Wir stellen nun die Struktur der Aufgabe mit Hilfe eines Graphen Eiar, wobei die “Zustédnde
die moglichen Ergebnismuster sind und die Pfeile die méglichen Ubergénge angeben. Alle
Ubergénge geschehen mit Wahrscheinlichkeit %

7

e )
0

Abbildung 10.1: Der Graph der moglichen Uberginge

Hinweis: Die mit * bezeichneten Abschnitte und Resultate wurden in der Vorlesung nicht explizit
behandelt.

82



Die Zusténde sind mit den Ziffern 0 bis 8 bezeichnet, wobei “0” den Zustand benennt, bei
dem noch kein Ergebnis vorliegt. Der angegebene Spielverlauf 01100101110011 iibersetzt
sich nun (in eineindeutiger Zuordnung) in 21324621352468. Wie 148t sich nun die Aufgabe
16sen? Wir bezeichnen mit p; die Wahrscheinlichkeit bei Start im Zustand “2” den Zustand
“7” zu erreichen bevor man den Zustand “8” erreicht hat. Dann gilt natiirlich sofort p; = 1
und pg = 0. AuBerdem sind die folgenden Gleichungen intuitiv plausibel.

p1 = %pQ + %p:a
p2 = %pl + %p4
p3 = %pQ + %p5
D1 = %p4 + %PG
D5 = % + %p2
P = %pz

Das Schema ist ein lineares Gleichungssystem mit sechs Unbekannten und Gleichungen.
Durch Einsetzen erhélt man sofort

P1= D6 = 3p2
p1 = %pz
D3 = i + %PQ

: 1
sowle p; = g+ %pg.

. Das heifit Kain gewinnt nur mit

AT

Damit ist p; = %, P2 = % und folglich p, =
Wahrscheinlichkeit ;.

6.2 Definition von Markov-Ketten und erste Folgerungen

Definition 6.2.1 (2, P) sei Wahrscheinlichkeitsraum, E sei endliche Menge. Seien
X, Q — FE, i = 0,1,2,3,... Zufallsvariablen. Die Menge der Zufallsvariablen
X ={Xo, X1,Xs,...,X,,...} heift Markov-Kette (der Linge n), falls

PX;=uz; | Xo=m0,..., Xic1=2,1) = P(X;=2; | X1 = x;1)
firi=1,2,...,n,... gilt. Fine Markov-Kette X heifst stationdr, falls
PX;=21| X;o1 =20) = P(X1 =21 | Xo = x0)
firi=1,2,... gilt. Man nennt diese Grifie im folgenden q(xq, 7).

Bezeichnungsweisen
1. E heifft Zustandsraum,

2. q(z,y),z,y € E heifit stochastische Matrix, falls ¢(z,y) > 0 und > q(z,y) = 1,
yeE
Vo e F gilt,

3. m(xg) = P(Xo = xp) mit zg € E heifit Startverteilung,.
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Konstruktion von stationdren Markov-Ketten
Gegeben seien:
1. E endlich oder abzéhlbar,
2. q(z,y),z,y € F eine stochastische Matrix,
3. m(x),x € E eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf E, d.h. 7(z) > 0 fiir alle x € E
und > 7(z) = 1.

zeFE

Zur Existenz:
Sei Qg i ={w=(20,...,2,) |2, € E;i=0,...,n} und X;(w) :=a;, fir i =0,1,...,n.

Satz 6.2.2 Sein € N. Durch p(w) := m(x¢)q(xo, x1) . . . ¢(Tn_1, x,) wird eine Wahrscheinlichkeitsfunkti
auf 2,11 gegeben, so dass gilt:

1. P(XO = 330) = W(l’o),

2. P(Xg =120, X1 =11,..., X, = x,) = p(w),

3. P(Xi+1 = ZL‘H_1|X0 = X9y ... ;Xz' = QTZ) = q(ﬂj’i,l'i+1) = P(XH_1 = l’i+1|Xi = [L’l)
firi=0,...,n—1.

Beweis:
Zu (2): Sei w = (wg, ..., z,). Mit p(w) = 7(z0)q(xo, x1) - .. ¢(T0_1,7,) gilt: p(w) > 0 und
> plw) =1. Da X;(w) = x; ist, folgt

P{w|X;(w) = 24,1 =0,...,n}) = P{w}) = p(w).
Zu (1):
(+) P{Xo=x0,.... Xs=2;}) = >, 7(xo)q(xo,z1)q(xi—1, ;) ... q(Tp_1,Ty)

firi=0,1,2,...,n— 1.
Zu (3): Es gilt
W(mo)Q(l’o, 331) . Q(fﬂi*l, iUz'): Q<5Ui> 33i+1)

m(xo)q(xo, x1) . .. q(Ti—1, x;)
= Q(l'z‘, Ii+1)

P(Xip1 =241 | Xo=m0,..., X =1;) =

sowie

P(XiJrl = xi+1’Xi = xz) — ( +1 Tiv1 T )

Z 7T($0)CI($07 $1) .- ~Q($z‘—1, Ii)Q(%‘a $i+1)
T(Qyeeny Ti—1
B S w(xo)g(zo, 1) - - qTi1, 2;)
L0,y Ti—1
q(wi, Tig1)



Bemerkungen:

L. P(X;i=z)= > #w(xo)g(wo,z1)...q(xi1, 1) = > 7(x0)q (0, 7).

0, Ti—1 o

Dabei ist ¢""(z,y) = > ¢"(z, 2) q(z,y) das n + 1-fache Matrixprodukt.
z€E

2. Mit Satz 6.2.2 ist eine Markov-Kette der Lange n konstruiert!

3. Wegen (+) im Beweis von Satz 6.2.2 ist die Markov-Kette der Lange i eingebettet
in eine Markov-Kette der Léange n fir i < n.

4. Mit der Bedingung (+) lasst sich eine Markov-Kette beliebiger Lange konstruieren.

Beispiele fiir Markov-Ketten:

1) Kain und Abel-Aufgabe:
Der Zustandsraum ist £ = {0,1,2,...,8}. Fir 7 gilt 7(0) = 1. Weiter ist

022000000
001100000
0 10000
0050035000
(4(2,9))zyer=[0000 50500
002000010
002000001
000000010

000000001

o= O Nl

NI—NI= O NI O NIFNI-
O O O

2) Sei E = {1,2,3},

031 303
11 8 Y 8
qgz,y)= {305 wmd’(@y) =533
100 031
Fiir jede Startverteilung 7 mit 7(z) > 0 fir x € F gilt lim ) 7(x)¢"(z,y) = 7*(y)

mit 7(1) = 5, 7(2)* = 5, 7(3)* = 3.

3) Seien Y;,Ys, ... unabhéngig, X; = > Y; und X, = . Dann ist {Xo, X1, X5, ...} eine
j=1
Markov-Kette.

Beweis:
Sei m € N und sei y; = x; — x;_1 fiir « > 1 und yg = z¢. Dann ist:

P(Xm+1 :ZE‘XOZ.To,...,Xm:Im)
=PXpi=2Xo=yo, X1 =v+y,Xo=%+vy1+v2, ... X =Yoo+ +Un)
:P(Ym+1:x_<y0+yl++ym)|%:y0a§/1:ylavym:ym)

P(Ym—H:x_<y0+y1+"'+ym))P(Y0:y(J)P(YI:yl)"'P(Ym:ym)
PYo=y0))PY1=u1) - P(Yn = Ym)
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P(Ym+1 =T — (y0+y1++ym))
P(Xpi1 = 2| X = xm).

4) Ehrenfestsches Urnenmodell

N Teilchen befinden sich in den Behéltern 1 und 2.
1 Teilchen seien in Behélter 1, N — ¢ Teilchen in Behélter 2.
In jeder Zeiteinheit springt ein Teilchen entweder von 1 — 2 oder von 2 — 1.

1/> 2

Abbildung 10.2: Ehrenfestsches Urnenmodell

Die stochastische Matrix wird gegeben durch ¢(i,i + 1) = &= ¢(i,i — 1) = £ und
g(i,7) = 0 fitr j # i+ 1.

6.3 Absorbierende Zustinde”®

Wir kénnen eine Markov-Kette als Bewegung eines Teilchens durch die Zustéande auffassen.
In manchen Markov-Ketten gibt es Zusténde, die nicht verlassen werden kénnen. Solche
Zusténde heiflen absorbierend.

Definition 6.3.1 (absorbierender Zustand, absorbierender Rand)

Sei X = {Xo, X1,...} eine stationdre Markov-Kette mit Zustandsraum E. Ein Zustand
x € E heifit absorbierend, wenn gilt q(x,x) = 1. Die Menge A C E aller absorbierender
Zustinde heifit absorbierender Rand von X .

Bei der “Kain und Abel”-Aufgabe ist {7,8} der absorbierende Rand. Der folgende Satz
liefert eine Begrindung fir die Kain und Abel-Aufgabe.

Satz 6.3.2 Sei X eine stationdre Markov-Kette und A C E ihr absorbierender Rand.

Wir nehmen an, dass fir jedes x € E die Wahrscheinlichkeit nach A zu kommen gleich
1 ist.

Set A= A1 UAy und Ay N Ay = OD. Sei Py, (x) die Wahrscheinlichkeit bei Start in x beim
ersten Eintritt in A nach Ay zu gelangen. Dann gilt:

(a) Pa,(x) =1 firx € Ay und Py, (z) =0 fiir x € As,
(b) Firx ¢ A ist Pa,(z) = Y qlz,2)+ >, >, qlz,z1)q(z1,22) ... q¢(xn-1,2),

z€A; n>2  x;¢A fir
i=1,....,n—1,

(c) Es gilt stets Py, (z) = > q(z,y)Pa, (y).

yerR
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Beweis:
Zu (a): Dies folgt direkt aus der Definition.

Zu (b): Sei x ¢ A. Dann ist

Pa(z) = P(Xo =2, X, € A1)+P<U{X0 — 1, X, ¢ Afiiri <n, X, € A1}>

n>2
= Z q(z, 2) —|—ZP({X0 =x,X; ¢ Afiri<n, X, € A})
z€A n>2
= Z X,z +Z Z q(z, 1) ... q(zp_1, 2).
z€Aq n>2 x1,12,....Tn—1¢A,
z€A1

Zu (c): Sei z ¢ A. So gilt

PA1<.’L'):p(XOZ.’L',Xl€A1)+P<X0:.T,X1¢A,X2€A1)
+ P(Xo=2,3n >3 mit X,, € Ay und X; ¢ A fiir i < n)
=Y alzy)+ > al=y)ay,2)

yeAL y¢A,ze A

+> > Y a@y)a(y,wa) . g, 2)

n>3 ygA xl¢A
=2 —1

Z€A1
S gl y)Pa () + Y xy(Z(W))
yeA ygA 2€4
+ Z x,y <Z Z y7x2 (xn 1,2))
y¢A n>3  x;¢A,
e

Z (x,y)Pa, (y +Z (z,y)Pa, (y
:Z xyPAl
Y

(*) Pa,(z) = 1 fiir 2 € A; und Pa, (2) = 0 fiir 2 € A\A,.
Bemerkung: Die Gleichung c) aus Satz 6.3.2 lautet in Vektorschreibweise Py, = qPa,.

Dies bedeutet P4, ist rechter Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert 1. Man sagt auch, Py, ist
harmonisch oder P4, erfiillt die Mittelwerteigenschaft.

Berechnung von Ruin-Wahrscheinlichkeiten

Hans und Rudolf spielen ein Spiel. In jeder Runde gewinnt Hans mit der Wahrscheinlichkeit
p und Rudolf gewinnt mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Der Gewinner einer Runde
erhélt von seinem Gegner einen Euro. Es wird so lange gespielt bis einer der Spieler kein
Geld mehr hat. Wie hoch ist die Ruin-Wahrscheinlichkeit P(z) von Hans, wenn Hans zu
Beginn = Euro hat und Hans und Rudolf zusammen b Euro haben?
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Seien x,b € N mit 0 < x < b. Weiter seien X, X5, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit

PX;=1)=p=1-P(X; = —1) fiir alle ¢ und es sei Sy = z und S,, = = + > X; fiir
i=1
n > 1. Damit ist Sy, S1, 95, ... eine Markov-Kette und S,, ist das Kapital, das Hans nach

n Runden besitzt. Wir frage nach der Ruin-Wahrscheinlichkeit:

Pz)=P((Fn mit S, =0und 0 < S; <bfiri<n|Sy=ux).

\j

Abbildung 10.3: Ruin-Wahrscheinlichkeiten

Satz 6.3.3 Seiqg=1—p.
1
Piir p = 5 gilt P(x)zl—% fiir 0 <z <b.

@ - @

1
Fﬁrp#ggz’lt P(z) = fiir 0 <o <b.

Beweis:

Fall 1: Sei p = %

Satz 6.3.2 liefert: P(z) = sP(x — 1)+ 3P(x+ 1) fir 0 <z <b, P(0)=1, P(b)=0.
Durch Losen dieses linearen Gleichungssystems ergibt sich: P(z) =1 — .

Fall 2: Sei p # %

Satz 6.3.2 liefert: P(z) = pP(x + 1)+ ¢P(x—1) fir0 <z <b, P(b)=0, P(0)=1.
Dann ist

P(z) = pP(x+1)+qP(x—1)
pP(z) + qP(x) = pP(x + 1) + ¢P(z — 1)
P(z+1) = P(z) = {(P(z) — Pz — 1)).

Wiederholtes Anwenden liefert
Pz +1) = P(z) = (1)*(P(1) — P(0)).

Seir =4,

Aufaddieren liefert P(z) — P(0) = Z=L(P(1) — P(0)).
Wegen P(0) =1 gilt P(z) =1+ =
Wegen P(b) =0 gilt P(1) — 1 = —5—
Einsetzen in die vorangegangene Gleichung liefert die Behauptung.
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6.4 Rekurrente und transiente Zustiande

6.4.1 Bezeichnungen

Sei f*(x,y) := P(X, =y, X; # y fir 1 <i < n|Xy = z). Dann bezeichnet f"(z,y) die
Wahrscheinlichkeit bei Start in  nach n Schritten erstmals den Zustand y zu erreichen.

fH(z,y) = P(X, =y fireinn > 1|X,=2) = > f*(x,y) ist die Wahrscheinlichkeit bei
n>1
Start in x irgendwann nach y zu gelangen.

¢*(z,y) == > q"(z,y) ist die erwartete Anzahl der Besuche in y bei Start in z, denn:
n=0

X0:$).

Definition 6.4.1 (rekurrenter Zustand) x € E heifit rekurrent, falls f*(z,z) =1,
x € E heifst transient, falls f*(x,z) < 1.

¢ (z,y) = Y q"(x,y) = > P(Xy = y|Xo = x)

=Y E(lx=plXo=2)=E (Z Lixu=y}

Satz 6.4.2 1. x € E ist rekurrent < ¢*(x, ) = oo,

2. x € E ist transient < ¢*(x, ) < oo.

Beweis: Dieser folgt aus nachfolgendem Lemma.
*
Lemma 6.4.3 FEs gilt

a) ¢*(z,y) = f*(v,y) ¢ (y,y) + (z,y),
b) f*(z,z) = Lo

q*(z,x) 7

C) q* (:C’ :C) = 1—f*1(:c,x)'

Beweis:
n

Fiir alle z,y € F gilt: ¢"(x,y) = > f'(z,y)¢" (v, y). Denn es gilt mit
i=1
T, = min{m > 1|X,, = y}
¢"(z,y) = P(Xy = y|Xo = )

— zn:P(Ty —i| Xy = 2)P(X, = y|T, =i, Xo = 2)
P

- Zn;fi(a;,y)P(Xn =ylXi=y)

_ ifi(x,y)P(Xn—z’ ~ X0 =9)

_ il Fia)d™ (v, y).
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Weiter gilt nach Vertauschung der Summation

) = 3 ¢ ey) + ()

=1

=" File gy y) + 0@, y)

n=1 =1

ZZZf’wy (y.y) +d(x,y)

ZZf xqumyy+5a:y)
= ["(z,y) ¢ (y,y) + 0(z,y).

Damit ist a) gezeigt. Fiir © = y folgt ¢*(z,z) — f*(x,z)q*(z,x) = 1.
Auflésen nach ¢*(z, x) liefert ¢*(z, z)(1 — ( )) = 1 und damit ¢*(z,x) =

Auflésen nach f*(z,x) liefert: f*(z,x) =

1
1*f*($,$) ’

Beispiel auf Z (Irrfahrt auf Z):

Seien Y1, Y5, ... unabhéngige Zufallsvariable mit P(Y; = 1) = p, P(Y; = —1) = ¢ fiir alle
7. Weiter sei Xg=0und X,, =Y, + Yo +---+Y, firn > 1.

Behauptung: Fiir p=¢q = % ist 0 rekurrent, fiir p # ¢ ist 0 transient.

Beweis:

Wende Satz 6.4.2 an! Sei n € N. Nach 2n + 1 Schritten liegt ein ungerader Zustand vor,
also kann Xy, 1 nicht 0 sein und damit gilt: ¢*"*1(0,0) = 0. Fillt in 2n Experimenten
insgesamt n-mal die 1 und n-mal die —1, so ist X5, = 0 und es gilt: ¢**(0,0) = (zg)p”q”.
Fiir grofle n kénnen wir die Stirling’schen Formel anwenden:

1 n, 1
2n ~ 4 LS| ~ 2211.
0,00~ )" da () ~

Fall 1: p # ¢ = (4pg) < 1= 3,.,¢*"(0,0) = 3 —=(4pq)"(1 + o(1)) < oo = 0% ist
B n>1

transient.

Fall 2: p=¢q = % (4pq) =1

= ¢>"(0,0) ~ =

= 3 ¢2(0,0) ~ 3" \/% = oo = ,,0“ ist rekurrent.

Definition 6.4.4 (irreduzibel) Die stochastische Matriz q heifit irreduzibel, falls fiir
alle x,y € E ein m € N existiert mit ¢™(x,y) > 0.

Satz 6.4.5 Sei q irreduzibel. Dann gilt: Exvistiert ein z € E, das rekurrent ist, so sind
alle x € E rekurrent.
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Beweis:
Sei # € E beliebig. Dann existieren k,l € N mit ¢*(x,z) > 0 und ¢/(z,z) > 0.
Dann ist

q"(x,2) > ¢"(2,2)¢™ (2, 2)¢ (2, 2),
falls n = k +m + [ ist. Es folgt

q*($7$) - an(ajvz) - qk(x7z) Z qm(%z)ql(%m)'

n>0 m2>0

Da die rechte Seite nach Voraussetzung gleich unendlich ist, ist auch ¢*(x,z) = oo und
damit f*(x,z) = 1.

6.5 Stationire Verteilungen

Definition 6.5.1 Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion m auf E heifit stationdr beziiglich q,
falls fir alle y € E gilt:

> w(@)glx,y) = 7 (y).

T

In Vektorschreibweise: 71 q = w%, d. h. 7 ist linker Eigenvektor von q mit Eigenwert 1.

Bemerkung:
Ist 7 stationdr und Startverteilung von X, d.h. P(Xy = z) = 7(x), so gilt:

P(X, =y) =(y).

Beweis: Es gilt
P(X,=y) =Y P(X,=y|Xo=z)r(z)

= 5" 2 (@)q" (. y)

- iﬂ(x) > alz.2)q" H(z.y)
_ Xx:ZW(;)q(x,z)q"l(z,y)
= iqz‘l(z,y)ﬂ(@

= 7(y).

Beispiel (Ehrenfestsches Urnenmodell)
Behauptung:

(i) = (V)27 ist stationire Verteilung des Ehrenfestschen Urnenmodells.
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Beweis: Zu zeigen: Y 7(i)q(i,7) = w(j).

(N Ny x NG (N N it
j—1 N j+1 N

N N—(j—1) N j+1

G- -G N TG -gron v 2

[ D N
G=DIN=j)tj " N =j =Dl N—

_ (?>2N "

Es gibt noch einen einfacheren Weg die Stationaritdt von 7 zu zeigen. Man verwendet
dazu das folgende Lemma.

Lemma 6.5.2 Gilt fir alle v,y € E w(x)q(z,y) = 7(y)q(y, z), so ist w stationdr.

Beweis:

> w@)gla,y) =D w(y)aly.x) =7(y) Y _ qly, z) = 7(y).

x T x

Bemerkung:
Fiir das FEhrenfestsche Urnenmodell lautet die in 6.5.2 vorausgesetzte Gleichung
(lj ) N]\j e (Zfl)% Es ist offensichtlich, daf} diese gilt.

Der folgende Satz liefert die Existenz einer stationdren Verteilung.

Satz 6.5.3 Sei q irreduzibel. Sei T, = min{n > 1|X,, = z}. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

a) Es existiert ein z € E mit E(T,|Xo = z) < o0,
b) Fir alle z,y € E gilt E(T,| X, =x) < oo,

c) Es existiert eine stationdre Wahrscheinlichkeitsfunktion m beziiglich q.
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Bemerkung:

Bedingung (a) ist stiarker als Rekurrenz, denn es gibt Markov-Ketten mit einem rekurrenten
Zustand zx fiir den F(T,| Xy = x) = oo gilt. Siehe z.B. die Irrfahrt von oben.

Beweisskizze:

Zeige (a) = (c) Setze: P,(-) = P(-|Xo = z). Dann ist P, das Wahrscheinlichkeitsmaf} bei
Start in z.

Sei H(z) := Y P,(X, =x,T, > n). Dann gilt H(z) = 1 und weiter
n=1

> H(z)=> ) P(X,=2T.>n)

zeFE n=1 zek

=) P.(T.>n)=E.T..
n=1

Wir behaupten (+): H(y) = > H(z)q(z,y).
ek
Setzt man nun w(x) = %, so ist w(y) = Y_7(x)q(x,y) und > w(y) = 1, d.h. 7 ist
T Y

stationédre Verteilung.

Zeige Behauptung (+):
H(y) =) P.X, =y,T. > n)
n=1

:PZ(Xl:y)+ZPZ(Xn:y,Xj7ézfﬁr1§jSn—l)

n>2

= q(z,y)+z Z P(Xp1=20X,=yX;#2fir1<j<n-1)
n>2 zeB\{z}

=q(z,y) + Z ZPZ(Xn,l =z, X,=y,X;#zfir1 <j<n-1)
z€E\{z} n>2

= Q<Z7y)+ Z ZPZ<XTL*1 :'Tan %Zﬁir 1 S.] Sn_l)P(Xn:anfl :SL’)
zeE\{z} n=>2

=q(zy)+ Y. Y P(Xi=uX;#21ir 1<) <) P(X, =y|X,_1 =)

zeB\{z} 1>1

= q(zy)+ > H(z)g(x,y)

zeE\{z}

= > H(w)q(z,y).
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Korollar 6.5.4 Es gilt

H(x)
m(x) = BT,
und insbesondere
() =5
T —=
E.T,
wobei -
H(z) = ZPZ(Xn =z, T, >n) ist fir z € E.
n=1
Bemerkung:
Beim Ehrenfestschen Urnenmodell sei o(i) = min{n > 0 | X,, = i}. Dann ist nach
dem Korollar: Eyo(0) = 2% und Eo(k) = (2:)_1 22 wobei k = N/2 ist. Beachte das

Eyo(k) ~ V/7k wegen der Stirling-Formel ist. Setzt man N = 6-10* und ist ein Zeitschritt
1 Sekunde lang, so ist Epo(k) = 10'2 Sekunden, aber Eoo(0) =2 10141 Sekunden.

6.6 Konvergenz gegen die stationire Verteilung

Definition 6.6.1 (Periode, aperiodisch) Sei ¢ eine irreduzible stochastische Matriz.
Weiter sei N(z,y) := {n € N|¢"(x,y) > 0}. Wir definieren die Periode von x € E durch
d(z) := ggT(N(z,x)), wobei ggT(B) := sup{k € N|B C k- N} der grifite gemeinsame
Teiler der Menge B ist. q heifit aperiodisch, falls d(x) = 1 ist fiir alle z € E. q hat Periode
k, falls d(z) = k ist fir alle x € E.

Beispiel:
Fiir die stochastische Matrix beim Ehrenfestschen Urnenmodell gilt d = 2.

Satz 6.6.2 Sei q irreduzibel und aperiodisch mit stationdrer Verteilung w. Dann gilt fir

allex € B
lim Y |q"(z,y) — n(x)| = 0.

yerR

Sei q irreduzibel mit Periode k und mit stationdrer Verteilung m, so gilt

Tim > [g™ (@) = ()| = 0.

yer

Beweis:
Zum Beweis sieche Diimbgen, S. 129.

Satz 6.6.3 Sei q irreduzibel und aperiodisch mit stationdrer Verteilung . Sei f : E — R,

so daff > |f(x)|m(x) < oo ist. Dann gilt fir jede Startverteilung p mit
zcE

P,-Wahrscheinlichkeit 1 :

lim 3" 7w = 3 f@)n(a).

N—ooo N
zel
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Bemerkung:
Dies ist ein grundlegender Satz fiir Markov-Ketten, der dem Gesetz der Groflen Zahlen

fiir unabhéngige Beobachtungen entspricht. Es ist ein Basisresultat fiir die Simulation bei
Markov-Ketten, der sogenannten MCMC-Methode.

Bemerkungen zum Ehrenfestschen Urnenmodell

Dieses Modell wurde entwickelt, um eine Streitfrage in der statistischen Physik zu klaren.
Boltzmann behauptete, ein grofles Teilchensystem tendiere sehr schnell zu seinem Gleichgewicht,
Zermelo entgegnete, auch dann miiffiten aus physikalischen Griinden sehr unwahrscheinliche
Zusténde angenommen werden konnen. Dies erschien paradox. Das Ehrenfestsche Modell
gestattet die Details zu berechnen.

Sei N = 2k. Sei 7(k) = inf{n > 0| X,, = k}. Dann gilt:
a) Eo(t(k)) =klnk+k+ O(1)
b) E(r(0)) = 5:2%%(1 + o(3)) fiir k — oo.

Hier ist noch ein einfaches Beispiel zu Satz 6.6.2.

0
Sei ¢=

O WIFN-=

—_ W=
O NI

Dann ist die stationére Verteilung 7 = (3, 2, £). Fiir sie gilt n7¢ = 77"
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Anhang A

6.7 Der Quellencodierungssatz von Shannon

Eine Nachrichtenquelle sendet zuféllige Signale X, X5, ... aus einem endlichen Alphabet
A. Alle X; sind identisch verteilt mit P(X; = a) = o(a),a € A mit p(a) > 0 und
> o(a) = 1. Wie kann man den Informationsgehalt der Quelle angeben? Wir betrachten
den Nachrichtenblock X,, = (X1,...,X,,) und fragen, wie viele Ja/Nein Fragen braucht
man, um X,, bis auf eine Irrtumswahrscheinlichkeit ¢ > 0 eindeutig ermitteln zu kénnen?
Dazu wéhle man eine moglichst kleine Menge C' € A" mit P(X,, € C) > 1 — ¢ und
bestimmt das kleinste [ mit |C| < 2! (I natiirlich < n). Dann existiert eine Bijektion
0 :C — " C{0,1}. ¢ codiert jedes Wort w € C' in ¢(w) € C’, aus dem w durch ¢!
zuriickgewonnen werden kann. Den Wértern in A™\ C' weist man ein beliebiges Codewort
in C” zu. Nach Konstruktion gilt dann

P(Xp#¢  op(X,) =P (X, ¢ C) <e.

Das heifit, das von der Quelle gesendete Wort X, kann mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit
e aus dem Codewort ¢(X,,) ermittelt werden. Letzteres besteht aus hochstens [ bits,
kann also durch [ Ja/Nein-Fragen identifiziert werden. Wir schreiben nun log, fiir den
Logarithmus zur Basis 2.

ATL

bijektiv
C J

=~ ' c {0,1}

/

— . .
irgendwie

Satz 6.7.1 (Quellencodierungssatz, Shannon 1948)
Sei
L(n,e) =min{l > 0| es exz. C C A" mit |C| < 2", P(X, € C) >1—¢}

die kleinste Linge eines Bindrcodes ... Dann gilt:

L
lim (n.¢)

n—00 n

mit H(0) = — ) ,c4 0(a)log, o(a) H(o) heifit die Entropie der Zihldichte o.

= H(o)
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Beweis:
Sei Y; = —log, 0(X;),i > 1. Die Y; sind unabhingig und nehmen nur endlich viele Werte
an. Es ist £Y; = H(p) und V(Y;) < oco. Nach dem Gesetz der grofien Zahlen gilt fiir jedes
0 > 0 und hinreichend grofles n

> 5) < 4.

‘

Nun ist £ 3" | Y; = —2 log, 0®™(X,,) mit 0®"(w) = o(wy) - o(w2) ... o(wy), w; € A. Dies
bedeutet, dafl P(X,, € B,) > 1—d mit B, = {w € A™ | 27 nH@+3 < p8n () < on(H(e)=0)}
Ist § < e soist B, = C ein Kandidat bei der Infimumsbildung von L(n,¢). Dann ist
L(n,e) <min{l | |B,| < 2'}.

Da 1= Z 0" (w)
weEA™
> Z 9—n(H()+96)
weB™
_ |Bn’ 9—n(H(0)+9)

1 n
E;YQ—H(Q)

= |B,| < on(H()+9)

= L(n,e) < n(H(p) +9)+ 1.
Da 0 > 0 beliebig ist, folgt

— L(n,¢)

lim
n n

< H(o).

Andererseits existiert zu | = L(n,¢) ein C C A" mit |C| < 2 und P(X, € C) > 1 —«.
Da %" (w)2"H(@=9) < 1 ist fiir w € By, gilt

2L(n,e) > ‘C| > |Cﬂ Bn| > Z Q®n(w)2n(H(g)—6)

weCNB”
= P(X, € C'N B,)2"H@=9)

>(1—e— 5)2n(H(9)—5)

Es folgt
Lin,e) = logy(1 — = — 8) + n(H(g) — 9)
und damit I
lim (n.¢) > H (o),
n n

falls 6 < 1 — e gewéhlt wird.
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