79

10 Markov-Ketten

10.1 Die Kain und Abel-Aufgabe (nach A. Engel)

Abel schldgt seinem Bruder Kain folgendes Spiel vor. Sie werfen abwechselnd eine faire
Miinze, bis erstmals eine der Ziffernfolgen

a) 1111 oder

b) 0011 auftritt.

Kain gewinnt bei (a) und Abel bei (b). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daff Kain
gewinnt? Ein mdglicher Pfad im Verlauf des Spiels ist 01100101110011.

Wir stellen nun die Struktur der Aufgabe mit Hilfe eines Graphen dar, wobei die “Zustén-
de” die moglichen Ergebnismuster sind und die Pfeile die méglichen Ubergiinge angeben.
Alle Ubergénge geschehen mit Wahrscheinlichkeit %

e ) m
0

Abbildung 10.1: Der Graph der méglichen Ubergiinge

Die Zustéande sind mit den Ziffern 0 bis 8 bezeichnet, wobei “0” den Zustand benennt, bei
dem noch kein Ergebnis vorliegt. Der angegebene Spielverlauf 01100101110011 tibersetzt
sich nun (in eineindeutiger Zuordnung) in 21324621352468. Wie lafst sich nun die Aufgabe
16sen? Wir bezeichnen mit p; die Wahrscheinlichkeit bei Start im Zustand “2” den Zustand
“7” zu erreichen bevor man den Zustand “8” erreicht hat. Dann gilt natiirlich sofort p; = 1
und pg = 0. Aulerdem sind die folgenden Gleichungen intuitiv plausibel.

D1 = %pz + %ps
P2 = %pl + %p4
p3 = %pz + %ps
ps= 3ps+ %pﬁ
D5 = % + %pz
Pe = %pz-
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Das Schema ist ein lineares Gleichungssystem mit sechs Unbekannten und Gleichungen.
Durch Einsetzen erhilt man sofort

p1=Pps = 3D2
p1 = %pz
p3 = 411 + %p2

sowie p; = % + %pg.

Damit ist p; = 1—30, P2 = % und folglich py = }1. Das heifst Kain gewinnt nur mit Wahr-
scheinlichkeit 1—11.

10.2 Definition von Markov-Ketten und erste Folgerungen

10.2.1 Definition (Markov-Kette)

(Q, P) sei Wahrscheinlichkeitsraum, E sei endliche Menge. Seien X; @ Q — FE,

i=0,1,2,3,... Zufallsvariablen. Die Menge der Zufallsvariablen X = { X, X1, Xo,..., X}, ...

heifst Markov-Kette (der Lénge n), falls
PX;=z;| Xo=z0,...,Xs 1 =2;1) = P(X; =2; | X;o1=2;1)
firi =1,2,...,n,... gilt. Eine Markov-Kette X’ heifst stationér, falls
P(X; =z | Xio1 =20) = P(X1 =21 | Xo = )

firi =1,2,... gilt.
Bezeichnungsweisen

1. E heifst Zustandsraum,

2. q(x,y),x,y € E heift stochastische Matrix, falls ¢(z,y) > 0 und > ¢(x,y) = 1,
yer

Vz e F gilt,
3. m(xg) = P(Xo = mp) mit zg € E heifst Startverteilung.

Konstruktion von stationidren Markov-Ketten

Gegeben seien:

1. E endlich oder abzéhlbar,
2. q(x,y),x,y € E eine stochastische Matrix,
3. m(x),x € E eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf F, d.h. 7(z) > 0 fiir alle z € E

und > w(z) = 1.

zel

}



10.2 Markov-Ketten 81

Zur Existenz:
Sei Qi1 i={w=(20,...,2,) | z; € E;1=0,...,n} und X;(w) :=a, fiir i =0,1,...,n.

10.2.2 Satz:

Sei n € N. Durch p(w) = m(x0)q(zo, x1) . . . ¢(p_1, x,) wird eine Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion auf 2, gegeben, so dass gilt:

1. P(XO = .To) = 7T<.I‘0),
2. P(Xo =20, X1 =21,..., Xy = 1,) = p(w),
3. P(Xiy1 = mi|Xo = 20,..., Xy = 25) = q(v, vi11) = P(Xip1 = 21| X = 1)

firi=0,...,n—1.

Beweis:

Zu (2):

Sei w = (zg,...,x,). Mit p(w) = 7(xo)q(xo,z1)...q(Tn_1,2,) gilt: p(w) > 0 und
> pw) = 1. Da X;(w) = a; ist, folgt P{w|X;(w) = 4,4 = 0,...,n}) = P{w}) =

P
Zu (1):
(+) PUXo=z0,..., Xi=x:}) = >, w(xo)q(xo, z1)q(wi—1, ) ... q(Tp_1, Tp)

firi=0,1,2,...,n— 1.
Zu (3):
Es gilt

m(20)q(wo, 21) - - - q(wi1, i), q(Ti, Tiy1)
7(w0)q(To, ¥1) - - - q(Tiz1, T3)

P(Xi+1 :ZL‘Z‘+1|X0:.I0,...,XZ‘:{BZ‘) =

= q(zi, Tit1)
sowie
P(Xipn =2 Xs =) = P<XZ+}D<:£Z:’£()1 = ;)
> m(xo)a(wo, x1) . q(wi1, 2:)q(@s, i)
T0yorTi 1
B > w(r)alwo, m) - aw, )
T0ysTio1

= q(75,441)

Bemerkungen:

L. P(X;=x)= Y. 7(xo)g(wo, 1) ... qlxi1, ;) = m(wo)q' (wo, ;).

Z0yeeyTi—1 xo

Dabei ist ¢"™(z,y) = > ¢"(z,2) q(2,y) das n + 1-fache Matrixprodukt.
z€E
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2. Mit Satz 10.2.2 ist eine Markov-Kette der Lange n konstruiert!

3. Wegen (+) im Beweis von Satz 10.2.2 ist die Markov-Kette der Lange i eingebettet

in eine Markov-Kette der Léange n fiir i < n.

4. Mit der Bedingung (+) lasst sich eine Markov-Kette beliebiger Lange konstruieren.

10.2.3 Beispiele fiir Markov-Ketten

1)

Kain und Abel-Aufgabe:
Der Zustandsraum ist £ = {0,1,2,...,8}. Fir 7 gilt 7(0) = 1. Weiter ist

021000000
005300000
0 0000
00 1000
(¢(%,9))ayer= {00 0100
001000040
0050000043
000000010

000000001

= O N

== O IR O NN
o O O
N—= O Nl

Sei E = {1,2,3},
Vi 101
gz, y) =505 md’(@y)= |33 3
1
100 031
Fiir jede Startverteilung = mit m(z) > 0 fiir x € E gilt lim > 7(z)¢"(z,y) = a(y)

X0 2ek

mit a(1) = &, a(2) = 5, a(3) = 5.

Seien Y1, Y5, ... unabhéngig, X; = > Y, und X, = . Dann ist {Xo, X1, X5, ...} eine
j=1
Markov-Kette.

Beweis:
Sei m € N und sei y; = x; — x;_1 fiir © > 1 und yy = xg. Dann ist:

P(Xerl:I|X0:.T0,...,Xm:l'm)
=PXpm=2Xo=vo,Xi=vo+uv. Xo=vo+n+y2.... Xn=0+" "+ Un)
=PYpu=2—(o+y+-+u)Yo=y,Y1 =01, .., Yin = Um)

PYppi=2—(Yo+y1+ - +yn) PYVo=yo) PY1=y1) - P(Yin = Y)
P(Yo=yo)P(Yi =y1) - P(Yin = Ym)

= P(Ym+1 :x_<y0+y1++ym>>
= P(Xyi1 = 2| X = ).
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4) Ehrenfestsches Urnenmodell

N Teilchen befinden sich in den Behéltern 1 und 2.
¢ Teilchen seien in Behélter 1, N — ¢ Teilchen in Behélter 2.
In jeder Zeiteinheit springt ein Teilchen entweder von 1 — 2 oder von 2 — 1.

1/> 2

Abbildung 10.2: Ehrenfestsches Urnenmodell

Die stochastische Matrix wird gegeben durch ¢(i,7 + 1) = %,q(i,i —1) = £+ und

q(i,j) =0 fir j #i £ 1.

10.3 Absorbierende Zustande

Wir kénnen eine Markov-Kette als Bewegung eines Teilchens durch die Zusténde auffassen.
In manchen Markov-Ketten gibt es Zustdnde, die nicht verlassen werden kénnen. Solche
Zustéande heifen absorbierend.

10.3.1 Definition (absorbierender Zustand, absorbierender Rand)

Sei X = { Xy, X1,...} eine stationdre Markov-Kette mit Zustandsraum F.
Ein Zustand x € E heifst absorbierend, wenn gilt ¢(z,z) = 1.
Die Menge A C E aller absorbierender Zusténde heiftt absorbierender Rand von X.

Bei der “Kain und Abel™-Aufgabe ist {7,8} der absorbierende Rand. Der folgende Satz
liefert eine Begriindung fiir die Kain und Abel-Aufgabe.

10.3.2 Satz

Sei X eine stationdre Markov-Kette und A C FE ihr absorbierender Rand. Wir nehmen
an, dass fiir jedes x € E die Wahrscheinlichkeit nach A zu kommen gleich 1 ist.

Sei A= A;UAy und A; N Ay = (). Sei Pya, () die Wahrscheinlichkeit bei Start in = beim
ersten Eintritt in A nach A; zu gelangen. Dann gilt:

(a) Py, (z) =1fiir x € Ay und Py, (x) =0 fiir z € Ay,

(b) Fir o ¢ Aist Pa,(z) = > qlz,2)+ >, >  q(z,z1)q(x1,22) ... q(Tn-1, 2),
z€AL n>2 _zigA fiirl

(c) Es gilt stets Pa, () = > q(x,y)Pa, (y).

yer
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Beweis:
Zu (a): Dies folgt direkt aus der Definition.

Zu (b): Sei x ¢ A. Dann ist

Pa(z) = P(Xo =7, X, € A)) +P<U{X0 — 2, X, ¢ Afiri<n, X, € Al})

n>2
=) ql.2)+ Y P{Xo==X;¢ Afiiri<n X, € A})
z€A; n>2
= Z (x,2) + Z Z q(x,z1) ... q(Tp-1, 2).
zEA n>2 zi,r32,..., Tp— 1¢A
z€Aq

Zu (c): Sei z ¢ A. So gilt

PA1($>:P(X():.I,Xl€A1)+P(X0:J},X1¢A,X2€A1)
+ P(Xo=z,39n >3 mit X,, € A; und X; ¢ A fiir i <n)
=Y alwy)+ D al@yy2)

yeAL y¢A,ze€A;

T Z Z Z q(z,y)q(y, 2) .. q(n1, 2)

n>3 y¢A ngéA

-----

ZEAl
(*)
= gl y)Pa () + > g xy(Z(J(%Z))
yeA ygA z€A1
(S X ). atanes )
y¢A n>3 _2Z¢A7
el
_Z xypfh +Z (xay)P/h(y)
yeA y¢A

(*) Pa,(x) =1 fiir x € Ay und Pa,(z) =0 fiir x € A\ A;.

Bemerkung: Die Gleichung c¢) aus Satz 10.3.2 lautet in Vektorschreibweise Pa, = qPa,.
Dies bedeutet P4, ist rechter Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert 1. Man sagt auch, Py, ist
harmonisch oder P4, erfiillt die Mittelwerteigenschaft.

10.3.3 Berechnung von Ruin-Wahrscheinlichkeiten

Hans und Rudolf spielen ein Spiel. In jeder Runde gewinnt Hans mit der Wahrschein-
lichkeit p und Rudolf gewinnt mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Der Gewinner einer
Runde erhélt von seinem Gegner einen Euro. Es wird so lange gespielt bis einer der Spieler
kein Geld mehr hat. Wie hoch ist die Ruin-Wahrscheinlichkeit P(x) von Hans, wenn Hans
zu Beginn x Euro hat und Hans und Rudolf zusammen b Euro haben?
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Seien x,b € N mit 0 < x < b. Weiter seien X7, Xs,... unabhéngige Zufallsvariablen mit
P(X;=1)=p=1-P(X; = —1) fur alle ¢ und es sei Sy = z und S,, = x + >_ X, fiir

i=1
n > 1. Damit ist Sp, S1, Ss, ... eine Markov-Kette und .S, ist das Kapital, das Hans nach
n Runden besitzt. Wir frage nach der Ruin-Wahrscheinlichkeit:

P(z)=P(Inmit S, =0und 0 < S; <bfiri<n| S =x).

I

Abbildung 10.3: Ruin-Wahrscheinlichkeiten

10.3.4 Satz
Seig=1—-0p
1
Fiirp:§gilt P(z) = —% fir 0 <z <b.
1 (2)"— (&)
Fiirp;éégilt P(z) = p(q)b P fiir 0 <z <.
P

Beweis:

Fall 1: Sei p = 1

Satz 10.3.2 hefert P(x)=1P(z—1)+ 3Pz +1)fir0 <z <b, P0)=1, P(b)=0.
Durch Lésen dieses linearen Gleichungssystems ergibt sich: P(z) =1 — 3

Fall 2: Sei p # %

Satz 10.3.2 liefert: P(x) = pP(x +1)+¢P(x — 1) fir 0<x <b, P(b)=0, P(0)=1.
Dann ist
P(z) =pP(zx+1)+qP(x —1)
pP(x) +qP(z) = pP(x + 1) + qP(z — 1)
Plz+1) = P(z) = L(P(z) — P(z — 1)).

Wiederholtes Anwenden liefert
Pz +1) = P(z) = (1)*(P(1) — P(0)).

Sei r ;= 4,
p
r—1

Aufaddieren liefert P(z) — P(0) = “=L(P(1) — P(0)).
Wegen P(0) =1 gilt P(z) =1+ Z=L(P(1) — 1).

Wegen P(b) =0 gilt P(1) —1=—4=L.

Einsetzen in die vorangegangene Gleichung liefert die Behauptung.
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10.4 Rekurrente und transiente Zustande
10.4.1 Bezeichnungen

Sei f*(x,y) := P(X, =y, X; # y fir 1 <i < n|Xo= ). Dann bezeichnet f"(x,y) die
Wahrscheinlichkeit bei Start in x nach n Schritten erstmals den Zustand y zu erreichen.

f(zr,y) =P(X,=yfireinn>1|Xg=2) = > f"(z,y) ist die Wahrscheinlichkeit bei
n>1
Start in x irgendwann nach y zu gelangen.

¢ (z,y) :== > ¢"(x,y) ist die erwartete Anzahl der Besuche in y bei Start in x, denn:

n=0
XO = 33') .

¢(vy) =Y ¢"(x,y) =Y P(X, = y|Xo =)

=Y BE(lx,—p|Xo=2)=F (Z Lix, =y}

10.4.2 Definition (rekurrenter Zustand)

x € E heilt rekurrent, falls f*(z,x) = 1,
x € E heilt transient, falls f*(x,z) < 1.

10.4.3 Satz

1. x € E ist rekurrent < ¢*(x,z) = oo,

2. z € F ist transient < ¢*(z,z) < o0.

Beweis: Dieser folgt aus nachfolgendem Lemma.

10.4.4 Lemma
Es gilt

a) ¢ (z,y) = f*(x,y) ¢*(y,y) + (z,y),

b) f*<$,ZL‘) — g*(z,w)—1

q*(zz) 7
¢) ¢"(2,2) = 7Fga

Beweis:
n

Fiir alle z,y € F gilt: ¢"(z,y) = >_ fi(x,y)q" (y,y). Denn es gilt mit
i=1
T, = min{m > 1|X,, =y}

q"(z,y) = P(X,, = y|Xo =2)
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=Y P(T, =i|Xo = 2)P(X, = y|T, =i, Xo = x)
— Zfi(m,y)P(Xn =y|X; =v)

=1
=Y i, y)P(Xnsi = y|Xo =)

=1

= i y)d" ().
i=1
Weiter gilt nach Vertauschung der Summation

= an(l’,y) + (5($,y>

i=1

=33 F@y)d (. y) + 0z, y)

n=1 i=1

=3 Filay)a T (yy) + 0@, y)

i=1 n=i

=2 [z quy y) +6(z,y)
= ["(z,y) 'q*(y,y) +6(z,y).

Damit ist a) gezeigt. Fir x = y folgt ¢*(x,z) — f*(z,2)¢*(z,x) = 1.
Auflésen nach ¢*(x, z) liefert ¢*(x, z)(1 — ( )) =1 und damlt ¢ (x,z) =

Auflésen nach f*(z,x) liefert: f*(z,x) =

1
1=f*(z,z)"

10.4.5 Beispiel auf Z (Irrfahrt auf 7 )

Seien Y7,Y5, ... unabhéngige Zufallsvariable mit P(Y; = 1) = p, P(Y; = —1) = ¢ fiir alle
1. Weiter sei Xo=0und X,, =Y, +Yo+---+Y, fiirn>1.
Behauptung: Fiir p=¢q = % ist 0 rekurrent, fiir p # ¢ ist 0 transient.

Beweis:

Wende Satz 10.4.3 an! Sei n € N. Nach 2n + 1 Schritten liegt ein ungerader Zustand vor,
also kann Xy, 1 nicht 0 sein und damit gilt: ¢***1(0,0) = 0. Fillt in 2n Experimenten
insgesamt n-mal die 1 und n-mal die —1, so ist X5, = 0 und es gilt: ¢**(0,0) = (2:) p"q".
Fiir groke n konnen wir die Stirling’schen Formel anwenden:

1 2n 1
2(0,0) ~ ——(4pq)" , d ~ —=2""
0.0 ~ i) da ()~

Fall 1: p #q = (4pg) < 1= 3>,.,¢(0,0) = Z 7= (4pg)" (1 + o(1)) < oo = 0% ist

transient.
Fall 2: p=¢=1= (4pq) =1
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- q2n(070) ~ \/L?n

=3 2" (0, 0) ~ % = 00 = ,,0“ ist rekurrent.

™

10.4.6 Definition (irreduzibel)

Die stochastische Matrix ¢ heifst irreduzibel, falls fiir alle z,y € E ein m € N existiert mit
q"(z,y) > 0.

10.4.7 Satz

Sei q irreduzibel. Dann gilt: Existiert ein z € E, das rekurrent ist, so sind alle x € FE
rekurrent.

Beweis:
Sei x € E beliebig. Dann existieren k,! € N mit ¢*(x, 2) > 0 und ¢'(z,z) > 0.
Dann ist

q"(w,7) > ¢"(x,2)4" (2, 2)q' (2, ),
falls n = k +m + [ ist. Es folgt

¢ (z,z) = Zq”(m, r) = ¢*(z,2) Z q"(2,2)¢' (2, 7).

n>0 m>0
Da die rechte Seite nach Voraussetzung gleich unendlich ist, ist auch ¢*(z,z) = oo und
damit f*(z,z) = 1.
10.5 Stationire Verteilungen
10.5.1 Definition (stationire Verteilung)
Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 auf E heifit stationér beziiglich ¢, falls fiir alle y € £
gilt:

> w(@)g(x,y) = 7 (y).

In Vektorschreibweise: 77q = 77, d. h. 7 ist linker Eigenvektor von ¢ mit Eigenwert 1.

10.5.2 Bemerkung

Beweis: Es gilt

P(Xn:y):ZP(Xn:y|X0:x)7T(m)
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— Zw(m)q"(x,y)
=Y @)Y al@,2)d" (z,y)

10.5.3 Beispiel (Ehrenfestsches Urnenmodell)

Behauptung:
(i) = (]j) 27N ist stationiire Verteilung des Ehrenfestschen Urnenmodells.
Beweis:

Zu zeigen: > w(i)q(i,j) = 7(j).

i

Z m(i)q(i, j)

= (]:[) 27Vq(4,5)

i

-1 N j+1 N
_{ NI N—(j—1)+ N! j+1 5N
LGN = (G =) N G+DN -G+ N
_{ (N-1)! . (N—1) N—y} .

G-—DN=)tj JMN—-j—1)! N—j

(N =D+ (N = DI )

27]\/'
JUN =)

Es gibt noch einen einfacheren Weg die Stationaritdt von 7 zu zeigen. Man verwendet
dazu das folgende Lemma.
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10.5.4 Lemma

Gilt fiir alle z,y € E w(x)q(z,y) = 7(y)q(y, z), so ist 7 stationér.

Beweis:

Bemerkung: Fiir das Ehrenfestsche Urnenmodell lautet die in 10.5.4 vorausgesetzte

Gleichung (]j )% = (zfl)% Es ist offensichtlich, daf diese gilt.

Der folgende Satz liefert die Existenz einer stationédren Verteilung.

10.5.5 Satz

Sei q irreduzibel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Es existiert ein z € E mit E(7,| X, = 2) < oo,

b) Fiir alle z,y € E gilt E(T,| X, =) < oo,

c) Es existiert eine stationdre Wahrscheinlichkeitsfunktion = beziiglich g.

Bemerkung: Bedingung (a) ist stirker als Rekurrenz, denn es gibt Markov-Ketten mit

einem rekurrenten Zustand z fiir den E(7,|Xo = z) = oo gilt. Siehe z.B. die Irrfahrt von
oben.

Beweisskizze: Zeige (a) = (c) Setze: P,(-) = P(:|X¢ = z). Dann ist P, das Wahrschein-
lichkeitsmaf bei Start in z.
Sei H(x) := > P.(X,, =x,T, > n). Dann gilt H(z) = 1 und weiter

n=1

Y H(z)=> ) P(X,=2T. >n)

zel n=1zekE
=Y P.(I.>n)=E.T.
n=1
Wir behaupten (+): H(y) = > H(z)q(z,y).
ek

Setzt man nun w(x) = gz(;z, so ist m(y) = > 7w(z)g¢(x,y) und Y 7w(y) = 1, d.h. 7 ist

stationdre Verteilung.
Zeige Behauptung (+):
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n=1
=P(Xi=y)+ ) P(X, =y X; #2fir 1< j<n-1)

n>2

:q(z,y)+z Z P(Xyq=2X,=y,X;#zfir1<j<n-1)

n>2 zeE\{z}

=q(z,y) + Z ZPZ(Xn_lzx,Xn:y,Xj;«ézﬁir 1<j<n-1)

z€E\{z} n>2

=q(z,y) + Z ZPZ(Xn_lzx,Xj;ézfiir 1<j<n-1)-P(X,=y|X,1=12)

z€E\{z} n>2

=q(z.y)+ > D PAXi=2,X;# 2 fiir 1 <j<1)- P(X, = y| X =)

z€E\{z} I>1

ZQ(Zay)+ Z H(£)Q(£7y)

z€E\{z}

= > H(x)q(z,y).

10.5.6 Korollar

Es gilt
H(x)
m(x) = BT
und insbesondere
() = =
TR
wobei -
H(z) =Y P.X, ==z, T.>n) ist fiir z € E.
n=1

Bemerkung: Beim Ehrenfestschen Urnenmodell sei (i) = min{n > 0 | X, = ¢}. Dann
ist nach dem Korollar: Ego(0) = 2%* und Eo(k) = (2:)71 22F wobei k = N/2 ist. Setzt
man N = 6 - 10%® und ist ein Zeitschritt 1 Sekunde lang, so ist Eyo(k) = 10'* Sekunden,
aber Eyo(0) 22 10519 Sekunden.

10.6 Konvergenz gegen die stationiare Verteilung

10.6.1 Definition (Periode, aperiodisch)

Sei ¢ eine irreduzible stochastische Matrix. Weiter sei N(x,y) := {n € N|¢"(z,y) > 0}.
Wir definieren die Periode von = € E durch d(z) = ggT'(N(z,x)), wobei g¢gT(B) =

sup{k € N|B C k-N} der grofste gemeinsame Teiler der Menge B ist. ¢ heifit aperiodisch,
falls d(x) = 1 ist fiir alle x € E. ¢ hat Periode k, falls d(z) = k ist fiir alle z € E.
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10.6.2 Beispiel

Fiir die stochastische Matrix beim Ehrenfestschen Urnenmodell gilt d = 2.

10.6.3 Satz

Sei ¢ irreduzibel und aperiodisch mit stationérer Verteilung 7. Dann gilt fiir alle z € £

lim " |g"(2,y) — n(x)| = 0.
yerR
Sei q irreduzibel mit Periode k& und mit stationérer Verteilung 7, so gilt

lim »  |¢" (2,y) — n(x)| = 0.

yerR

Beweis: Zum Beweis siehe Diimbgen, S. 129.

10.6.4 Satz

Sei q irreduzibel und aperiodisch mit stationédrer Verteilung 7. Sei f : E — R, so daf

> |f(z)|m(z) < oo ist. Dann gilt fiir jede Startverteilung p mit P,-Wahrscheinlichkeit 1:
ek

i~ f(o) = 3 f(@)m().
k=1

N—oo [V
zelk

Bemerkung: Dies ist ein grundlegender Satz fiir Markov-Ketten, der dem Gesetz der
Grofsen Zahlen fiir unabhéngige Beobachtungen entspricht. Es ist ein Basisresultat fiir die
Simulation bei Markov-Ketten, der sogenannten MCMC-Methode.

10.6.5 Bemerkungen zum Ehrenfestschen Urnenmodell

Dieses Modell wurde entwickelt, um eine Streitfrage in der statistischen Physik zu kla-
ren. Boltzmann behauptete, ein grofes Teilchensystem tendiere sehr schnell zu seinem
Gleichgewicht, Zermelo entgegnete, auch dann miifften aus physikalischen Griinden sehr
unwahrscheinliche Zustédnde angenommen werden konnen. Dies erschien paradox. Das
Ehrenfestsche Modell gestattet die Details zu berechnen.

Sei N = 2k. Sei 7(k) = inf{n > 0 | X,, = k}. Dann gilt:

a) Eo(t(k)) =klnk+k+ O(1)
b) E(7(0)) = 5:2%*(1 4 o(3)) fiir k — oo.



