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1 Einfiihrung

1.1 Was ist Stochastik?

Stochastik ist der Oberbegriftf von Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematischer Sta-
tistik. In der Stochastik werden mathematische Modelle von Zufallserscheinungen konstru-
iert, deren Gesetzméfigkeiten studiert und ihre Anwendbarkeit auf reale Daten untersucht
wird. Die Modelle basieren auf Zufallsbegriffen, wie z.B. dem der ,Wahrscheinlichkeit®. Die-
se werden durch mathematische Axiome beschrieben. Die Axiome erkldren jedoch nicht
das Wesen des Zufalls. Dieses ist bis heute, trotz diverser mathematischer Anséitze durch
von Miser und Kolmogorov, noch weitgehend ungeklart.

1.2 Stochastische Tatigkeiten im Alltag

1. Raten

2. Entscheiden

3. Schitzen

4. Vergleichen / Testen
5. Vorhersagen

6. Versichern

7. Kontrollieren

8. Messen

1.-3. kennt man schon aus dem Kindesalter. Alle acht Typen von Tétigkeiten haben zum
Ziel den Zufall unter Kontrolle zu bringen.

1.2.1 Beispiele

Raten

a) In welcher Hand ist der Gegenstand?
b) Welche Antwort ist richtig bei Unwissenheit, z. B. bei “Wer wird Million&r’™?

c) Wer wird der néchste US-Président?
Entscheiden

a) Das Spiel: Stein—-Schere—Papier

b) Wann und wo lege ich mein Geld an?
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¢) Zu welchem Arzt gehe ich?

d) Wenn ich im Zentrum einer Stadt parken will, ab welcher Entfernung lohnt es sich den
néchsten freien Parkplatz zu nehmen?

Schéatzen

a) Wieviel Sprit ist noch im Tank?

b) Wie hoch ist das Steueraufkommen in der BRD in Jahr 20077
c) Wie héufig ist eine Krankheit in der Bevolkerung (Inzidenzrate)?
Vergleichen / Testen

a) drztl. Untersuchung auf Krankheit

b) Vergleich von arztlichen Behandlungen

¢) Entwicklung von Medikamenten

Vorhersagen

a) Tippen: Toto, Lotto, Einzelspiele

b) Dollarkurs an Weihnachten

¢) Das Wetter morgen in Freiburg

Versichern

Auto/ Haus/ Leben

Kontrollieren

a) Kontrollieren des Blutdrucks

b) Fehlerkontrolle in der Produktion eines industriellen Teils
¢) Flugsicherung

Messen von physikalischen Grofen in Experimenten wie Masse, Lange, Temperatur, Ge-
schwindigkeit, Energie, Impuls

a) Die Kombination der Ergebnisse geschieht in der Regel mit der mit der sogenannten
Fehlerausgleichsrechnung.

b) Will man sehr genau messen, kann man in Konflikt mit der Unschérferelation von
Heisenberg geraten. Diese gibt eine untere Schranke fiir die Mafgenauigkeit zweier zu-
einander konjugierter physikalischer Grofen, wie z.B. Ort und Impuls eines Teilchens.
Die von Heisenberg, Schrodiger u.a. entwickelte Theorie ist stochastischer Natur. Aus
heutiger Sicht funktioniert sie in der Praxis sehr gut, ist aber von ihren Grundlagen
her noch immer unvollstéandig. Es scheint heute aber ziemlich klar, daff Einstein mit
seinem Spruch: “Gott wiirfelt nicht” nur dann recht hat, wenn es Gott tatsidchlich nicht
gibt.
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1.3 Bemerkungen zu Gewinnchancen und Gewinnquoten bei Casino-
Spielen und anderen Wetten

Wir betrachen ein Zufallsexperiment mit zwei Ausgéngen £ und NFE und nehmen an,
dak Ws(E) = p und Ws(NE) = 1 — p ist. Was ist eine faire Gewinnquote G bei einer
Wette auf Eintreten von E bei einem Einsatz von einer Geldeinheit? Die Antwort lautet

1—
G=-—"
p
oder anschaulicher ausgedriickt
1 P
G 1-p

Dies heifst Einsatz und Gewinn stehen im selben Verhéltnis zueinander wie die zugehorigen
Wahrscheinlichkeiten. Betrachten wir z.B. die Wette auf eine bestimmte Zahl, z.B. 13 bei
einem Roulette mit 37 moglichen Ausgéngen, d.h. mit nur einer 0. Das Casino bietet dafiir
iiblicherweise als Gewinnquoten 35 zu 1. Fair wére aber 36 zu 1. Der Abschlag von % ist
die Gewinnmarge des Casinos (im Englischen house percentage). Allgemein 14t sich die

Gewinnmarge pro Geldeinheit Einsatz als
1—-Ws(E)(G+1)

angeben. Dabei ist (G + 1) die Zahlung des Casinos, wenn das Ereignis F eintritt. Das
Casino zahlt Gewinn plus Einsatz aus.

Ahnlich ist es auch bei Fukballwetten wie jenen von ODDSET oder bwin. Bei diesen Wet-
ten sind die Erfolgswahrscheinlichkeiten im Vorhinein aber nicht exakt bekannt, sondern
werden durch den Wettanbieter meist aus Vergangenheitswerten geschéatzt. Entsprechend
hoher sind auch deren Gewinnmargen (oder besser Sicherheitsspannen). Betrachten wir
eine ODDSET-Wette aus dem Jahr 2004 fiir das 2. Ligaspiel T'SV 1860 gegen KSC. Die
Quoten lauteten:

bei Heimsieg(1) : 1,6

bei Unentschieden (0) : 3

bei Niederlage (2) : 4.

Dies sind im Grunde drei Wetten auf drei Ereignisse, die eng miteinander verbunden sind.
Die Auszahlung ist z.B. bei Unentschieden 3, d.h. der ausgezahlte Gewinn ist 2. Bei diesen
Wetten ist der Einsatz in den Quoten enthalten. Aus den Quoten, nennen wir sie @); fiir
1 =0,1,2, 14t sich auf die zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeiten schliefien.

Sei p; = é Dann ist
1=Qi pi=(Gi+1)ps
oder anders geschrieben
L —p; ~ G,
i
Das heifst, legt man eine faire Wette zugrunde, so erhélt man aus @; (bzw. G;) die von

den Wettanbietern zugrundegelegten Wahrscheinlichkeiten p;. Dies gilt fiir alle ¢ = 0, 1, 2.
Nun gilt aber in unserem Beispiel

10 1 1

Po= 5, P2=

ST 3
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und damit

+p1 + —5—8>1
Po T+ P1 p2_48 .

Offensichtlich ist die Wette nicht fair. Da die Wahrscheinlichkeiten insgesamt zu grof$ sind,
sind die Quoten zu niedrig.

Fair wire z.B. 2,4 anstelle von 1,6 fiir @;. Denn dann wire p; = 55 = 2% und damit

24 — 48
po+pi+p=1

Die Quoten sind offensichtlich so gestellt, daf eine betréchtliche Sicherheitsspanne (oder
auch Gewinnmarge) zugunsten des Wettanbieters vorhanden ist. Wie groft ist diese Si-
cherheitsspanne?

Wir normieren die aus den Quoten bestimmten p; so, daft sie zu Wahrscheinlichkeiten
werden.

Selen

i = 2 firi=0,1,2.

> Di
=0
Die erwarteten Auszahlungen unter diesen Wahrscheinlichkeiten sind

_ Qi 1
ijj ijj

A; <1 fiiri=0,1,2.

Die Sicherheitsspanne ist fiir alle ¢ dieselbe und sie betragt 1 — Z];pj.
J

Fiir das oben betrachtete Beispiel ist sie 1 — % = % = 0,172, das heifst 17,2 % behalt der
Wettanbieter in seiner Vorausschau im Mittel ein. Da die tatsdchlichen Wahrscheinlich-
keiten nicht exakt bekannt sind, ist es eine sinnvolle Vorsichtsmaftnahme eine geniigend
grofe Sicherheitsspanne zu wéahlen.

Betrachten wir nun ein Szenario, das von den Erwartungen des Wettanbieters abweicht.
Was ist die Gewinnerwartung iiber alle drei Wetten im obigen Beispiel, wenn tatséchlich
die p; = % sind? Angenommen fiir alle drei Wetten geht gleich viel Geld ein, sagen wir
jeweils eine Geldeinheit. Angenommen (1) tritt ein, so muf der Wettanbieter 1,6 zahlen
bei einer Einnahme von 3, d.h. er macht 1,4 Einheiten Gewinn, bei (0) zahlt er 3 und
nimmt 3 ein, bei (2) zahlt er 4 und nimmt 3 ein. Er verliert also 1. Folglich hat er
$-1,4—3-1=0,133 als erwarteten Gewinn, dies sind immer noch 4,4% aller dieses Spiel

betreffenden Umsétze.
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1.4 Geschichtliches

e Astragalus (1,3,4,6) 2000-3000 v. Chr. (Art Vorform des Wiirfels)

e Wiirfel (von den Agyptern eingefiihrt) 1500 v. Chr.

1.4.1 Geschichte der Wahrscheinlichkeitstheorie

1494 Pacioli: 1. Aufgabensammlung;:
2 Spieler A & B spielen ,balla“.
Wer zuerst 6 Spiele gewinnt, bekommt den Einsatz. Beim Stand von 5:3 zugunsten
von A wird das Spiel unterbrochen. Wie ist der Einsatz fair zu verteilen, wenn man
davon ausgeht, daft beide Spieler gleich geschickt sind?
Erst 1656 gab Pascal die richtige Antwort.

1550 Cardano: Liber de Ludo Alea
erstmals die Formeln P(AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B)
A, B unabhéngig = P(AN B) = P(A) - P(B)

1650 Briefwechsel zwischen Fermat und Pascal

1656 Huygens: De Rationiciis in Alea Ludo
14. Problem aus dem Buch:
Wenn ein anderer und ich abwechselnd 2 Wiirfel werfen, gewinne ich wenn ich zuerst
7 Punkte geworfen habe. Und er gewinnt, wenn er zuerst 6 Punkte geworfen hat.
Was ist das Chancenverhéltnis, wenn ich ihn anfangen lasse? (Antwort 2t)

1713 Bernoulli: Ars Conjectandi (erstmals Gesetz der grofsen Zahlen)

1733 De Moivre: Doctrine of Chance (erstmals zentraler Grenzwertsatz aber ohne Kennt-
nis der Grenzverteilung)

1808 Adrain und

1809 C. F. Gauss entdecken die Normalverteilung

1812 Laplace: Théorie Analytique de Probabilités

1890 Tchebychev, Markov: Ungleichungen etc.

1900 Hilberts 6. Problem: Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung
1914 Borel: Le hasard,

,Weniger als eine Million Leute leben in Paris. Téglich berichten mir
die Zeitungen iiber die merkwiirdigen Ereignisse und Unfille, die einigen
von ihnen zustofen. Unser Leben wére unméglich, wenn wir uns um all
die Ereignisse sorgen wiirden, {iber die wir lesen. So kann man sagen, von
einem prakitischen Standpunkt aus konnen wir alle Eregnisse ignorieren,
die eine Wahrscheinlichkeit kleiner als 1/1 000 000 haben.*

1933 Kolmogorov: Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitsrechnung.



6 1 EINFUHRUNG

1.4.2 Geschichte der Statistik (,,Wissenschaft des Staates®)

1 v. Chr. Augustus veranlasst Volkszidhlung
1538 Heinrich VIII veranlasst Volkszahlung wegen Pest (Bill of Mortality)

1661 John Graunt: ,Natural and Political Observations upon the Bill of Mortality*
Er schitzt die Grofe der Bevolkerung von London auf 380.160.

1693 Halley: Sterbetafeln von Breslau

1800 Gauss und Legendre entdeckten die statistische Ausgleichsrechnung
1880 Lexis: Epidemiologie

1923 R. Fischer: Grundlegende Methoden der Statistik

1933 Neyman-Peason: Testtheorie

1948 A. Wald: Entscheidungstheorie



2 Wahrscheinlichkeiten bekannter Zufallsmechanismen

2.1 Elementare Mengenlehre und Sprechweisen
2.1.1 Elementare Mengenlehre

Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:

Q : Grundmenge (Menge aller moglichen Ereignisse)
0 : leere Menge

€ : enthalten sein

¢ : nicht enthalten sein

A : Komplement von A (in 2)

P(2) : Potenzmenge von €2

2.1.2 Sprechweisen

A C Q heilt ,Ereignis®

Q heifst ,sicheres Ereignis”

() heifit ,unmogliches Ereignis®

A€ heiflt . Komplementérereignis von A*

AU B heift ,A oder B tritt ein“ (kein ausschliefendes oder)
AN B heilst ,A und B treten ein“

#A heiftt ;Anzahl der Elemente von A*

2.2 Beispiele mit dem Wiirfel

2.2.1 Beispiel 1: Der faire Wiirfel

Die Grundmenge (Menge aller méglichen Ereignisse) ist 2 = {1, ...

Ws(Ergebnis ist i) = % (i =1,...,6)

; _ #A _ #A
Ist A CQ,s0ist Ws(A4) =I5 = &~
Hier sind einige Aussagen:

a) Ergebnis ist , 1 oder ,2°

Ergebnis ist ungerade

)
b) Ergebnis ist gerade
c)

)

d) Ergebnis ist gerade und kleiner als ,4%.

Die zu diesen Aussagen gehorenden Wahrscheinlichkeiten sind:

a) {1,2} = Ws({1,2}) =2 =

1
3

6}
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b) {2,4,6} = Ws({2,4,6}) =
c) {1,3,5} = Ws({1,3,5}) = 1

d) {2} ={2,4,6} N{1,2,3} = Ws({2}) = }

2.2.2 Beispiel 2: Zwei Wiirfe

Betrachtet man zwei Wiirfe, so ist die Grundmenge Q? gleich der Menge aller geordneten
Paare mit Eintragen aus {1,...,6}: Q% = {(4,7)|]1 <4,7 <6} = {(1,1),(1,2),...,(6,5),(6,6)}.

Fiir die Wahrscheinlichkeit Ws({(,7)}) das Paar (i, 7) zu wirfeln gilt:
Ws({(i.4)}) = 72 = 3
Fiir A C Q2 ist Ws(A) = 28 = #£4.

1. Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe zweier Wiirfe gleich £ ist?
Sei Ay, := {Summe beider Wiirfe ist gleich k} = {(4, ) € Q*i + j = k}.

wag = HOED21} 2 _ L

Ws(Ay) = #{(1,3),(32(;2),(3,1)} :%:%

Ws(As) = #{(1,4),(2,?;))6;(3,2),(4,1)} _ % :%

Ws(Ag) = #{(1,5),(2,4),(§é3),(4, 2),(5,1)} _ %

Ws(As) = #{(1,6)7(2,5),(3,12)6(4,3),(572)7<671)} ) % :%
Ws(As) = #{(2,6)=(3,5),(51(;4),(5,3),(6,2)} _ %

Ws(Ag) = #{(3,6),(4,53)(;(5,4),(6,3)} _ % :%

WAy - 20 0:5.6) 3 _ 1

WAy - OO0 21

Ws(Ay) = @ _ %

2. Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Summe zweier Wiirfe kleiner gleich 10



2.2 Beispiele mit dem Wiirtel

ist?

Ws(Summe < 10) = 1 — Ws(Summe > 10)
= 1— (Ws(Summe = 11) + Ws(Summe = 12))
2 1 33 11

36 36 36 12

2.2.3 Einschub: Produktmengen

Produkt von zwei Mengen

Seien A und B Mengen. Die Produktmenge von A und B ist definiert durch:
Ax B:={(a,b)la € Aund b € B}.

Fiir die Méchtigkeit der Produktmenge gilt: #(A x B) = #A - #B.

Produkt von endlich vielen Mengen
Seien Aq,..., A, Mengen.
Man definiert: A; x ... x A, :={(a1,...,a,)|a; € Aj;i=1,...,n}.

i=1

2.2.4 Beispiel 3: n Wiirfe eines Wiirfels

Bei n Wiirfen ist die Grundmenge:

"=0x...xQ2={(a,...,a,)|1 <a; <6,i=1,...,n}.
1
Fir A C Q" ist Ws(A) = ﬁﬁ

. . _ Anzahl der giinstigen Falle
Oder in Worten: Ws(A) = £1700 rdglichen Falle"

Das folgende Beispiel zeigt, dak diese Formel nicht immer gilt.

2.2.5 Beispiel 4: Ein 2-Stufen-Experiment

1. Stufe: Ein Wiirfel wird einmal geworfen mit Ereignis .z

2. Stufe: Es wird i-mal gewiirfelt und jedes Ereignis festgehalten.

Was ist die Wahrscheinlichkeit, daf die Summe der Wiirfe der 2. Stufe < 6 ist?

Der Grundraum ist:
6

Q=U{i} x Q) mit Q" ={(ar,...,a)[1 <a; <6,5=1,...,i}.
i=1

Das Ereignis A ist gegeben durch:
6 i
A = {Summe <6} = J({i} x 4;) mit A; = {(a1,...,a;)]1 <a; <6, a; <6}

i=1 j=1
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Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die Summe der Wiirfe der 2. Stufe < 6 ist:
6

6 6 6
Ws(A) = Ws(L_Jl({z} x A;)) = ;Ws({z} x A;) = ;Ws({z}) Ws(A;) = ¢ Z:l Ws(A;).
Bestimme die A; und ihre Méchtigkeiten:

Ay =1{1,..,6}

Ay = {(1,1),(1,2), .., (1,5),(2,1), ..., (2,4),...,(5,1)}

Ay ={(1,1,1),...,(4,1,1)}
#A, =6

44, = 15

H#As = 20

#A, = 15

#A5 =

$Ag =1

Somit ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit
Ws(Summme < 6) = $(1+ 2+ 35+ 22 + & + ) = 0,254,

2.3 Etwas anderere Wiirfel

Schere-Stein-Papier:

Zwei Spieler treten gegeneinander an. Auf ein Kommando formen beide ihre Hand entwe-
der zu ,Schere”, zu ,Stein oder zu ,Papier”. Es gilt: Stein>Schere>Papier>Stein.

Das bedeutet: Stein gewinnt gegen Schere, Schere gewinnt gegen Papier und Papier ge-
winnt gegen Stein.

Efron-Wiirfel:

Eine Variante zu Schere-Stein-Papier ist die zufillige Auswahl von je 2 Efron-Wiirfeln.
Das sind drei unterschiedliche Wiirfel A, B, C, auf denen die folgenden Zahlen stehen:
A« (1,6,8), B+« (2,4,9), C < (3,5,7).

Die Wahrscheinlichkeiten, dafs mit einem Wiirfel eine hohere Zahl gewiirfelt wird als mit
einem anderen, betragen:

Ws(A>B)=35, Ws(B>C)=3, Ws(C>A) =43,

9 b
denn

Ws(A< B)=Ws({A

Damit ist kein Wiirfel besser als die beiden anderen.
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2.4 Das Miinzwurfmodell
2.4.1 Die p-Miinze

Die moglichen Ergebnisse bei einem Miinzwurf sind ,,Zahl“ und ,Wappen“ bzw. , 1 und
,0“. Die Grungmenge ist also 2 = {0, 1}. Die Wahrscheinlichkeit fiir Zahl ist Ws(1) = p,
die Wahrscheinlichkeit fiir Wappen ist Ws(0) = 1 — p (Modell einer p-Miinze).

Ist p = %, so sprechen wir vom fairen Miinzwurf.

Warum ist die Annahme p # 1 sinnvoll?
Drei Beispiele dazu:

a) Wiirfel
1, falls Ergebnis beim Wiirfel = 6: Ws(1) =
0, falls Ergebnis beim Wiirfel # 6: Ws(0) =
In diesem Fall ist p = %.

I

U=

b) Wahlumfrage
1, falls Ja zur CDU: Ws(1) = 0,46,
0, falls Nein zur CDU: W s(0) = 0, 54.
In diesem Fall ist p = 0, 46.

c) Roulette
1, falls Ergebnis ,Rot*: Ws(1) = 2
0, falls Ergebnis ,nicht Rot* (also ,Schwarz oder Zéro*):  Ws(0) = £2.

37
In diesem Fall ist p = %.

Wie einen Wiirfel kann man auch eine p-Miinze mehrfach werfen:

2.4.2 Zwei Wiirfe

Hier ist die Grundmenge Q% = {(1,1), (1,0), (0, 1), (0,0)}.

Ws((1,1)) =p? Ws((1,0)) = p(1 - p),

Ws((0,1)) = (1 —p)p, Ws((0,0)) = (1—p)*.

Die Wahrscheinlichkeit in zwei Wiirfen genau eine 1 zu werfen ist:

W s(in zwei Wiirfen genau eine 1) = Ws((1,0)) + Ws((0,1)) = 2p(1 — p).

2.4.3 n Miunzwirfe

Beispiel n =5

Ws({(1,1,0,0,1)}) = Ws()Ws()Ws(0)Ws(0)Ws(1) = p*(1 — p)*

Allgemein: Die Grundmenge ist Q" = {(ey,...,e,)|e; € {0,1},i=1,...,n}.

Sei (au, . . ., ) eine gegebene 0-1-Folge der Lange n. Dann gilt fiir die Wahrscheinlichkeit,
daf mit n Wiirfen genau die Folge (ay, ..., a,) geworfen wird:

> . 2
Ws((ag,...,ap)) =p= (1—p) = =p"(1—p)"Fmithk=> a,
i=1
k= Anzahl der ,1“ in der Folge (a4, ..., ay,).
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2.4.4 Binomialverteilung

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit p; mit einer p-Miinze in n Wiirfen £ Einsen zu
werfen?

P =Ws({(er- en) € QD e = K))

_ Z Ws((al,...,an))

(Z) heifst Binomialkoeffizient und beschreibt die Anzahl der k-elementigen Teilmengen
einer n-elementigen Menge. Aus der Analysisvorlesung istbekannt daf (Z) = #lk), mit

n!'=n(n—1)(n—2)...1. (Binomische Formel (a +b)" = > (})a*d"*,n € N,a,b € R)

Aufgrund der Binomischen Formel gilt > pp = 1.
k



13

3 Grundbegriffe

3.1 Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
3.1.1 Definition (Diskreter Wahrscheinlichkeitsraum)

Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum (€2, P) besteht aus einer hochstens abzéhlbaren
Menge € und einer Abbildung P : P(§2) — [0, 1] mit den folgenden Eigenschaften:

a) P(Q) =1

b) P(Ej A;) = io: P(A;) fiir jede Folge A; (A; € Q,i=1,2,...) mit A;NA; =0 fiiri # j.
i=1 i=1

Bemerkung
Die Abbildung P : P(2) — [0, 1] heift diskretes Wahrscheinlichkeitsmaf.  heifst Grund-
raum. P(A) heikt Wahrscheinlichkeit von A. P(€2) bezeichnet die Potenzmenge von Q.

3.1.2 Definition (Wahrscheinlichkeitsfunktion)

Sei €2 eine nichtleere hichstens abzéhlbar Menge. Eine Abbildung p : 2 — [0, 1] heift
Wahrscheinlichkeitsfunktion, falls >~ p(w) = 1.

weN

3.1.3 Satz 1 (Zusammenhang zwischen Ws-Mafi und Ws-Funktion)

1. Sei p eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf 2 und A C (2.
Durch P(A) := > p(w) wird ein Ws-Mafs definiert.

weA

2. Sei P ein Ws-Mak.
Durch p: 2 — [0, 1], p(w) := P({w}) wird eine Wahrscheinlichkeitsfunktion erklért.

Der Satz besagt: Wahrscheinlichkeitsmaft und Wahrscheinlichkeitsfunktion stehen in ein-
eindeutiger Beziehung zueinander.

Beweis:

Zu (1): Es sind die Eigenschaften des Wahrscheinlichkeitsmafes nachzuweisen.
Definition

a) P(Q) = > plw) =" 1.

weN
b) Seien A; C Q, i > 1 disjunkt. Dann ist:

Reihenumordnungssatz

PUA)= ¥ plw) 2 X T p)= X PA)

welJA; i=1 weA;

Zu (2): Es ist die Eigenschaft der Wahrscheinlichkeitsfunktion nachzupriifen.

2 pw) = > P{w}) = P(U {w}) = P(Q) = L.

we weN weN
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3.1.4 Beispiele

—_

. Wiirfel: Q = {1,2,...,6}, p(w) = ¢.

1

2. Fairer Miinzenwurf: Q" = {w = (wy,...,wy)|w; € {0,1},i =1,...,n}, p(w) = 5.

3. Gleichverteilung: Q) endlich, p(w) = ﬁ

4. Binomialverteilung: Q = {0,1,... ,n}und 0 <p < 1,
plw) = (L) (1 —p)"=.
5. Poisson-Verteilung: Q@ = {0,1,2,...} = NU{0},A > 0.
plw) = ’u\)—fe*’\, S pw) =1, dennd_ p(w) = e % —e et = 1.
weld w

w=0
6. Empirische Verteilung beim Wiirfel: Q = {1,...,6}.
Ein Wiirfel werde n-mal geworfen. n,, sei die Anzahl der Wiirfe mit Ergebnis w.

6 6
Dannist ) n, =n. pw)=", > p(w)=1, pselbstist hierbei zufillig.
w=1

w=1

3.1.5 Folgerungen aus der Definition:

(6) P(A) < P(B) falls A C B,

(7) P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B),

(8) P(AjU...UA,) = S (=D)FIP(AL NN A
k=1 {i1,...,ix }EPg

Dabei ist Py die Menge aller k-elementigen Teilmengen der Menge {1, ..., n}.

(9) Sei A, CQ,A, CAyyq firn>1und A = Ej A;. Dann gilt P(A) = lim P(A,).

n—oo

(10) Sei A, C Q, A, DAy firn>1und A= ﬁ A,. Dann gilt P(A) = lim P(A,).
n=1
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Beweis:
Zu (1): P(0) = P(Unen®) = X, P(0). Da P(0) € [0,1], folgt P(0) = 0.
Zu (2): Seien Ay, ..., A, C Q disjunkt. Setze A; = ) fiir i > n. Dann ist:

n 0o Definition n o n .,
P(‘L:Jl A) = P(Q1 A) = ; P(4;) = ; P(4) + ‘:z+ 1 P(Q))"/:\; P(4).
Zu (4): (4) ist ein Spezialfall von (3). Setze in (3) A; = 0 fiir i > n. Dann ist:
®3)
PO A) = P(U 4)+ PO = P 4)+ PO 4) = P(0 4) X P(a)
=X P+ > P((Z))":\Z;1 P(A;).

Zu (5): P(A)+P(A°) = P(AUA®) = P(Q) = 1. Subtraktion von P(A) auf beiden Seiten
ergibt die Behauptung P(A°) =1 — P(A).

Zu (6): Sei A C B. Dann ist B = AU (A°N B), A und A° N B sind disjunkt. Also gilt
nach (2): P(B) = P(A) + P(A°N B) > P(A).

Zu (7): Fir A und B gilt: B = (AN B)U (A°N B) und die Mengen AN B und A°N B
sind disjunkt. Also ist P(B) = P(AN B) + P(A°N B) und damit:
(x) P(A°N B) = P(B) — P(AN B).

Abbildung 1: AN B

(
Daraus folgt: P(AU B) = P(A) + P(A°N B) = P(A) + P(B) — P(AN B).

=

Etwas allgemeiner:

P(ANBNC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).
Zu (8) :
Wir schreiben die Aussage wie folgt um:
P( Uay= Y (-1)'1\—113(,4])
i=1 Ic{1,..,n}

Dabei ist A; :=[),c; A; und I bezeichnet eine nichtleere Teilmenge von {1,...,n}.
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Zeige die rechte Seite ist gleich der linken. Sei J,, = {i | w € A;}. Dann gilt w € A; genau
dann, wenn I C J,. Die rechts Seite ist folglich gleich

S I (Y pw) = > ) Y (=),

Ic{1,..,n} weEA] welJi; A ICTw

Sei nun |J,| =75 > 1.

Dann gilt

ICJw i=1
J ' ]
= 1= 3 ()
=1

Der 2. Term ist gleich null wegen der binomischen Formel.
Einsetzen liefert die Behauptung.

Zu (9): A ist die abzéhlbare Vereinigung der disjunkten Mengen By := Ay, By := Ay\ Ay,
B := A3\ Ay, ..., und A, ist die endliche disjunkte Vereinigung der Mengen By, ..., B,.

Definition (2)

Alsogilt: P(A) = P(U B:) 7=> Y. P(B;) = lim Y P(B;)"="lim P(J B;) = lim P(A4,).
i=1 i=1 N0 =1 n/oo =1 n—oo
Zu (10): Mit A, D A4 fiirn = 1,2,3,... und A = () A; gilt auch A% C Af,, fiir

=1
n=1,2,3,... und A° = |J AS.

(9
Also gilt: P(A) =1 — P(A%)"=>1— lim P(AS) =1 — (lim (1 — P(A,)) = lim P(4,).

n—oo n—oo n—oo

~

Beispiel zur Stetigkeit des Wahrscheinlichkeitsmafies

Wir betrachten eine p-Miinze mit 0 < p < 1.

Behauptung: Wenn man eine p-Miinze mehrfach wirft, kommt irgendwann eine ,,1“. Man
muk nur oft genug werfen. In Formeln: P(irgendwann kommt ,,1) = 1.

Beweis:
1. Moglichkeit: Der Grundraum ist hier die Menge aller unendlich langen 0-1-Folgen
Q= {(wy,ws,...)|w; € {0,1}} und unser Ereignis ist A = {irgendwann kommt ,,1“}.
Wir definieren die Ereignisse A,, := {unter den ersten n Wiirfen kommt eine , 14}
(n=1,2,3,...). Dann sind die Komplementérereignisse zu A und den A,:
A¢ = {(w1,ws, ... )|w; =0,i=1,2,3,...} ={(0,0,0,...)},
A ={((0,...,0,wpi1s .- )|wnts €{0,1} fiir i > 1}.

———

n-mal '0’
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Da Af D A¢., fiir alle n und A® = (] A7, konnen wir Formel (10) aus den Folgerungen
i=1

anwenden: P(A°) = lim P(AS) = lim (1 — p)” = 0. Damit ist P(A) =1 — P(A°) = 1.

2. Moglichkeit: Man kann dies auch so erhalten:

o0

P(irgendwann kommt ,, 1) = > P(,1“ kommt erstmals im i-ten Wurf)
i=1
= ;P({( 0,...,0, 1)}) = ;(1 _p)iilp = pj;)(l —p)j = pl—(_}—p) =1.

(i—1)-mal '0’

Fixpunktfreie Permutationen

Das ist ein Beispiel fiir Poincarés Ein- und Ausschlufsformel.

Aufgabe: n Personen kommen mit je einem Geschenk zu einer Party. Die Geschenke
werden zuféllig unter den Gésten verteilt. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass min-
destens eine Person ihr Geschenk zuriickerhalt?

L6sung: Nummeriere die Personen von 1,...,n. Die Permutation w = (wy,ws,...,w,)
bedeute, dafs Person 1 das Geschenk von Person w; erhélt, Person 2 erhélt das Geschenk
von Person wy, ...und Person n erhélt das Geschenk von Person w,. Die Menge all dieser
Permutationen ergibt den Grundraum Q = {w = (w1,...,w,)|l < w; < n,w; # wj, i # j}.
Jede dieser Permutationen soll mit gleicher Wahrscheinlichkeit eintreten. Wir kénnen also

von einer Gleichverteilung auf {2 ausgehen. Da #€) = n!, gilt fiir die Wahrscheinlichkeits-

funktion p(w) = & und fiir das Wahrscheinlichkeitsmaf P(A) = i—é.

A; sei das Ereignis, dafs Person i ihr Geschenk zuriickerhélt (¢ = 1,...,n). Also ist das
Ereignis A, daf mindestens eine Person ihr Geschenk zuriickerhélt A = A;U...U A,,. Mit
der Ein- und Ausschluftformel 1at sich dieser Ausdruck umformen zu:

k=1 {i1,...,ix }EPx

Berechnen wir nun P(A4;, N...NA4;,):

A, N...N A, ist die Menge der Permutationen, die die Punkte 41, ..., als Fixpunkte
haben. O.B.d.A. seien dies die Punkte 1,...,k. Die Anzahl der Permutationen, die die
ersten k£ Elemente als Fixpunkte haben, ist gleich der Anzahl der Permutationen der
tibrigen n — k Elemente, also (n — k)!. Damit ist:

P(A;, N...NA;,) =P(AN...NA) = HAE040) ()

Zuriick zur Aufgabe: Mit der gefundenen Beziehung ergibt sich weiter:

P(AU.UA) =Y % (1)steshll o shqye-i(n) b

k=1 {il ..... ’Ln}EPk k=1
n n!
(k):k!(n—k)!

Sl CE R SIS
Die Wahrscheinlichkeit, dafs mindestens ein Gast sein Geschenk zuriickerhélt ist folglich:
LY
1- > E
k=0 )

Fiir sehr viele Giiste (n — 00) konvergiert diese Wahrscheinlichkeit gegen 1 —e™'.
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Das Komplementérereignis hierzu ist, daf kein Gast sein mitgebrachtes Geschenk zuriick-
erhilt. Die Wahrscheinlichkeit dafiir konvergiert gegen e~! = 0, 37. Folglich sind fiir grofie
n etwa 37% aller Permutationen fixpunktfrei.
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4 Gleichverteilungen und Kombinatorik

4.1 Die Gleichverteilung
4.1.1 Die Gleichverteilung

Bei der Gleichverteilung betrachten wir einen endlichen Grundraum €2 und gehen davon
aus, daft alle Elementarereignisse aus {2 mit der gleichen Wahrscheinlichkeit eintreten.
(Ein Element w € Q heifit Elementarereignis. )

Aus 1 = %p(u)) = #0 - p(w) folgt p(w) = ﬁ fiir alle w € Q.

.. 1. _ #A . __ Anzahl der gilinstigen Fille
Fir A C Q gilt: P(A) = 45. In Worten: P(A) = {2t e Flle -

Ein Gleichverteilungsproblem besteht also in der Bestimmung der Anzahl der giinstigen
Félle und der Anzahl der moglichen Félle.

4.1.2 Einleitendes Beispiel

In einer Urne sind 5 weifse und 4 schwarze nicht nummerierte Kugeln. Es werden 3 Kugeln
gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit 2 weifte und eine schwarze Kugel zu ziehen?

Die Anzahl der moglichen Félle ist (g) Die Anzahl der giinstigen Fille ist (g) (‘11)
(2)()

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt also NGB = %.

4.2 Das Kombinationsprinzip

4.2.1 Das Kombinationsprinzip in Worten

Sei 2 eine Menge von n-Tupeln w = (wy,...,w,), die man als Ergebnisse eines aus n

Teilexperimenten bestehenden Zufallsexperiments auffassen kann, wobei w; das Ergebnis
des i-ten Teilexperiments ist. Fiir das erste Teilexperiment gebe es k; mogliche Ausgénge.
Fiir jedes i sei k; die Zahl der moglichen Ausgénge des i-ten Teilexperimentes, unabhéngig
davon wie die fritheren Teilexperimente ausgegangen sind. Dann ist # = ky ... k,.

4.2.2 Das Kombinationsprinzip in Formeln

Seien Aq, A, ..., A, endliche Mengen und 2 C A; x ... X A,,.
Sei kj € Nmit ky = |[Ay],k; < |A;| fir j=2,...,n.

SeiQii _____ o 1:{(wl,...,wj)|wi:w§,i:1,...,j—1} fir j =2,...,n und

sei Q = {(w,...,wy)|w1 € Ay, (w1, wy) €, firi=2... n}

W1y Wi

Gilt fir j=2,...,n |V | = k; fur alle (wy,...,wj_1), so folgt #Q = [] k;.
=1

WlseeWj—1
J
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4.3 Urnen- und Schachtelmodelle
4.3.1 Das Urnenmodell

In einer Urne seien N nummerierte Kugeln. Man zieht n-mal aus der Urne eine Kugel. Man
kann mit oder ohne Zuriicklegen und mit oder ohne Beachtung der Reihenfolge ziehen.
Folgende vier Fille werden unterschieden:

1) Ziehen mit Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge.
2) Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge.
3) Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge.
4) Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge.

4.3.2 Das Schachtelmodell

Ein komplementéres Modell ist das Schachtelmodell.

Es werden n Kugeln auf N nummerierte Schachteln verteilt. Man kann nun Mehrfachbe-
legungen der Schachteln zulassen oder nicht und man kann die Kugeln nummerieren oder
nicht. Auch hier gibt es vier Moglichkeiten:

1) Verteilung mit Mehrfachbesetzung und mit Nummerierung.
2) Verteilung mit Mehrfachbesetzung und ohne Nummerierung.
3) Verteilung ohne Mehrfachbesetzung und mit Nummerierung.
4) Verteilung ohne Mehrfachbesetzung und ohne Nummerierung.

4.3.3 Zusammenhang zwischen Urnenmodell und Schachtelmodell

Zwischen dem Urnenmodell und dem Schachtelmodell besteht ein ganz enger Zusammen-
hang. Die Fragen: ,Wie viele Moglichkeiten gibt es n Kugeln aus einer Urne mit N Kugeln
zu ziehen?* und ,Wie viele Moglichkeiten gibt es n Kugeln auf N Schachteln zu verteilen?*
sind dquivalent. Dabei ist das Zuriicklegen in die Urne dquivalent zur Mehrfachbesetzung
der Schachteln und das Beachten der Reihenfolge ist dquivalent zur Angabe der Schach-
telnummern, in die die Kugeln fallen.

So gibt es zum Beispiel genau so viele Moglichkeiten 3 Kugeln aus einer Urne mit 8 Kugeln
ohne Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge zu ziehen wie es Moglichkeiten gibt
3 nummerierte Kugeln auf 8 Schachteln zu verteilen.

4.3.4 Anzahl der Elemente der Grundriaume

Hier ist eine Ubersicht, wie man die Anzahl der méglichen Fille berechnet. Dabei bedeutet

[N]™ := (”JVJXI)!)! =N(N+1)...(N+n—1) die ober Faktorielle und

[N]n = xsn = N(N = 1) ... (N —n +1) die unter Faktorielle.
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Urnenmodell mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen

mit Reihenfolge N™ [N]» nummeriert

ohne Reihenfolge M B — (N)

o nicht nummeriert

mit Mehrfa%hbesetzung ohne Mehrfachbesetzung | Schachtelmodell

Tabelle 1: Urnenmodell und Schachtelmodell

4.3.5 Beispiel: Lotto ,,6 aus 49%

In einer Urne befinden sich 49 nummerierte Kugeln. Davon werden 6 ohne Zuriicklegen
gezogen. Es kommt nur auf die gezogenen Nummern an, nicht auf deren Reihenfolge.

Die Méchtigkeit des Grundraumes ist somit (46.9). Fiir ¢ richtig getippte Zahlen ist die
Anzahl der giinstigen Falle (?) (64_31,). Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir ,,¢ Richtige™:
6 43
P(,i* Richtige) = <Z)(£S)‘l), 1<i<6.
6
T e D) o-tn) :
P(,i* Richtige mit Zusatzzahl) = TW, 0<i<5.
6

Die Chance fiir ,6-Richtige® ist: P(“i =6") = (49) = m
6

Richtige | Giinstige Falle Chance
6R 1 1/13983816
S5R+Z 6 1/2330636
5R 258 1/54200
AR+7Z 630 1/22196
4R 13545 1/1032
3R 246820 1/57

Tabelle 2: Lotto ’6 aus 49’

4.3.6 Eine kombinatorische Aufgabe

In einer Urne seien n weifte und n schwarze Kugeln. n Personen ziehen je zwei Kugel ohne
Zuriicklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge.

Frage: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, daf jede Personen eine weifte und eine schwarze
Kugel zieht?

Antwort: Sei A = {1,2,...,n,n+1,...,2n} die Menge der Kugeln in der Urne. Der

vV Vv
weifl schwarz

Grundraum ist dann: Q = {({a1,b1}, ..., {an, by })|a;, b; € A, U{a,,b } = A}

Die erste Person zieht zwei Kugeln ohne Zurticklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge.
Dafiir gibt es (22") Moglichkeiten.
Nun zieht die zweite Person. In der Urne befinden sich jetzt nur noch 2n — 2 Kugeln. Fiir
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die zweite Person gibt es also noch (2”2_ 2) Moglichkeiten.

Fiihrt man diesen Gedanken fort, so gibt es fiir die k-te Person (2"%7%) Moglichkeiten

und fiir die letzte Person gibt es dann nur noch (2"+§_2”) = (;) = 1 Moglichkeit.

Nach dem Kombinationsprinzip ist somit die Machtigkeit des Grundraumes:

#Q _ (22n) (2n2—2) (2n2—4) o (3) _ (2n)(§n71) (2n72)2(2n73) 1= %

Sei B, = {({al,bl},...,{an,bn}) S Q|CL2 S {1,...,71},(% S {TL+ 1,...,2n}, U{az,bl} =
=1

A} C Q das Ereignis, daf alle n Person zwei Kugeln mit unterschiedlichen Farben ziehen.
Dann ist die Méchtigkeit von B, : #B,=n-n-(n—1)-(n—1)-...- 1= (n!)2

Damit ist P(B,) = 500

Fiir grofse n 1aft sich die Wahrscheinlichkeit ndherungsweise berechnen:

_ (m)?2" ~ (2mn)n?re2n27 12" =1
P(B,) = @)~ Vam(npre2r | VTV am = Vg

Dabei haben wir die Stirling-Formel verwendet. Diese lautet n! ~ v/2rnn"e™", das heifst
n!/v/2mnn™e " — 1 fiir n — oo.

4.4 Verteilungen, die aus Gleichverteilungen entstehen

In einer Urne seien N Kugeln. Davon seien W weif und S schwarz, N = W + S. Es
werden n Kugeln gezogen. Was ist die Wahrscheinlichkeit r weiffe Kugeln zu ziehen?

Die Menge der Kugeln in der Urne wird beschrieben durch A = {1,..., N}, oder genauer:
A={1,.... WW+1,... W+ S}
N / >

vV
weille schwarze

1fallsie {1,..., W}

Wir definieren eine Funktion ¢ : A 0,1} durch: ¢(z2) :=
piA={0 L #(0) {0fallsi€{W+1,...,W+S}

4.4.1 Ziehen mit Zuriicklegen und mit Reihenfolge

Sei (e1,...,¢&,) eine 0-1-Folge der Lénge n. Dann gilt:

) W’r‘Sn—T‘
P({(a1,...,an)|a; € A,p(a;)) =€;,i=1,...,n}) = N

wobei r = ) g; die Anzahl der weifen gezogenen Kugeln ist.
i=1

Die Wahrscheinlichkeit “r (0 < r < n) weife Kugeln zu ziehen” betragt:

Plr weike”) = P({(ar,. ., ay)| é ola) = r}) = (:f) (%) (%)n_r.

Das ist die Binomialverteilung mit n Beobachtungen und p = %, kurz b(n; %)
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4.4.2 Ziehen ohne Zuriicklegen und mit Reihenfolge

Sei (a1,...,a,), 1 <a; <N fiiri=1,...,nund q; # a; fiir i # j eine Folge der Lénge n.

Dann gilt: P({(a1,...,a,)}) = ﬁ

Sei (e1,...,¢&,) eine 0-1-Folge der Lénge n. Dann gilt:
P({(ai,...,an)|a; # a; fir i # j und ¢(a;) =¢; firi=1,...,n,}) =

Die Wahrscheinlichkeit “r (0 < r < n) weike Kugeln zu ziehen” ist nun:

p(“r weike”) = P({(a1,...,a,) | a; # a; fiir i # j und ZQO(CM) =r})

Wir nennen diese Wahrscheinlichkeit p(r).
Esgilt S (") (%) = (") & 3 p(r) = 1. Damit ist p eine Wahrscheinlichkeitsfunkti-
r=0 r=0

on auf {0,...,n}. Das dazugehb'ri_ge Wahrscheinlichkeitsmak heifst die hypergeometri-
sche Verteilung h(n; W, S).

4.5 Hypergeometrische Verteilung und Binomialverteilung

Wir gehen wieder von einer Urne mit N Kugeln aus. Davon seien W Kugeln weifs und S
Kugeln schwarz, W + S = N. Wir ziehen n-mal ohne Beachtung der Reihenfolge.

Grundlegende Tatsache: Ist N grofs im Verhéltnis zu n, so unterscheiden sich ,Ziehen
mit Zurticklegen“ (Binomialverteilung) und ,Ziehen ohne Zuriicklegen“ (hypergeometri-
sche Verteilung) nur wenig.

Beispiel: ,Wahlumfrage*:
Anzahl der Wahlberechtigten N = 5 - 107, Anzahl der Befragten n = 1200.

Die genaue Formulierung dieser Tatsache lautet:

Fiir N — oo erhohe sich die Anzahl der weiffen und der schwarzen Kugeln in der Urne.
Das heifst: Die Anzahl W der weifen Kugeln und die Anzahl S der schwarzen Kugeln
sollen beide von N abhéngen. Um das zu verdeutlichen schreiben wir Wy statt W und
Sy statt S. Natiirlich gilt fiir alle N: Wy + Sy = N.
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4.5.1 Satz 1

Es gelte auferdem ]\}1_{1100 % =p(0<p<1).

w S
Sei n € N fest. Dann gilt fiir N — oo: % — (:)p”(l —p)" " fir 0 <r <n.

()

Bemerkung Der Satz besagt, dass die Wahrscheinlichkeitsfunktionen der hypergeome-
trischen Verteilungen gegen die Binomialverteilung b(n; p) konvergieren.

Beweis: Schreibe W statt Wy

(Do)

M)
-

>( (W], [N = W],

- ()Y S Ve
)
)

Es gilt: [N], = [N]p_[N — n+1],.

[N
[N],  [N]p—r [N—=n+r7],
=:Rn(r)

WW—=1)...(W=r+1)(N=W)N-W —1)...(N=W —n+r+1)
NN-1)..(N=r+1) NN=1)..(N—n+r+1)

. RN(T)

p'(1—p)" " , weil Ry(r) — 1 fiir 0 <r <n und n fest.

N—o

4.5.2 Anwendung in der Qualitatskontrolle

Sowohl Binomial- als auch Hypergeomoetrische Verteilung treten in der Qualitdtskontrolle
auf.

In einer Warenlieferung oder Produktionseinheit (engl. batch) sei W die Anzahl der de-
fekten Stiicke und S die Anzahl der intakten Stiicke.

Wird eine Produktionseinheit verkauft, so einigen sich Produzent und Abnehmer darauf,
daf der Verkauf nur dann stattfindet, wenn die Lieferung gewisse Qualitatsstandards er-
fiilllt. Der Qualitéitsstandard gelte als erfiillt, wenn der Anteil der defekten Stiicke in der
Lieferung maximal ¢ ist.

Es wiére ideal, wenn es eine Moglichkeit gébe, den Anteil der defekten Stiicke exakt zu
bestimmen. Das ist jedoch nur méglich, wenn man jedes einzelne Stiick priift. Eine Unter-
suchung aller Stiicke hat jedoch manchmal ungewollte Folgen. Wird z.B. bei einer Liefe-
rung von Feuerwerkskorpern oder Einmalblitzlichtern jedes Stiick untersucht, so bedeutet
das die Zerstérung der ganzen Lieferung. Auferdem kostet die Kontrolle jedes Stiicks Zeit
und Geld.

Also bleibt nur die M6glichkeit aufgrund von Stichproben die im Allgemeinen unbekann-
ten Grofen W und S zu schétzen. Ein Testverfahren soll folgendes beachten:

1) Der Stichprobenumfang soll méglichst klein sein, damit die ungewollten Nebenwirkun-
gen des Tests gering sind.

2) Es soll die unbekannten Grofen W und S moglichst genau schéitzen, und die Wahr-
scheinlichkeit eines Meffehlers gering halten.
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Wenn A(p) die Abnahmewahrscheinlichkeit einer Lieferung bezeichnet, in der ein Anteil
p von Stiicken defekt ist, wére ein Priifverfahren ideal, fiir das gilt:

1falls p<c
Alp) =
0 falls p > ¢

Das geht jedoch nur mit einer Volluntersuchung aller Stiicke, wobei wir beim oben ge-
nannten Problem wiren. Man muf sich also fiir einen Mittelweg zwischen Umfang der
Stichprobe und Genauigkeit des Testverfahrens entscheiden.

Bei einer Qualitatskontrolle werden n Teile aus einer Einheit gezogen und tiberpriift. Die
Wahrscheinlichkeit bei dieser Stichprobe vom Umfang n genau r defekte Stiicke zu finden

betrigt
=) GE))

Man legt eine Grenze c fest, bei der die Einheit gerade noch akzeptiert wird, d.h. sind
hochstens ¢ Teile in dieser Stichprobe defekt, wird die Produktionseinheit abgenommen.

Wir definieren zwei Grofen:

Das Produzentenrisiko « ist die Wahrscheinlichkeit, daft eine Prokuktionseinheit, in
der maximal ein Anteil von p; Stiicken defekt ist, nicht abgenommen wird.

Das Abnehmerrisiko ( ist die Wahrscheinlichkeit, dafs eine Produktionseinheit, in der
der Anteil der defekten Stiicke grofser oder gleich ps ist, abgenommen wird.

Um den Rechenaufwand zu verringern verwendet man die Binomialverteilung als Nihe-
rung der hypergeometrischen Verteilung. p ist dabei der Anteil der defekten Teile in der
untersuchten Einheit. Damit ist

C

P,(hochstens ¢ defekte Teile in Stichprobe vom Umfang n) = Z <7Z) p(1—p)" " =: A(p)
=0

die Wahrscheinlichkeit, dafs die Produktionseinheit abgenommen wird.

Trégt man fiir einen festen Stichprobenumfang die Abnahmewahrscheinlichkeit A(p) ge-
gen den Anteil p der defekten Stiicke auf, so ergibt sich folgendes Schaubild, das man
woperation characteristic (OC) nennt:

3

l-¢

Abbildung 2: OC-Kurve
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Wenn py, po, @ und [ festgelegt sind, stellt sich die Frage nach n und c¢. Im Allgemei-
nen wird die OC-Funktion steiler, wenn n grofer wird. (Und damit wird es einfacher die
Grenzen einzuhalten.)

4.5.3 Beispiel

Fiir n = 100 und ¢ = 5 gilt:
a) A(0,05) = 0,9601,
b) A(0,10) = 0, 005.

4.6 Kompliziertere Verteilungen, die aus Gleichverteilungen ent-
stehen

In einer Urne seien N Kugeln. Davon seien N; vom Typ i (i = 1,...,k und k > 2),
wobei der Typ z.B. die ,Farbe* oder den ,physikalischen Energiezustand“ bezeichnen soll.
k

Natiirlich gilt wieder Y  N; = N.
i=1
Es werden n Kugeln gezogen.

Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit jeweils n; Kugeln vom Typ i zu ziehen (i = 1, .., k)?
k
Dabei ist > n; = n.
i=1

Einschub: Multinomialkoeffizient: (m"nk) ist Anzahl der M6glichkeiten eine n-elementige

k
Menge in k Teilmengen vom Umfang n;,i = 1,...,k, zu zerlegen, wobei »_ n;, = n.
i=1
. . n nl  _ (n
Fir k=2 gllt (nlnz) = nilng! (nl)
Fiir £ > 2 gilt:

n __ (n)\ (n—n1\ (n—ni1—n ng\ __ n! (n—n1)! (n—n1—ng)! _ n!
(nlnk) - (nl)( no 1)( n13 2) e (ni) T nil(n—mq)! ng!(nfnllfnz)! ng!(nfnllfn;fng)! 1= nilng!l..ng!”
4.6.1 Ziehen mit Zuriicklegen und mit Reihenfolge

k
Die Wahrscheinlichkeit jeweils n; Kugeln vom Typ ¢ zu ziehen (mit ) n; = n) ist:
i=1
" YN[ NE " n n . ,
P ome)y) = Ll it — %,
Esgilt: >  P{(ni,....,ne)}) = > (mf‘_nk)p?l...pzk =pi+...+p)" =1
ni+...+ng=n ni+...+ng=n

Dabei haben wir die Multinomialformel
(a1 +as+...+a)" = > (mﬁnk)a?l ...ap" verwendet.
ni+...4+ng=n
Damit wird durch P eine Wahrscheinlichkeitsfunktion erklédrt. Sie heifst Multinomial-
verteilung.

In der Physik wird diese Verteilung auch Maxwell-Bolzmann-Verteilung genannt. Sie gibt
an, wieviele Teilchen sich im Energieniveau ,,i* befinden. Dabei wird angenommen, dass
die Teilchen unterscheidbar (nummerierbar) sind; eine typische Annahme der klassischen
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Physik!
In den folgenden Beispielen sind die Teilchen nicht unterscheidbar, was typisch fiir die
Quantenmechanik ist.

4.6.2 Ziehen ohne Zuriicklegen und ohne Reihenfolge

N N,
N _— —_—
(n)
In der Physik auch Fermi-Dirac-Verteilung genannt.

Im Schachtelbild: ein Teilchen pro Schachtel geméf Pauli-Verbot.
Typische Teilchen: Elektronen.

P{(n1,...,np)}) =

4.6.3 Ziehen mit Zuriicklegen und ohne Reihenfolge

Ni+ni—1 Ni+ng—1
( m )( Tk ) OSHZSN“Z:L,]C

P{(n1,...,np)}) =

)

In der Physik auch Bose-Einstein-Verteilung genannt.
Im Schachtelbild: mehrere Teilchen pro Schachtel, kein Pauli-Verbot.
Typische Teilchen: Photonen

4.7 Die probalilistische Methode in der Kombinatorik

Wir untersuchen Ramsey-Zahlen. Dazu betrachten wir den vollstdndigne Graphen Ky
mit N FEcken. Dieser Graph verbindet alle N Ecken miteinander.

4.7.1 Beispiele

usw.

K, K, K, K.

Abbildung 3: vollstéandige Graphen mit N Ecken

Wir sagen Ky hat die Eigenschaft (m,n), wenn, egal wie wir die Kanten von Ky rot oder
blau farben, es immer einen vollstdndigen Untergraphen K, gibt, dessen Kanten alle rot
sind, oder es einen vollstdndigen Untergraphen K, gibt, dessen Kanten alle blau sind. Ist
s > N, so hat K auch diese Eigenschaft. Die kleinste Zahl N mit der Eigenschaft (m,n)
heift Ramsey-Zahl R(m,n).
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Bemerkung: Es gilt R(m,2) = m ebenso R(2,m) = m. Denn, entweder sind alle Kanten
von K, rot oder es gibt eine blaue Kante, also ein blaues K.
Man kann zeigen: Fiir m,n > 2 ist

Rim.n) < (m—l—n—Q)’

m—1

und insbesondere R(k,k) < 2273 fiir k > 2. Wir leiten nun eine untere Schranke fiir
R(k, k) her. Dazu miissen wir zeigen, daf fiir ein moglichst grofses N < R(k, k) es keine
Féarbung von Ky gibt, fiir die ein roter oder blauer K} auftritt.

4.7.2 Satz (Erdos, P.)
R(k,k) > 22 fiir k> 2

Beweis: Wir wissen R(2,2) = 2. Aufserdem ist R(3,3) > 6, wegen der folgenden Fiinfeck-
farbung: den Rand aufsen blau und alle Diagonalen rot. Sei k > 4 und angenommen, dafs
N < 2F/2_ Wir betrachten alle rot-blau Farbungen von Ky, wobei jede Kante unabhingig
mit Wahrscheinlichkeit % rot oder blau gefarbt wird. Alle Farbungen, es gibt 2(]%[), sind
gleichwahrscheinlich. Sei A eine Eckenmenge der Grofe k. Die Wahrscheinlichkeit des Er-

eignisses Ag, alle Kanten in A sind rot geférbt, ist 2_(15) . Dann ist die Wahrscheinlichkeit,
dak irgendeine k-Menge rot gefarbt ist,

Mit N < 25 und k > 4 und wegen (]Z) < QLV,’Z fiir k > 2 folgt

k 2
Pp < (JZ) o= (%) < Ni 9-(5) < o () k1 _ g-kn1 <

Ganz entsprechend folgt, daft die Wahrscheinlichkeit Pg, dafs irgendeine k-Menge blau
gefarbt ist Pp < %
= Pg+ Py < 1 fiir N < 2"/2,

D.h. es mufs eine Farbung ohne rote oder blaue K geben, d.h. Ky hat nicht die Eigen-
schaft (k, k).
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5 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhangigkeit

5.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit: Definition und Folgerungen
5.1.1 Beispiel:

Eine faire Miinze wird dreimal geworfen. Die Ergebnismenge ist 2 = {0, 1} x{0, 1} x{0, 1}.
Dabei steht 1 fiir Zahl und 0 fiir Wappen. Sei B das Ergebnis “mindestens zweimal Zahl”:
B =4{(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}. Fiir die faire Miinze ist

P(B)=|B|-27* = 11
8 2
Angenommen wir wissen bereits, daft der erste Wurf “Zahl”, d.h. “1” ergab, wie &ndert
sich die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis von B? Wir wissen also, dafs das Ereignis
A ={(1,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(1,1,1)} auf alle Falle eintritt. Daher kann nur noch ein
Elementarereignis von A eintreten, d.h. A ist der neue Grundraum. Da alle Elementarer-
eignisse gleichwahrscheinlich sind, hat man

Al 4

I AnB| 3

Dabei ist
|ANB|/|9] B P(AN B)

1Bl/1Ql— P(B)

5.1.2 Definition (Bedingte Wahrscheinlichkeit)

Fiir A, B C Q mit P(A) > 0 ist die bedingte Wahrscheinlichkeit von B gegeben A definiert
als

P(ANB)

P(BIA) = =5

Bemerkung: Die Sprechweise ,,gegeben A“ in der Definition bedeutet, man weifs, dalt A
eingetreten ist.

5.1.3 Folgerungen

(1) P(:]A) ist Wahrscheinlichkeitsmaf auf P(€2) mit P(B|A) = 1 fiir B D Aund P(C|A) =
0 fiir ¢ C A

(2) P(B)P(A|B) = P(ANB) = P(A)P(B|A).
(3) Seien Ay, Ay, ..., Ax C Q mit P(A;NAsN...N Ag) > 0. Dann gilt:

P(A N Ay (. O A) = P(A)P(As| A P(As| Ay N As) ... P(Ag AL N 0V Ay,
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Beweis:
Zu (1):
A A
a) P(QA) = B = 5 = 1.

b) Seien B; C 2 disjunkt. Dann gilt:

o P([_@lBi]mA) P(’_DQI[BZ-OA]) _iP(BmA) >
P(U BJ4) = =Sy — = S — = & -5 PB4

P(A) P(A) P(A)
Damit ist P(:|A) ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf P(€2).
Sei B D Aund C C A°.

Dann gilt: P(B|A) = Zg57 = £} = 1 und P(C|A) = P55 = 28 = 0.

Zu (3): Beweis mit Induktion. Richtig fiir k& = 2 per Definition. Gelte die Formel fiir
k—1, dh.

P(Al Nn...N Akfl) == P(Al)P(AQIAl) ce P(Ak,1’A1 N...N Ak72)
so schreibe
PAIN...NA) = P(Ag]AiN . Agy) - P(AL N L Aky)

und setze die Formel fur £ — 1 ein.

5.1.4 Beispiel: (Das Geburtstagsproblem)

k Personen befinden sich in einem Raum. Mit welcher Wahrscheinlichkeit haben minde-
stens zwei von ihnen am selben Tag Geburtstag?
Wir setzen voraus

e das Jahr hat 365 Tage,
e jeder Tag kommt mit gleicher Wahrscheinlichkeit als Geburtstag in Frage,

e ¢s besteht keine Abhéngigkeit zwischen den Geburtstagen verschiedener Personen
(also keine Zwillinge!).

Der Einfachheit halber denken wir uns die Personen von 1 bis £ nummeriert und stellen
uns vor, dafs wir sie der Reihe nach befragen. Sei

Q=1{1,...,365}" = {ww = (wi,...,wr);w; € {1,...,365}}.

Dabei ist w; der Geburtstag der i-ten Person.

Sei
D; = {(j + 1)-te Person hat an einem anderen Tag Geburtstag als die Personen
1 bis j}
= {w € Qwj1 #w; fiir 1 <i < j}.
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Dann gilt

365364 364
P(Dy) = Plwr # w2) = gee0s = 365

Sei nun j > 2. Auf dem Ereignis Dy N ... N D;_; haben die Personen 1,...,j an j
verschiedenen Tagen Geburtstag. Damit ergibt sich die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses D; gegeben Dy N ... N D;_; zu
365 —j5 1 J

365 365

(Man beachte, daf dies bedingte Wahrscheinlichkeiten sind. So ist etwa P(Ds|D§) =
364/365.) Wir erhalten nun

P(DiNDyN...N Dy_q)
= P(D,)P(Dy|Dy)P(Ds|Dy N Dy) ... P(Dy_1|Di N DyN...N Dy_y)

(=) () - (-5

Fiir grofere Werte von k bietet sich folgende Néherung an. Es gilt log(1 — h) ~ —h und
somit

k—1 k—1
log(P(D1NDyN...N Dy_y)) = Zlog(l —j/365) ~ —(1/365) ) j
j=1 j=1
_ k-1
0 2-365

Die Wahrscheinlichkeit, dafs mindestens zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben,

ist daher nédherungsweise
k(k—1)
1 — e 2365 |,

Die Naherung ist sehr gut. Fiir k£ = 23 liefert sie 0.500 im Vergleich zu dem exakten Wert
0.506.

5.1.5 Beispiel: Sterbetafeln

Wir betrachten eine Bevolkerungsgruppe, z.B. die Einwohner einer Stadt oder eines Lan-
des und wollen die Lebensdauern ihrer Einwohner erfassen. Dazu ordnen wir jedem Indivi-
duum sein ganzzahliges Lebensalter zu. Wir nennen diese Grofe T'. T' ist eine ganzzahlige
Grofe, die vom Zufall abhéngt. Sei p(k) die Wahrscheinlichkeit im Alter k& zu sterben.
Diese ist dann p(k) = P(T = k). Im Versicherungswesen, insbesondere bei Lebensversi-
cherungen interessiert die Sterberate. Diese wird wie folgt erklért.

Sei S(I) := P(T > 1) die Wahrscheinlichkeit mindestens ! Jahre alt zu werden (Uberle-
benswahrscheinlichkeit) und sei h(l) = P(T = [|T > [) die Wahrscheinlichkeit im Alter
von [ Jahren zu sterben, wenn man bereits dieses Lebensjahr erreicht hat (Sterberate).
Es gilt:

) _p() _ S -S(+1)

) S0 S0

i) = P(T =T > 1) = ="
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Darstellung von S(I) durch h(l):

-1
Es gilt: S(I) = [[(1 — h(7)). Das ergibt sich aus der Anwendung der Folgerung (3):
i=1
-1 =1 =l
SU)=P(T>1)=[[ P(T >i+1|T > i) =[] 5552 = T1(1 — h(i)).
= =1

=1 i=1

Beispiel:

Wir nehmen folgendes an: Die Wahrscheinlichkeit im Alter ¢ zu sterben gegeben man hat
das Alter i bereits erreicht, sei fiir alle i gleich p. In Formeln: h(i) = p fiir alle i.

Dann ist S(I) = (1 —p)"~! und

p(k) = P(T = k) = g - P(T > k) = h(k)S(k) = p(1 — p)*~" fiir k € N,

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsfunktion der geometrischen Verteilung.

Beispiel: Sterbetafel von Breslau nach Halley (1693)

Uberlebenswahrscheinlichkeit berechnet nach der Halleyschen Tafel:

S1) = P(T>1)=1 p(1) = 0

S(2) = P(T>2)=855/1000 p(2) = 145/1000 h(2) = 145/855
S(3) P(T >3)=798/1000 p(3) = 57/1000 h(3) = 57/798
S(4) = P(T>4)=760/1000 p(4) = 38/1000 h(4) = 38/760
S(82) = 28/1000 p(82) = 5/1000  h(82) = 5/28
S(83) = 23/1000 p(83) = 4/1000  h(83) = 4/23
S(84) = 19/1000 p(84) = 19/1000 h(84) = 1
S(85) = 0 p(85) = 0 h(85) = 0

5.2 Satz von der vollstandigen Wahrscheinlichkeit

5.2.1 Satz (Satz von der vollstindigen Wahrscheinlichkeit)

oo
Es seien Aj, Ag, ... paarweise disjunkte Mengen mit | J A; = Q. Weiter sei B C 2. Dann
i=1

gilt: P(B) = > P(B|A;)P(A;). Dabei setzt man P(B|Ay)P(Ax) = 0, falls P(A;) = 0.
i=1

Beweis: .
Ay N B, Ay N B, ... sind paarweise disjunkt und |J(A4; N B) = B.
i=1
Damit gilt: P(B) = P(|J(A;NB))=> P(A;,NB)= > P(B|A;)P(A;).
i=1 ; i=1

=1
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5.2.2 Beispiel: Das Ziegenproblem (Aufgabe 4 auf dem ersten Ubungsblatt)

Es gibt zwei mogliche Strategien. Die eine ist ohne Wechseln, die andere ist mit Wechseln.
Welche ist besser?

1. Strategie: Ohne Zusatzinformationen wird man mit Gleichverteilung raten. Die Wahr-
scheinlichkeit beim ersten Raten den Hauptgewinn zu treffen ist % Da man nicht wechselt,
andert sich durch den zweiten Rateversuch nichts an der Gewinnwahrscheinlichkeit. Die

Wabhrscheinlichkeit zu gewinnen ist also %

2. Strategie: Das erste Rateergebniss wird unter Benutzung der Information des Show-
masters korrigiert. R;,7 = 1,2 seien die Rateergebnisse in Stufe i.

Sei P, das Wahrscheinlichkeitsmaf, das vorliegt, falls der Hauptgewinn hinter Tiir 1 steht.
Es gilt Pi(Ry =j) = %,j =1,2,3.

Bei Methode 2 gilt auch noch:

a) Pl(RQ = 1|R1 = 1) =0

C) Pl(Rz = 1|R1 = 3) =1

Dies folgt, da der Quizmaster Tiir 3 oder Tiir 2 als nicht besetzt zeigen mufs.

Nach Satz 5.2.1 gilt:

Pi(Ry=1)=)Y Pi(Ry=1|Ry =i)Pi(Ry =1i) =0

=1

W

5.3 Bayessche Formel
5.3.1 Satz (Bayessche Formel)

Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, { By, ..., B;} disjunkte Zerlegung von © und A C
). Dann gilt die Bayessche Formel:

P(B;|A) = IP(A|BJ')P(B]-) |
> P(ABn)P(Bn)
Beweis:
P(B;|A) = P(ANB) "% P(AB)P(B)) 22 P(A|B)P(B))

) P4 S P(A|B)P(Ba)

m=1

5.3.2 Beispiel: Farbenblindheit

M mannlich, W weiblich, fb farbenblind.
P(M)=PW) =3, P(fo|M)=1, P(fO]WV)= g5z
Was ist die Wahrscheinlichkeit ménnlich zu sein, wenn man farbenblind ist?

B P(fb|M)P(M) . 34
PO = Brran e + PUNWIPGY) ~ L-1+L-1~ 25
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5.3.3 Beispiel: Diagnostischer Test

Wir betrachten einen Test auf Vorhandensein einer Krankheit, z.B. den PSA-Test auf
Prostata-Karzinom. Der Test hat die Ausginge “positiv’ und “negativ’. Aus “positiv”
schlieft man auf Vorhandensein der Krankheit, aus “negativ’ auf Nichtvorhandensein.
Doch der Test kann ein falsches Ergebnis liefern. Man unterscheidet zwischen zwei Fehlern:

Fehler 1. Art: falsch negativ (Die Krankheit wurde nicht entdeckt; kein Alarm trotz
Gefahr)
Fehler 2. Art: falsch positiv (Es liegt keine Krankheit vor; falscher Alarm)

Wir betrachen das folgende Diagnose-Beispiel:
Krankheitsrate: 1%; Testfehler: 10%.
Die Anwendung der Bayesschen Formel ergibt folgendes:

P(+|k)P(k) _ 2.1 1
(+E)P(k) + P(+lg)P(g) & L +1.9 = 1)

Pkl+) = 5

Dabei steht k fiir krank, + steht fiir “der Test war positiv’ und — steht fiir “der Test war
negativ’.

Ein Weg ohne die Bayessche Formel und ohne Wahrscheinlichkeitsrechung das Resultat
zu erhalten, geht so: Man stellt sich die Gréflen in einer Vierfelder-Tafel bezogen auf 1000
Probanden dar und liest das Ergebnis daraus ab.

gesamt | Test positiv | Test negativ
krank 10 9 1
gesund 990 99 891
gesamt | 1000 108 892
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit krank zu sein, wenn der Test positiv ist?
Antwort: 5= = 1.

5.3.4 Beispiel

Eine Urne enthalte 3 Kugeln, von denen jede weifs oder schwarz sein kann. Es werden zwei
Kugeln nacheinander ohne Zuriicklegen gezogen. Die erste Kugel ist ,schwarz”, die zweite
weils”.

Welches sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten fiir die Urnenbelegungen, falls vor der
Ziehung alle Urnenbelegungen als gleich wahrscheinlich gelten (Siehe Abbildung 3).
Moégliche Urnenbelegungen:

1. Ziehung: ,schwarz"

P(S|3)P(3) 5 i 1

4 1
Urne Farbe Z P(S|Z)P(Z) 4
i=1
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Abbildung 4: Urnenbelegung

2. Ziehung: ,weif"

P(S,W[3)P(3) 253 1
PEIS,W) = 3 :l(oflifw)zi’
2L PS,WP@) A28
i=1

1
P2|S, W) = 2 P(1|S,W) = P(4]S,W) = 0.
Probe: Wenn unsere Rechnung richtig ist, und bei einer dritten Ziehung wieder eine weife
Kugel gezogen wird, so mufs die Wahrscheinlichkeit, dafs Urne 2 vorlag, 1 sein und die
Wahrscheinlichkeit, dafs eine andere Urne vorlag 0.

3. Ziehung: ,weifs"

P(S,W,W[2)P(2) 1.1
P(2[S,W, W) = — :1(0+?i+40+0):1

ST P(S, W, W|i)P(i) 4 3

=1

Fiir jede andere Urne steht im Zahler eine Null und der Nenner ist verschieden von Null.
Somit ist die Wahrscheinlichkeit fiir alle anderen Urnen 0.

5.4 Unabhangigkeit von Ereignissen

Beim Miinzenwurfproblem sind wir schon davon ausgegangen, daft die Wahrscheinlichkeit
fiir die Ergebnisse verschiedener Wiirfe miteinander multipliziert werden konnen. Hier nun
der formale Hintergrund.

5.4.1 Definition

Zwei Ereignisse A, B C ) heiffen (stochastisch) unabhéngig, falls
P(ANnB)=P(A)- P(B)

gilt.

Sind A und B unabhéngig und gilt P(B) > 0, so ist

Plap) = T8 - PO pa)
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Sind A und B unabhéngig und gilt P(A) > 0, so ist
P(B|A) = P(B).

Stochastische Unabhéngigkeit zweier Ereignisse bedeutet, daf Kenntnis iiber das Ein-
treten des einen Ereignisses keine Information hinsichtlich des Eintretens des anderen
Ereignisses liefert.

Sind A und B unabhéngig, so sind auch A und B¢, A° und B sowie A und B¢ unabhéngig.
Dann ist ndmlich

P(AN B°) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A)P(B) = P(A)(1 — P(B))
= P(A)P(B").

Betrachtet man mehr als zwei Ereignisse gleichzeitig, so mufs man mit der Definition
vorsichtig sein.

5.4.2 Definition

Drei Ereignisse A, B und C heifen unabhéngig, falls die folgenden vier Gleichungen gelten:

)

P(ANC) = P(A)P(C)

P(BNC) = P(B)P(C)
P(ANBNC) = P(A)P(B)P(C).

Paarweise Unabhéngigkeit impliziert nicht Unabhéngigkeit von drei Ereignissen. (Dies
soll heiften, die ersten drei Gleichungen implizieren nicht die dritte.) Wir zeigen das in
folgendem Beispiel.

5.4.3 Beispiel

Sei Q = {0,1} x {0,1} und P({w}) = 1/4 fiir w € Q, d.h. wir betrachten zweimaliges
Werfen einer fairen Miinze.

Sei A= {(0,1),(0,0)}, B = {(0,1), (1,1)} und € = {(0,0), (1, 1)}.

Dann gilt |[A| = |B| = |C| =2und |[ANB| =|ANC| = |BnNC| = 1. Folglich gelten
P(A) = P(B) = P(C) =1/2und P(ANB) = P(ANnC) = P(BNC) = 1/4. Aber
P(ANBNC)=0,da ANBNC = 0. Somit gilt P(ANBNC)+£ P(A)-P(B) - P(C).

5.4.4 Definition (Unabhingigkeit von Ereignissen)
Die Ereignisse Ay, ..., A, heifen unabhéngig, falls fiir jede Teilmenge I C {1,...,n} gilt
P <ﬂAj> =[P ).
jel jel

Bemerkung: Dies sind 2" —n — 1 nichttriviale Gleichungen bei n Ereignissen. Fiir n = 4
also 11 Gleichungen.
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5.4.5 Satz

Seien A, ..., A, unabhingig und C; € {0, A;, AV, Q} fiiri = 1, ...

Dann sind (4, ..., C, unabhéngig. In Formeln:

i€l el

Insbesondere sind A{, ..., A¢ unabhéngig.

Beweis:
Es gentigt den Fall I = {1,...,n} zu betrachten.

P(ﬂa) =[P (C) firalle I c{1,...

37

Ist eines der C; = (), so steht auf der linken Seite P()) und auf der rechten Seite steht ein

Produkt, in dem ein Faktor 0 ist.

Ist eines der C; = €, so konnen wir 0.B.d.A. annehmen, daf das C,, ist. In diesem Fall

n n—1 n—1
steht auf der linken Seite: P (ﬂ C’i) =P ([ N C’Z} N Q) =P ( N C’Z) . Auf der rechten
i=1 i=1 i=1

n n—1 n—1
Seite steht: [[ P (C;) = {H P(Ci)] P(Q) = ][ P(C;). Somit kénnen wir die C; = 2
j i=1 i=1

=1
ignorieren.

O.B.d.A. nehmen wir an, dak C; € {A;, A} und nach eventueller Umnummerierung

Ci=Affiri=1,...,mund C; = A, fiiri =m+1,...,n ist.

1. Fall: m+1<n
Mit A, = () A; gilt dann:

j=m+1
i=1 Jj=1 Jj=m+1
=P (ﬁ AS mA_m>
J=1
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2. Fall: m=n
Hier ist C; =

A¢ fiir i = 1,...,n. Nun setzt man fiir A,, = Q und argumentiert bis zur
drittletzten Zeile genauso!

5.4.6 Korollar

Seien Ay, ..., A, unabhéngig. Dann gilt:

=1

P(OAZ) zl—ﬁ(l—P(Ai))zl—exp <— Y

Beweis:
Es gilt

(U ((Ue)

i=1

R

—1- ﬁp(Ag)
=1

—1-JJa-P).

i=1
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Wegen exp(—z) > 1 — x gilt weiter

P (U A:-) >1- Hexp(—P(Ai))

=1—exp [—Xn:P(Ai)

5.4.7 Definition

Eine Folge von Ereignissen (A,;n > 1) heift unabhéngig, falls Ay,..., Ay unabhéngig
sind fiir alle k& > 1.

5.4.8 Korollar (Borel-Cantelli Lemma)

Sei (A,)n>1 eine Folge von Ereignissen und A = limsup 4, :== () U An.
n=1m=n

Dann gilt:
(1) > P(A,) <oco= P(A) =0.
n=1
(2) Sind A;, A,, ... unabhéingig und gilt > P(A;) = 0o = P(A) = 1.
n=1

Beweis: . .
Zu (1): Sei € > 0. Dann gilt wegen > P(A4,) <ocound AC |J A, firn>1:

n=1 m=n
PA)<P| U An | < > P(A,) < ¢ fiir ein hinreichend grofes n.
P(A) ist also kleiner als je?ie positive Zahl. Damit folgt P(A) = 0.
Zu (2): Es gilt

P(4) = lim P (G Am)

= 1 lim P A,
Jim_ Tim, (y )

n+p
> lim li 1-— — P(A,,
> Jim lim exp( 2 >)

m=n
'
—0 fiir p—oo

Folglich ist P(A) = 1.

Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafs im k-ten Wurf erstmals eine “6” gewdtirfelt wird.
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Erstmals im k-ten Wurf eine “6” zu werfen, bedeutet, in den vorangegangenen k—1 Wiirfen
keine “6” , dann aber eine “6” zu werfen. Folglich ist

5\ 1
P(erstmals “6” im k-ten Wurf) = (6) P kE>1
Es mufs natiirlich » pr = 1 gelten, was man leicht mit Hilfe der geometrische Reihe
k>1
> 5\k—1 ..
> (2)" " =6 ecinsieht.
k=1

Gamblers Rules

Angenommen man spielt ein Spiel sehr oft hintereinander und dessen Gewinnchance ist
1/N. Wie oft muft man spielen, damit man mit mindestens 50% Wahrscheinlichkeit we-
nigstens einmal gewinnt?

1 n
P(kein Gewinn in n Spielen) = (1 - N)

Sei n* = [log(3) / log(1 — +)]; dabei ist [z] die kleinste ganze Zahl grofer als z fiir z € R.
Da log(1 + z) ~ z fiir z — 0 gilt, ist die rechte Seite von n* asymptotisch gleich

1 -1

log (5) /(W) = Nlog2, wobei log(2)=0,69~2/3.

Im Fall des Wiirfels benétigt man also

<) /)]0

Wiirfe um mit mindestens 50% Wahrscheinlichkeit eine "6 zu werfen.

Beispiel: Flufl in einem Leiter

Angenommen fiir jeden von den Schaltern in dem folgenden Schaltkreis ist die Wahrschein-
lichkeit, daft der Schalter geschlossen ist p; und dak er offen ist ¢; =1 —p;, i =1,...,5.
Man berechne die Wahrscheinlichkeit, daf ein Strom durch den Schaltkreis flieft unter
der Annahme, dafs die Zustdnde der Schalter unabhéngig sind.

P(Strom flieft) = P(Strom fliefst oben entlang) + P(Strom flieft unten entlang)
— P(Strom flieft sowohl oben als auch unten entlang )

Dabei ist wegen der Unabhéngigkeit P(Strom fliekt oben) = py-ps, P(Strom flieft unten) =
ps - ps4 - ps und P(Strom fliekt oben und unten) = py - ps - p3 - Py - ps und damit

P(Strom flieft ) = p1 - po+p3 - pa-Ps — D1 P2 P3- Pa - Ps-
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. e g

Abbildung 5: Schaltkreis

5.5 Anwendung der Unabhingigkeit in der Zahlentheorie
5.5.1 Primzahlen und Unabhingigkeit
Sei N € N. Dann gilt N = p{* --- pp* fiir geeignete Primzahlen p; und «a; € N.

Sei o(N) = #{i € N|i < N mit GGT(¢, N) = 1} die Anzahl der natiirlichen Zahlen, die
kleiner N und zu N teilerfremd sind.

Beispiel:
N [2]3]4]5]|6]|7|8]|9]10
e(N)|[1]2]2]4]2]6]4]6] 4
Die ,,1“ zahlt stets mit!
Behauptung: p(N) =N - ﬁ (1-— pl) (Eulersche Funktion).
j=1 !

Wir {ibersetzen die Aufgabenstellung in die Sprache der Wahrscheinlichkeitsrechnung;:

Definiere Qy = {i € N[l <i < N} = {1,..., N}. Fiir A C Qy sei P(A) := F5-.

Sei A; = {m € Qu|p; teilt m} die Teilmenge der Zahlen aus Qy, die durch p; teilbar sind.

Dann ist #A; = g (Bemerkung;: g ist eine natiirliche Zahl, da p; ein Faktor in der
Primzahlzerlegung von N ist.) und P(A;) = % = z%'
l !
Weiter gilt: P(A;,N..NA4;) = —— =[] -+ =[] P(A;,),denn |A;,N...NA4;,| = ——.
Piy---Piy j=1 Di; j=1 J Piy ---Piy

Die Ereignisse Aq, ..., A; sind also unabhéngig. Folglich gilt
k k
P(Zahl < N ist teilerfremd zu N) = P(A{N...NAg) = [[ P(AS) = [](1 - pL)
j=1 ' g

j=1
k
Und damit folgt die Behauptung o(N) = N - [J(1 - 1).

j=1 P

5.5.2 2-dimensionaler Fall

Wihle zufillig 2 Zahlen < N. Dabei soll ,zufallig heiken, dafs jedes Paar (i, 7) mit dersel-
ben Wahrscheinlichkeit ﬁ gewahlt wird. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf diese
beiden Zahlen teilerfremd sind?
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Der Grundraum ist Q3 = {(i,)]i,j € N,max(i,j) < N}. Fiir A C Q% sei P(A) = ﬁ—]‘?{.
Da N € N ist, gibt es eindeutig bestimmte Primzahlen p; und o; € N mit N = p{* ... pp*.

Sei A, := {(4, ) |pm teilt i und p,, teilt j}NQy. Dann ist #A4,, = (%)2 und P(A,,) = p%.

Ebenso wie im 1-dimensionalen Fall folgt: Die Ay, ..., Ay sind unabhéngig und
k k
1
P(Zahlenpaar < N ist teilerfremd) = P(A{N...NA}) = H P(AS) = H(l - =)
5 5 D;
]:1 ]:1 J
Betrachten wir nun den Grenziibergang N — oo:
k
Jim P(Zahlenpaar < N ist teilerfremd) = Jim [[(1-2%) =5
—00 —00 j=1 J

Dabei folgt das Ergebnis aus dem folgenden Lemma:

5.5.3 Lemma

Fir s > 1 sei ((s) = >_ n*. Dann gilt

n>1
1\ !
C(S):]\P_I,%O (1—];) :
p<N
p prim
Insbesondere ist ((2) = lim [[ (1—%)t= Y n2= %2‘
N=eo p<n P n>1

p prim
Beweis:
Das folgende Produkt ist ein Produkt geometrischer Reihen.

1\ 11 1
II(t-=) =11 (1t +m+ )= X
p<N b p<N L (@) P #
p prim p prim

Dabei sind p; die Primzahlen mit p; < ps < ... < p; < N < pio1. Nun gilt aber weiter,
da sich jedes n < N als Produkt von Potenzen von p; angeben léfst, dafs obige Summe
groker gleich Y- L ist. Andererseits ist diese Summe kleiner gleich ¢(s). Folglich gilt

n<N
1 1

p<N
p prim

Da fiir s > 1 die rechte Seite fiir N — oo gegen 0 konvergiert, folgt die Behauptung.

5.5.4 Bemerkung

Lakt sich das oben definierte P im Fall N — oo als Wahrscheinlichkeitsmaft auf N x N
interpretieren?

Antwort: Nein! Denn sei fir A C N x N
Q(A) = A}im P(ANQy), so ist @ kein Wahrscheinlichkeitsmafs, da fiir jedes Paar

(i,5) € N? gilt: Q({(4,5)}) = limy_oo 5 = 0 und damit > Q({(4,5)}) = 0 im Wider-
(,9)
spruch zu Q(N x N) = 1. ’
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6 Zufallsvariable und ihre Verteilung

6.1 Zufallsvariable, Verteilung einer Zufallsvariable
6.1.1 Definition (Verteilung)

Sei (€2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung X :  —
R. Durch ¢(z) := P{w|X(w) = x} wird eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf X (2) C R
definiert. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafs @ : P(X(2)) — [0,1], Q(A) = > ¢(x)

€A
heikt Verteilung von X. Man schreibt auch P¥ fiir Q.

- \/
X(Q)

Q

Sei p(z) = P({z}) die Wahrscheinlichkeitsfunktion von P. Fiir x € X () ist im obigen
Bild ¢(x) = p(w1) + p(ws) + p(ws).

q ist Wahrscheinlichkeitsfunktion, da

Y al@)= ) PwX(w) =1}

2€X(Q) 2EX(Q)

= > > pw

zeX () w|X(w)=z

= Zp(w) =1.

Fiir A C X(Q) ist
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6.1.2 Beispiel

Wir betrachten die Summe der Augenzahlen zweier Wiirfelwiirfe. Bei zwei Wiirfelwiirfen
ist der Grundraum Qy = {w = (w1, ws)|w; € {1,...,6},7 = 1,2}. Wir kénnen nun jedem
w = (w1, ws) € Qy eine reelle Zahl X (w) = w; + wy zuordnen. Dann ist X eine Abbildung
von €23 — R und damit eine Zufallsvariable.

Fiir die Wahrscheinlichkeitsfunktion und das Wahrscheinlichkeitsmafs auf €5 gilt:

plw) = ﬁ und P(A) = i—g‘i.

Die zu X gehorende Wahrscheinlichkeitsfunktion ¢ : R — [0, 1] hat folgende Gestalt:

g(k) = P({w € W|X () = k} = P({w = (w1,ws) € Qp|wy +wy = k} = Helorten=hl

_ #Hwlw e =2} #{@OD} 1

a(2) 40, 36 36
. #{w|wl + wy = 3} . #{(1’ 2)? (27 1)} _ 2
a(3) = N - 36 ~ 36
q(7) = ... = %
; #{w|w1 + W = 11} _ #{(576)7 (675>} _ 2
a(1) = oN - 36 ~ 36
#lwlwr +wy =12} #{(6,6)} 1
q12) = #Q, T3 36

Sei A C R. Dann gilt fiir die Verteilung von X: Q(A) = >_ q(k). Sei beispielsweise

keA
3

A={keRJk <3} Soist QA) = > q(k) = Y q(k) = .

k<3 k=2

Bemerkungen

1. Die Verteilung von X kann auch als Maf auf R angesehen werden. Man setzt
PY¥(A) =P (ANX(Q)) =P (X '(A) fir ACR.

PX ist aber ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf R. Denn

und
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fiir A; C R, paarweise disjunkt. Denn:

o (0n) -+

2. Sei eine Wahrscheinlichkeitsfunktion p auf einer diskreten Teilmenge W =
{z1,29,...} C R gegeben. Durch X : W — R mit X(z;) := x; wird eine Zu-
fallsvariable auf W erkliirt, deren Verteilung PX die Wahrscheinlichkeitsfunktion p

hat. Denn:
g(z:;) = P*({z:}) = P({z € W|X(2) = 2:}) = p(y).

3. Wegen 2) spricht man von einer Verteilung, wenn eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
p auf einer diskreten Teilmenge von R gegeben wird.

6.1.3 Beispiele von Verteilungen

1) Binomial-Verteilung b(n, p)

b(n,p; k) = (})p"(1 — p)"~* definiert eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf {0, 1, ...,n}.

2) Bernoulliverteilung b(1, p)
b(1,p; k) = p*(1 —p)' =" fiir k € {0,1}.
Die Bernoulliverteilung ist ein Spezialfall der Binomialverteilung fiir n = 1.

3) Poisson-Verteilung pois(A)
pois(\; k) = 37 "¢~ ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf N U {0}.

4) Pascal-Verteilung pasc(r, p)

pasc(r,p;n) = (Z:ll)p’"(l —p)" " firne{rr+1,r+2 ..}, reN

5) Geometrische Verteilung

Speziell: Fiir r = 1 ergibt sich pasc(1, p;n) = p(1 — p)"~L.

6.2 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
6.2.1 Definition (Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen)

X1, Xo, ..., X,, seien Zufallsvariablen auf (€2, P) und
X;(€) sei der Wertebereich von X; furi=1,...,n
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X1, ..., X, heiffen unabhéngig, falls fiir alle z; € X;(Q) firi =1,...,n gilt:

P (ﬂ{xi — zi}> = HP({Xi =z}).

Dabei haben wir die Kurzschreibweise: {X; = z;} = {w € Q|X;(w) = z;} verwendet.

6.2.2 Satz

X, .., X,, seien Zufallsvariablen auf (€2, P). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) X1, ..., X, sind unabhéngig.
i=1 i=1
Dabei bedeutet {X; € A;} := {w € Q| X;(w) € A;}.
Beweis:
(2) = (1) trivial.
(1) = (2) Seien Ay, ..., A, gegeben.
Da nur die Elemente aus X;(§2) N A; eine Wahrscheinlichkeit > 0 haben und X;(€2) ab-
zahlbar ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dafl die A; abzdhlbar sind und die Form

A; = {vin, Vo, ...} haben. Damit kénnen wir die Mengen {X; € A;} folgendermafen
zerlegen: {X; € A;} = U{Xi =vi;}-
J

Somit gilt

e Ay =NUX = vt = U X0 = v X2 = 9200 X = s}
i=1

=1 ji J1sesdn

und damit

P <ﬂ{Xz & Al}> = Z P ({Xl = y1j17X2 = Y2ja, 7Xn = y”]n})

= Z HP(Xz' = Yiji)
ST (P =)
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6.2.3 Beispiel (n-facher Miinzenwurf einer p-Miinze)

Beim n-fachen Miinzwurf ist der Grundraum 2 = {w = (wy, ...,wy,)|w; € {0,1}} und das
dazugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf P({(wy, ...,w,)}) = p=“i(1 — p)n~2«i,
Wir definieren die Zufallsvariablen X; : Q@ — {0,1}, X;(w) =w; firi=1,...,n.

Behauptung: X1, ..., X, sind unabhangig.
Beweis: Sei (w],...,w],) € 2 beliebig. Dann gilt:

P (ﬂ{Xi = w£}> = P({(whsewp)}) = p= (1= p)" 2 = [[ PUX = wi})
i=1 ‘
und damit sind Xi, ..., X,, unabhéngig.

Sei nun S,, = > X;. Dann gilt:

=1

I
wl
=
&
§
=

Sind also die X; Bernoulli-verteilt, d.h. P(X; = w;) = p*i(1 — p)'™¥i, w; € {0,1}, so ist
die Summe S,, der X; nach b(n, p)-verteilt.

Allgemeiner gilt: Seien X7, ..., X,, unabhéngig und b(1, p) verteilt und Y7, ..., Y;, ebenfalls
unabhéngig und b(1, p) verteilt. Dann ist > X; + > Y; b(n + m, p)-verteilt.

=1 7=1

6.2.4 Satz (Konstruktion eines Wahrscheinlichkeitsraumes aus n unabhéngi-
gen Zufallsgrofien zu vorgegebenen Verteilungen)

Seien (€2;, P;) Wahrscheinlichkeitsrdume mit ©; C R fiir ¢ = 1,...,n und p;, die zu den

Wahrscheinlichkeitsmafen P; gehorigen Wahrscheinlichkeitsfunktionen.

Weiter sei Q = Qy x...xQ, ={w = (w1, ..o,wy)|w; € Qi =1, ....,n}und p(w) = [] pi(wi).
i=1

Seien X;(w) = w; fiir i = 1, ..., n Zufallsvariablen und sei P das zu p gehorige Wahrschein-
lichkeitsmafs. Dann gilt:

a) p(w) ist eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf €.
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b) Die Zufallsvariable X; ist nach P; verteilt.

¢) Xi,..., X, sind unabhéngig.

Beweis:

zu (a): ) plw)= Y szwz Z Zszwz

weN (wl ..... wn)l 1 wpn =1

o) (5

zu (b): {X; € A} = {w|Xi(w) € A;}

= {w|w; € 4;}
:QlX...XQi,1XAiXQZ'+1X...XQn

P({XZEAZ}> :P<Ql X ... XQi_l XAiXQi+1 X ... XQn)
= Pi(Q) - Poa (i) - Pi(Ai) - Pia(Qiga) -+ - Po(Q)
= P;(Ai)

zu (c): Q{X,- € A} = {wX;(w) € Agyi=1,...,n}

={wlw; € A;;i=1,...,n}
=A; XAy x ... x A,

P((Tﬁ{)(z € Az}) = P(Al X ... X An)

= > ln

WEAIX...X Ay i=1

(2] (5 0e)

= Pi(A) ... Py(4,)
= HP({Xi € A})

6.2.5 Satz (Summe von Binomialverteilungen, Poissonverteilungen, Pascal-
verteilungen)

Seien X; und X, unabhéngige Zufallsvariablen.

a) Sind die X; Binomial-verteilt nach b(n;,p) fiir ¢ = 1,2, dann ist X; + X, Binomial-
verteilt nach b(ny + ns, p).
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b) Sind die X; Poisson-verteilt mit Parameter \; fiir i = 1,2, dann ist X; + X, Poisson-
verteilt mit Parameter \; + As.

Beweis:
zu (a): P{X;+ Xy = l}):P(U{Xlzi,XQZZ—i})

PUX, =i, Xo =1 —i})

{ X1 =iHhP({ Xy =1 —1})

P

e (o
> o l( 0"

=p'(1 - p)’“*"zlg (7?) (lnfl>

nitno—ti [T +n
=p'(1—p)m* l( Y 2)

~1 MNH MNH'MN

by PUX0 1 Xo = 1)) = P(U{Xy = i, Xy = 1 — i})

=0

—ZP{Xl—m ({X=1-i})

Z)‘Zl B T
i! (l —1)!

=0

z l—1i
mmz Az

(I —1)

1 A l! [
_ —(tAae) 2\ )\l—z d —
‘ Il 2 (z) 12 ) (2)

. e*()\1+)\2) (Al + >\2)l
N [!

(binomische Formel)
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7 Erwartungswert und Varianz von Verteilungen

7.1 Der Erwartungswert

7.1.1 Beispiele

1) Spiel mit einem Wiirfel: Der Gewinn sei i, falls der Wiirfel i ergibt. Was ist ein
fairer Einsatz?
Antwort: %-1—!—%-2—!—...—#%-6:3,5.

2) Sei n; die Anzahl der Familien mit ,i“ Kindern.
Dann ist n = ng + ny + ... + ny1g die Anzahl der Familien,
und m = ny + 2ng + ... + 18n;5 die Anzahl der Kinder.
Mittlere Anzahl der Kinder pro Familie ist =*.

7.1.2 Definition (Erwartungswert)

Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, p die zu P gehérige Wahrscheinlichkeitsfunktion
und X eine Zufallsgrofe auf €.

E(X) = 3 X(@)p(w)

weN

heifit Erwartungswert von X, falls X > 0 oder Y | X (w)|p(w) < oo gilt.

weN

7.1.3 Bemerkungen
(1) Der Erwartungswert ist der mittlere Wert einer Zufallsvariablen bzw. ihrer Verteilung.

(2) Sei f:R — R eine Funktion. Dann ist f o X eine Zufallsgrofe und wenn ihr Erwar-
tungswert existiert, so ist dieser E(f o X) = Y f(X(w))p(w).
we

(3) EX = oo ist moglich, falls X > 0 ist! Siehe Beispiel 7.2.4.

(4) Falls ¥ X (@)[p(w) < 00, 50 gilt BIX] = 3 [X(w)lp(w).
wel) we
Dies sieht man so: Da auf der rechten Seite eine absolut konvergente Reihe steht, kann

man die Reihe > X(w)p(w) umordnen. Es gilt

E(X) =) Xt(wpw) =Y X (W) = B(XT) - E(X"),

wobei X+2Jw) = X (w)VO0 und X~ (w) := (=X (w)V0) sind. Es gilt auRerdem X*(w) >
0. Da | X (w)] = XT(w) + X~ (w) ist, gilt auch E|X| = E(XT) + E(X").
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7.1.4 Eigenschaften des Erwartungswertes
(1) Bla- X) =a- E(X).

1 falls we A
0 falls w¢ A°

(2) Fiur A C Q gilt: E(14) = P(A), wobei 14(w) = {
(3) [EX| < E|X|
(4) Sind E|X| und E|Y| kleiner unendlich, so gilt E(X +Y) = E(X) + E(Y).

(5) Sind X,Y Zufallsvariablen mit P({w|X(w) < Y(w)}) =1, so gilt: F(X) < E(Y).

Beweis:
Zu (1): E(aX) = %aX(w)p(w) =« %X(w)p(w) = aE(X).
Zu (2): E(14) = %:Q La(w)p(w) = %p(w) = P(A).

Zu (3): |[EX|=|E(X")-EX")|<|EXT|+|EX |=EX"+X")=FE|X|
Zu (4):

E(X+Y) =) (X(w)+Y(w)pw)

weN

= Z X(w)p(w) + Z Y(w)p(w)
= E(X)+ E(Y)
Zu (5):

E(X) =) Xwpw)

we

= > X(w)p(w) + > X(w)p(w)
we{w| X (W)Y (w)} we{w| X (w)>Y (w)}

(%)

< Ywpw+ Y, Xw)-0
we{w| X (w)<Y (w)} we{w| X (w)>Y (w)}

= > Y(w)p(w) + > Y (w)p(w)
we{w| X (w)<Y (w)} we{w| X (w)>Y (w)}

=) Y(wpw)
we

= E(Y)

(*) P(X <Y)=1, und damit P(X >Y) =0
und schliefslich p(w) = 0 auf {w | X(w) > Y(w)}.
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7.1.5 Folgerung (Poincarés Ein- und Ausschlufiformel)

Unter Verwendung des Erwartungswertes 1aft sich Poincarés Ein- und Ausschlufsformel

P(kCJ1 Ap) = S (=1)kt 2. P(A; N...NA;) ganz einfach beweisen.

k=1 D1 yeenslle

Beweis:

7.1.6 Satz (Transformationssatz)

Sei (2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable mit der Wertemenge
X(Q) = {z1,29,...}. Fir x € X(Q) sei ¢(x) = P{w|X(w) = x}). Weiter sei f: R — R
und es gelte f > 0 oder E|f(X)| < co. Dann gilt:

a) B(f(X) = Y flza(a)

b) Ist Y eine weitere Zufallsvariable auf (Q, P) mit Y(Q2) = {v1,92,...}. Sei g : R* = R
und gelte g > 0 oder Elg(X,Y)| < co. Dann gilt

,J
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Beweis:

zua) B(f(X)) = f(X(w

weN
(o]

=Y Y X))

=1 {elX (@)=r)

=3 fw) 3 )

{wlX(w)==}

= Zf (z:) P{w| X (w) = z:})
= Zf(ffi)CI(xz‘)

zu b) Der Beweis geht entsprechend wie a).

7.2 Beispiele von Erwartungswerten

7.2.1 Binomial-Verteilung

Seien Xj, ..., X,, Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = pi =1-P(X;=0)firi=1,..,n.
Dann gilt : E(X;)=1-P(X;=1)+0-P(X; =0) =

Aufserdem gilt: E(X; + Xo+ ...+ X)) = BE(Xy) + ... + E( n) = Zpl

Gilt p; = p fir i = 1, ..., n, so liegt die Binomial-Verteilung vor. Fiir den Erwartungswert
der Binomial-Verteilung gilt: F(X; + ... + X,,) = np.

Auf dasselbe Ergebnis kommt man auch mit Hilfe von Satz 7.1.6:

P(X =k) =q(k) = (})p"(1 — p)"*. Also gilt:

|
(]
e
TN TN T
> 3 3
~—
g
E
=
|
=
i
E

k=1
"(/;)\ 3 n n—1 pk(l_p)n—k
k—1
k=1
“/n—1 _ e
= w3y ()
k=1
n—1 n—1
= np ( ; ) p'(1—p) ™V~ (binomische Formel)
=0 .
-1
= np.
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7.2.2 Poisson-Verteilung

P(X =k) = 3re™> = q(k)

da g Wahrscheinlichkeitsfunktion auf Ny ist.

7.2.3 Geometrische Verteilung

P(X=k)=p(1-prtfirk=12,...

E(X)=Y kp(l=p* ' =p>X k(l-p''=p 5=
k=1 k=1
Dabei haben wir folgende Identitiit verwendet: Y ka*~! = (x_11)2 fir |z < 1.

k=1
Ein anderer Weg: Ohne Beweis sei folgender Satz angegeben: Ist X eine Zufallsvariable

mit Werten in Z71, so gilt: F(X) = > P(X >n).
n=1

EX)= S P(X =) = X (1-p = S (1 -p)" = 5 = &

7.2.4 Beispiel fiir £(T) = oo

Seien X; fiir i = 1,2, ... unabhéngige Zufallsvariablen mit P(X; = 1) =
Die Gewinnsumme nach n Spielen betrégt S, = Zn: X;.

Fiir den Erwartungswert der X; gilt: EX; =1 - g:qtl (=1)-3=0.

Der Erwartungswert der Gewinnsumme nach n Spielen ist: ES,, = f:lEXi =0.

Sei T' = min{n > 1|5, = 1} die Anzahl der Spiele bis, die Gewinnsumme zum ersten Mal
den Wert 1 annimmt.

Fragen:

1) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf man irgendwann die Gewinnsumme 1 hat?
2) Wie lang mufs man im Mittel werfen, bis die Gewinnsumme 1 erreicht wird?
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Antworten:
1) P(T < ) = 1.
2) E(T) = oc.

Beweis: spiter !!

7.3 Varianz und Kovarianz
7.3.1 Definition (Varianz, Standardabweichung)

X sei eine Zufallsvariable auf (€2, P) mit F(X?) < co.
Dann heiflt Var(X) = E(X — F(X))? Varianz von X
und o(X) = y/Var(X) Standardabweichung von X.

7.3.2 Bemerkungen:

(1) Beide Grofsen sind Mafizahlen fiir die Streubreite der Verteilung von X um E(X)
herum.

(2) Durch die Forderung F(X?) < oo ist die Varianz wohldefiniert, denn es gilt:
X|<1+X?=E|X|<1+E(X?) <x=|EX)] <.
(3) Var(X) = E(X?) — (F(X))?, denn:
Setze p = E(X). Dann ist Var(X) = F(X — p)? = E(X? — 2Xp + p?)
= BE(X?) = 2uB(X) + p* = B(X?) — 20% + p* = E(X?) — pi*.
(4) Es gilt 0 < Var(X) < oo, denn wegen (3) ist
0 < Var(X) = B(X — p)? = EX? — (EX)? < EX? < 0

(5) Var(aX +b) = a*Var(X), denn:

Var(aX +b) = E(aX +b— E(aX +b))?

7.3.3 Definition (Kovarianz, Korrelationskoeffizient)

X und Y seien Zufallsvariablen mit Var(X) < oo und Var(Y') < oo.
Dann heift

Kov(X,Y) := E(XY — E(X)E(Y))
Kovarianz von X und Y

und
Kov(X,Y)

a(X)o(Y)

heift Korrelationskoeffizient von X und Y.

Kor(X,Y) :=
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7.3.4 Bemerkungen

1) Es gilt —oo < Kov(X,Y) < o0
Fiir a,b € R gilt 2|a - b| < a® + V. Setze a = |X — EX| und b = |Y — EY, so folgt
(X = EX)(Y — EY)| < (X~ EX)* + (Y — BY)? und damit [Kov(X, V)] < E|(X -
EX)(Y — EY)| < 4(Var(X) + Var(Y)) < oo

2) Es gilt Kov(X,Y) = E(X -Y) — EX - EY.
Kov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY))

— FE(X-Y-XEY -YEX + EX - EY)
= E(X-Y)— EX - EY.

3) Sind X und Y unabhéngig, so gilt E(XY) = E(X)E(Y) und damit Kov(X,Y) =0
und Kor(X,Y) = 0. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Beweis:

E(XY) = ¥ X@)Y (@)p) PSS iy P{w | X(w) = a1, Y(w) = yi})

= o Pl | X )= 2 })P({w | Y(w) = ;})
<2m Pl | X() = s (S uPUe | V) =)

Satz_7 1.6

E(X)E(Y)

7.3.5 Satz

Seien X;, i = 1,...,n Zufallsvariablen fiir i = 1,...,n mit F(X?) < oo und S, = Y_ X;.
i=1
Dann gilt:

(1) Var(S,) = Z\/ar( i)—F;.KOV(XZ',Xj).
i#j
(2) Falls Xj, X2, ..., X, unabhéngig sind, ist
Var(S,,) = Z\/ar( i)

Diese Glelchung heifst Gleichung von Bienaymé.

Beweis:
Zu (1): Sei py, = E()ik) i :
(Sn — E(Sn))? (;( 11))* = (;( ))(;(Xj — 1))
= 30X - )+ S = (X~ )

i#j
Bildet man auf belden Seiten den Erwartungswert, dann folgt (1).

Zu (2): Sind die X; unabhéngig, so gilt Kov(X;, X;) = 0 fiir ¢ # j. Daraus folgt die
Behauptung.
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7.4 Varianzen einiger Verteilungen
7.4.1 Gleichverteilung auf einer endlichen Menge

Sei @ = {1,...,n} und p(i) = % fiir alle i € Q. Weiter sei X : Q — R eine Zufallsvariable
und X (Q) = {1, ..., z,, } ihr Wertebereich. Dann gilt:
E(X)=2Y 2=, Var(X)=21%(z;—7,)>%

i=1 ;

=1
n

Da Var(X) = E(X?) — [E(X)]?, gilt: £ Y (z; —7,)* =1 Z — 72 und damit

=1
n n

St a? =S (x; — T,)? + nT.

=1 i=1

7.4.2 Bernoulli-Variablen und ihre Summen

Seien X7, ..., X, unabhingige Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p; und P(X; = 0) =
1 — p;. Dann gilt: E(X;) = p; und Var(z;) = p; — p? = pi(1 — pi)

Sei S, = Z X;. Dann ist wegen E(S,) = sz und Var(S,) = sz ST ph
=1

Seip:=1 sz‘- Dann gilt
i=1
ar(.S,) wird maximal, wenn p; = P fiir alle . In diesem Fall ist dann Var(.S,,) = np(1—p).
Ta1

Beweis: Var(S,) = np — Zp — (np* + X (pi — D)?)
i=1
Die rechte Seite wird minimal, falls Y (p; — p)? = 0. Dies gilt genau dann, wenn p; = p
i=1
fiir alle 7 ist.

7.4.3 Poisson-Verteilung

Sei X Poisson-verteilt mit Parameter A\. Dann gilt:
E(X) = )\ und Var(X) = E(XZ) — [E(X)P = )\, denn:

Und damit ist Var(X) = A2 + X — A2 = \.
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7.4.4 Hypergeometrische Verteilung

In einer Urne seien r rote und s schwarze Kugeln. Davon werden n Kugeln ohne Zuriickle-
gen gezogen (n < r+s). Um die Varianz der Anzahl der schwarzen Kugeln in der Ziehung

zu bestimmen definieren wir fiir ¢+ = 1,...,n die Zufallsvariablen
¥ — 1 falls i-te Kugel Schwarz ist
' 0 sonst

Sn = >, X, sei die Anzahl der schwarzen Kugeln in der Ziehung.
i=1

Mit p := P(X; = 1) = 2 gilt E(X;) = E(X}) = p und damit Var(X;) = F(X7) —
(E(X1))* =p—p*=p(1 —p)

Es 1akt sich zeigen, dakl P(X; =1)=P(X; =1)=pfiralleiund P(X; =1, X, =1) =
- fiir alle j # k ist. (Siehe Krengel, Kap 2.7: Austauschbare Verteilungen.)
Damit ist: Var(X;) = E(X?) — (E(X;))*> =p — p* = p(1 — p) = Var(X;) und

KOV(Xj,Xk) = E(XJXk> — E(XJ)E(Xk) = P(X] = 1,Xk = 1) —p2

- s—1 5

_pr+s—1 b

=—p(l—p)——— firj#k.
p=p) oy firj#

Unter Verwendung von Satz 7.3.5 folgt daraus:

Var(S,) = Var (Z X, ) = i Var(X;) + ) Kov(X;, X,

ik
= nVar(X;) —n(n — 1)p(1 — P)m;_l
— np(l —p) — np(l —p)(n - 1>7“+S;—1

— 1) f1- 2],

r+s—1

Wenn wir alle » + s Kugeln aus der Urne ziehen, erwarten wir natiirlich, dafs wir alle
schwarzen Kugeln ziehen und somit S,, auf jeden Fall den Wert s annimmt. Fiir n = r+s
erwarten wir also Var(.S,) = 0. Ein Vergleich mit der Formel bestétigt diese.

7.5 Die Tschebychew-Ungleichung und das Gesetz der Grofsen
Zahlen

Seien X1, Xs, ..., X,, unabhingig und X, = % Z ;- Dann gilt:

Satz 7.3.5

Var (X, Var( ZX)——QVar<ZX) = nZZVar



7.5 Die Tschebychew-Ungleichung und das Gesetz der Grofien Zahlen 59

Haben die Xy, ..., X,, alle dieselbe Verteilung, so gilt:

Var(X,,) = %Var(Xl) und E(X,) = %i E(X;) = E(X)).

Da die Varianz von X,, gegen 0 geht fiir n — 0o, so vermutet man: X, — F(X)). Es ist
aber nicht ganz klar, was Konvergenz hier bedeutet.

7.5.1 Satz (Tschebyschew-Ungleichung)

Sei X eine Zufallsvariable mit £(X?) < oco. Dann gilt fiir jedes € > 0:

P(fw: [X(w) ~ BX)| > e) < VX
Beweis:
Sei X'(w) := X(w) — E(X).
Dann gilt: F(X’) =0, Var(X) = Var(X’) = £(X") und damit

P(IX — E(X)| >¢) = P(|X'| > ¢)
= )  PX'=u)

{zeX’(Q): |z|>e}
I‘Q ’
< > S P(X' =)

{zeX’(Q): |z|>e}

1

= Z ?P(X' = 1)
2€X'(Q)

1
— 6_2E(X/2)

IN

1
= 8—2Var(X’)

1
= g—QVar(X).

7.5.2 Satz (Gesetz der Grofsen Zahlen)

Fiir jedes n seien X;, i = 1,...,n unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit £(X?) < oo. Sei X,, =1 3" X;. Dann gilt fiir jedes ¢ > 0:
i=1

lim P({w: |X,(w) — E(X))| >¢}) =0.

n—~o0

Schreibweise: X, = E (X1) (stochastische Konvergenz).
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Beweis: o
Setze in die Tschebychew-Ungleichung (Satz 7.5.1) X := X, ein. Dann gilt:

Var (X,) ' (@X) %i Var) Var(X,)

P(|X, - E(X < — i=1 _ _
(%~ BT > <) < L L T v
Damit gilt:
1 Var(X
lim P (X, — B(X,)| > ¢) = lim P (X, — B(X})| > ¢) < lim _%21) o
n—oo n—oo n—oo M, B

7.5.3 Beispiel: Die p-Miinze

Wir betrachten eine p-Miinze, d. h. P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = 1 — p. Damit ist

Die X; seien unabhéngig und X,, = % > X

i=1
Die relative Haufigkeit der ,,1“ bei n Wiirfen konvergiert gegen p, X, L E (X1) = p. Das
ist aber genau die Aussage des Gesetzes der grofen Zahlen.

7.5.4 Anwendung (Wahlumfrage)

Vor einer Wahl werden n Personen befragt, ob sie die Partei A wihlen werden oder nicht
1 falls Person i A wahlt

(Ja-Nein-Antworten). Dabei gelte X; =
0 sonst

und P(X; =1)=p=1-P(X; =0).
Schéitze p mit Hilfe von X,,.
Es gilt: E(X,,) = p, Var(X,,) = (1 ) und X, — p.

7.6 Approximation stetiger Funktionen auf dem Intervall [0, 1]
durch Polynome

Auch hierfiir kann man das Gesetz der grofen Zahlen anwenden.

7.6.1 Satz

Sei f:1]0,1] — R, f stetig.
Sei B,(p) := Z FEYQ)PH(1 = p)»~*. Dann gilt:
(

Die Folge von Funktlonen B,,)nen konvergiert gleichméfig gegen f fiir n — oo.
In Formeln: lim max |B,(p) — f(p)| = 0.

n—oo 0<p<1
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Beweis:
Seien X1, ..., X,, unabhéngige, identisch verteilte Bernoulli-Variablen mit

P(X;=1)=p=1-P(X;=0) undSn:%ZXi’
i=1

Dann ist Ef(S,) = Z F(E)b(n, p; k), wobei b(n,p; k) = (})p*(1 — p)"*.

Da f auf dem kompakten Intervall [0, 1] stetig ist, ist f gleichméfig stetig auf [0, 1]. Damit
gilt: Ve > 0 30 > 0 mit |f(x) — f(y)| < e falls, |z —y| < 6.
Aufserdem ist f beschrankt, also max |f(z)] < M fiir ein geeignetes M € R.

Sei also € > 0. Dann gibt es ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < ¢ falls |z — y| < 0 und es gilt:

1f(p) = Bap)| = IZf(p)b(n,p, Zf b(n, p; k

= IZ ))b(n, p; k)|

k

< Y - f(;)lb(n,p; B+ Y @) = SC)b(n.pik)

{k:| £ —p|<5} {k:| £ —p|>5}
< e > bmpik)+2M > b(n,pik)

{k:| £ —p|<5} {k:| £ —p|>5}
< e+2M-P{|S,—p| > d})
Satz7.5.1 1
< a4 QMM
no?

< N .
< g da Dax p(l —p) =1/41ist,
= &t 2n62
< 2, falls n hinreichend grofs ist.

Wir haben also ein n gefunden, das nur von ¢ und nicht von p € [0, 1] abhéngt. Damit ist
die Konvergenz gleichmafig.
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8 Satz von de Moivre-Laplace und seine Verallgemei-
nerung

8.1 Der Satz von de Moivre-Laplace

Seien X;, i =1,...,n unabhéngige Zufallsvariablen mit P(X; =1) =p=1—-P(X; =0)

und S, = > X;. Dann ist S,, binomialverteilt nach b(n, p).
i=0

8.1.1 Satz (de Moivre-Laplace)

Fiir alle —oo < a < b < o0 gilt:
S, —np

lim Pla < ————= <

Yy
Dabei ist ®(y) := [ \/%e_ljﬂdq:

Bemerkungen:

1) Si= \/% ist eine standardisierte Zufallsvariable, d.h. F(S’)=0 und Var(S})=1.

Der Satz besagt demnach, daf die Verteilungen der standardisierten Variablen konver-
gieren.

2) Der Satz beschreibt die Konvergenz von Flachen: lim »° b(n,p; k) — ®(«), wobei

n—oo oo
a, = np + ay/np(l — p) ist.

3) Eigenschaften von ®: &(—oc0) = 0, P(+00) = 1, ® ist monoton wachsend und symme-
trisch um “0".

4) Der Satz wird oft folgendermafen verwendet:

PO Y (e WY Y (i
P(aSSnSb)NCD(\/m) @Wm)'

5) Sei p, := 2= = X,,. Dann besagt Satz 8.1.1: lim P(a < Vilbnp) < p) = §(b) — P(a).

n—oo p(1—p)
D G _Sump _ Sn_p Sn_p f(pn—p)‘
enn o, \/np(lfp) \/p(l p) \/_\/p 1-p) \/p(lfp)

Diese Formulierung driickt die statistische Bedeutung von Satz 8.1.1 aus:
Nach dem Gesetz der grofsen Zahlen gilt: p, EiR p fiir n — oo, das heift:
Fiir alle ¢ > 0 gilt lim P,(|p, — p| > ¢) = 0.

Der Satz von de Moivre-Laplace gibt die Schwankung von p,, um p an.

6) Satz 8.1.1 bleibt richtig, wenn wir im Argument von P die < durch < ersetzen. Also

: Sp—np - .
nh—>nolo P(a < By oo < b) = P(b) — D(a).
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8.1.2 Korollar

Seien Xi,..., X, unabhéingige Zufallsvariablen mit P(X; = 1) = p=1— P(X; = 0) fiir
i =1,...,n. Dann gilt fiir alle ¢ > 0: lim P(|%2 —p| > ) = 0.

8.1.3 Beispiel

Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass in 6000 Wiirfen mit einem Wiirfel die “6”.

a) mehr als 1100 auftritt?

b) hochstens 950 mal oder mindestens 1050 mal auftritt?
Losung:

a) P(llOO < SGOOO < OO) =P (100 < SGOO[) — 6000 - % < oo)

_ 100 * — *
=P (—\/W < S0 < oo) P (V12 < g0 < 0)
Satz 8.1.1

~~
>~ P (oc0) — P (VI2) =1-(V12) = 0,00028.
b) P (SGOO[) < 950 oder 86000 > 1050) =1—-P (950 < SGOOO < 1050)

— _ —50 * L — . . *
=1=-r (M@‘oooég < Soon < \/ﬁoooég> 1 P( V3 < S6000 < \/3)
Satz 8.1.1

SN

=~ 1-[®(V3) - (—V3)] =0,0832

2

8.1.4 Vergleich der normierten Binomialverteilung mit ¢

Naherungsweise gilt:

P(S, < V) = P(S; < ) ~ )

s ox . Sa—np
wobei S} = py et
Wie gut ist diese Naherung fiir verschiedene n?
Fiir groke n ist die Naherung gut, vor allem dann, wenn b in der Nahe von np liegt.
Man erhélt aber noch bessere Werte, wenn man eine so genannte Stetigkeitskorrektur
vornimmt, indem man b durch & + % ersetzt. Das macht sich besonders fiir kleine n
deutlich bemerkbar.

Numerisch:
p=0,4 V=np-0,8
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Y| S by | By | (i
=0 np(1—p) np(1—p)
12 | 4 4382 3187 4298
25 | 8 2735 2071 2701
50 | 16 1561 1241 1562
100 | 32 .0615 .0512 .0629
200 | 64 .0119 .0105 .0126

Man beachte, daf gilt: P(S, <b') — 0 fir n — oo

8.1.5 Beispiel: Unsicherheit bei Wahlumfragen

Es werden 2000 Wahler befragt, ob sie die Partei A wéhlen werden. Die Wahrscheinlich-
keit, dak eine befragte Person ,Ja“ antwortet, sei py = 0, 55.
Frage: Was ist die Wahrscheinlichkeit, dafs 55 + 2, 5% der Befragten mit ,,Ja* antworten?

Behauptung: Sei S009 die Anzahl der Personen, die ,Ja* antworten. Dann gilt:

Beweis:
55 + 2, 5% der befragten Personen sind 1100 + 50 Personen. Mit Satz 8.1.1 folgt:

Py, (1050 < Sag00 < 1150)

52000
P -
Po { 2000

= Py, (=50 < Sho0 — 1100 < 50)

:p0<

—50

€ [po£0, 025]} >~ (), 9754.

= P,, (—2,2473 < S3g0 < 2,2473)

~ $(2,2473) — B(—2,2473) = 0, 9754.

< Sa000 — 1100 < 50
/2000 - 0,55(1 — 0,55) ~ /2000 - 0,55(1 — 0,55) ~ /2000 - 0,55(1 — 0, 55)

8.2 Die Landauschen Symbole und die Stirling Formel

8.2.1 Definition (Landausche Symbole)

Seien (@, )neny und (b, )nen Folgen mit Werten in R. Sei b,, # 0 fiir alle n.

1. Man schreibt a,, = o(b,) fiir n — oo, wenn ¢= — 0 fiir n — oc.

bn

2. Seien a,, > 0 und b, > 0 fiir alle n. Man schreibt a,, = O(b,,) fir n — oo, falls eine

Konstante K > 0 und ein ng € N existieren, so dak a,, < K - b, fiir n > ny gibt.
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3. Sind a,, b, # 0 fiir alle n, so schreibt man:

anwbnfﬁrnﬁoofalls%—>1fﬁrn—>oo.

Mann sagt a,, is asymptotisch dquivalent zu b,,.

8.2.2 Beispiele

1. Die folgenden zwei Aussagen sind dquivalent:
a, =o(1l) und a, — 0 fir n — occ.

2. n = o(n?) fiir n — oo.

3. Inn = o(n) fiir n — oo. Denn setze y = Inn, dann ist:

lnn _ y < ! — 0 fiir y — oo
y2 y3 — v,y
1+y+j+§+... 1+ﬁ+§+"~

n ev
und y — oo.

4. Es gilt: a, ~ b, firn — 00 & 32 =140(1) fiir n — oo.
Dabei bedeutet a, = b, + o(c,) fir n — oo: Es existiert eine Folge (d,,)nen mit

a, = b, +d, und d,, = o(c,) fir n — oc.

8.2.3 Stirling Formel: n! ~ /2mnn"e™".

Sei a,, = v2mnn"e™". Dann wird n! fiir grofse n gut durch a,, approximiert. Es gibt jedoch
zwei Folgen a], und a!/, die n! noch etwas besser approximieren und besonders fiir kleinere
n sehr niitzlich sind: o], = a, - er und a, = a,, - €72n+1.

Hier ist ein Vergleich der Formeln:

n| nl an al, al

1] 1 0,922 1,002 0,996

2| 2 1,919 2,006 1,997

3| 6 | 5836 | 6,003 | 5995

41 24 | 23,506 | 24,001 | 23,990

5 | 120 | 118,019 | 120,002 | 119,969

n 2 | 3 | 4
a,/n! | 0,922 | 0,9595 | 0,9771 | 0,9794
ay/n! | 1,002 | 1,0003 | 1,00005 | 1,00004
al’/n! {0,996 | 0,9985 | 0,99917 | 0,99958

Man sieht, daf insbesondere fiir kleine n die Formeln @/, und @ besser sind. Da aber fiir alle
drei Formeln asymptotische Aquivalenz zu n! gilt, ist es fiir mathematische Beweise nicht
wesentlich, welche man nimmt. Deshalb werden wir stets die Formel fiir a,, verwenden.
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8.3 Approximation der Binomialverteilung

Die Wahrscheinlichkeit bei n Wiirfen mit einer p-Miinze k, Einsen zu werfen betragt
P(X =k, = (kZ)pk"(l —p)" k. Fiir n — oo und k, — oo so, dak auch n — k, — oo, gilt
ndherungsweise unter Verwendung der Stirling-Formel (Dabei schreiben wir k fiir k,):

n! b1 = pyrt V2mnne "pF(1 — p)nF
kl(n — k)!p P V2rkkke=k\/2m(n — k)(n — k)r—ke—(n=k)
1 p l—p
- (B
\/27r§(1 — %)n n n
1 1-—
= Py p)”_k mit p, = —
V2mpn(1—po)n Pn” 1 —pa n
= 1 [ﬁpn 1—p)17pn”
V2rpa(1—pa)n Lon” 1 —py
1 e~ (Pn.p)

- \/27Tpn<1 - pn)n

mit I(g,p) = ¢In(}) + (1 —q) ln(%g), wobei 0 < p < 1 und 0 < ¢ < 1. I(g,p) heifst
relative Entropie von ¢ beziiglich p. Zusammenfassend haben wir folgendes bewiesen.

8.3.1 Satz

Sei 0 < p < 1 und sei 6 < min(p,1 — p). Dann gilt

1
P,(S, =np,) = e’”l(p"’p)(l +0(1))

B \/27mpn(1 — Dn)

gleichméfig fiir alle Folgen (p,;n > 1) mit np,, € {0,1,...,n} und min(p,, 1 — p,) > /2
fiir n — oo.

Bemerkung: Gleichméfig bedeutet hier, dak der o(1)-Term lediglich von § und n ab-
héngt.

Nun wollen wir den Exponenten nl(p,,p) entwickeln und einen lokalen Grenzwertsatz
herleiten. Dazu brauchen wir einige Eigenschaften der relativen Entropie.

8.3.2 [Eigenschaften von I(q,p)
Es gilt:
1) I(p,p) =0,

2) I(q,p) > 0 fiir ¢ # p,

3) I(gq,p) ist strikt konvex und zweimal stetig differenzierbar in beiden Argumenten.

Folglich ist eine quadratische Approximation nahe p moglich.
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8.3.3 Lemma

Sei 0 < p < 1. Dann gilt I(p,,p) = %% + o((pn — p)?) fiir p, — p.
Beweis:

I(pn,p) = —Pnln<£)_(1_pn)ln<1—pn

Pn—DP P—Dn
Py~ (- - P2

= —p,In(1—

—pal= (L) - Sy (B Ly

~(1=pl- () - S By o Bt

2 [ )+ g LD (PR,

2 pn Pn
=) + 5 2 o222y

oo
[\
ot
w

1 (pn_p)2 2 2

o= ) +0o((pn — p)?) + o((pn — p)7),
L —p)
2pn(1 _p")

H}j

o
n} £
S

+ 0((pn - p>2) tir p, — p,
daIn(l — ) = —z — 222 + o(2?) fiir z — 1.
Damit ergibt sich folgender Satz:

8.3.4 Satz (Lokaler zentraler Grenzwertsatz)

Sei 0 < p < 1. Dann gilt fiir jedes K > 0 und alle Folgen (p,,)nen mit np, € {0,1,2,...,n}
und |p, — p| §\%fﬁrn—>oo:

n(pn—p)?

(1) Bo(S = npa) = Zmimsme i (1 + o(1),
_n(pn—p)2
(2) Pp(S’n = npn) = me 2p(1=p) (1 + 0(1))

Diese Konvergenz ist gleichméfig fiir alle Folgen (p,,),eny mit den oben genannten Bedin-

gungen.
Beweis:
Zu (1): Sei |p, —p| < £ Dann existiert eine Folge (a,)neny mit p, = p + \/% und
la,| < K fiir a2He n. Nach Lemma 8.3.3 ist nl(p,,p) = n[2]gn(1 z)m) + o((pn — p)?)]. Da
n(p,—p)? = "% < K2 ist, folgt sofort nl(p,, p) = 2p((—+0(K2) und weil o(K?2) = o(1)
ist, ergibt sich nl(p,,p) = % + o(1). Damit ist

—nl( ) M—i—o(l) _ n(pn—p)> (1) _ n(pn—p)?

e ni{Pn,P) — = ¢ 2pn(1-pn) =e 21777,(1*?71)60 =e 2pn(17pn)(1 —|—0(1))
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Also gilt mit 8.3.1

1 n(pp—p)?

1 \Pn—P)
e—nf(pn,m(HO(l)) —e T2 (140(1))?2,

P Sn: n) —
( " ) \/27Tpn n \/27Tpn n

woraus Behauptung (1) folgt.

Zu (2): Fiihre diesen Fall auf (1) zuriick: Zeige

2 p(L—=p)  pa(l—pn)

— )2 1 1
n(pn — p) [ ] =o0(1) gleichmékig fiir |a,| < K.

Es gilt: pn = [ (11 DA pn(llfpn)] - n(pn2—p)2 [117 N ln Tt 1L B ljpn]'

Weiter gllt pn = (p(ffcff\/ﬁ) = ?{Z{g) ~ a";f < \}{22 = o(1).

Entsprechend zeigt man: fp - ﬁ =o(1).

Zusammen mit n(p, — p)> < K? folgt daraus: "(p"2_p)2 [p(ll—p) - pn(ll_pn)] = o(1).
Aufserdem ist \/pn(ll_pn) = \/p(ll—p)(l + o(1)) gleichméfig fiir |p, — p| < \% fir n — oc.

Damit ist der Satz bewiesen.

Jetzt konnen wir den Satz von de Moivre-Laplace beweisen:
Beweis von Satz 8.1.1

1. Fall: Sei —00 < a < b < o0. Setze nun a, = np + ay/p(1 —p)n und b, = np +
by\/p(1 — p)n. Dann gilt aufgrund des lokalen Grenzwertsatzes

S, —
Pla<—22"" <) = Pla, < S, <by)
np(1 —p)
n _
= ¥ (Wpra-or
an<k<bp
1 _1(k—np
_ Z e 2( 11)7)(1—1—0(1))
ooy, V/2mnp(1 —p)
1 112
Mit l =k —np = Z ey (1+0(1))
2mnp(1 — p)
ay/np(1—p) <I<by/np(1-p)
Set h= 3 Bt o)
eltze nun = — == € ! 7 0
NG 2mp(1 —p)

a/p(1—p)<l-h<by/p(1—p)

Dies sind aber Riemann-Summen einer stetigen Funktion auf einem kompakten Intervall.
Folglich hat mal Konvergenz fiir h — 0

by/p(1-p)

SN —e_mdz.

2mp(1 —p)
ay/p(1-p)
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z

Setze y = T Dann folgt:
by/p(1-p)
1
V27mp(1 = p)

b

22 1 2

e 2p(1p)dz:/ e 2d
V2T Y

ay/p(1-p)

und damit die Behauptung.

2. Fall: Sei a = —00,b € R. Sei € > 0 vorgegeben. Wegen [ \/Lz?e_y?dy = 1 existiert ein
a. > 0 mit ¢(—a.) +1 — P(a.) = £ und —a. < b < a.. Nach Teil 1 gilt lim P(—a. <

2 n—oo

Sk <a.)=®(a.) — P(—a.) und damit
P(S; < —a:) <1—P(—a. < S; <a.) — 1 — O(a.) + (—a.) + g <e

fiir n hinreichend grof.

Nun gilt fiir —a. < b < a.

b
1 2
e zdx — P(S*¥ <D
| % =

—a. b
1 2 1 y?
< e 2dy — P(S; < —a. +/ e 2dy— P(—a. <S5, <D
| =t =P < —a)+ [ o= Fay - )
—a. b
< / Lyl +|P(S: < >y+/ L %y — P(ea. < S <)
e _azg e - _afs = n =
=) vt Y " Var Y
< % + e+ % = 2¢ fiir n hinreichend grof!

8.4 Der Zentrale Grenzwertsatz

Eine wesentliche Verallgemeinerung des Satzes von de Moivre-Laplace ist moglich.

8.4.1 Satz

Seien X7, ..., X, ... unabhéngige und identisch verteilte Zufallsvariablen
mit EX? < oo.
Dann gilt fiir —oco <a <b < o0

Sn — nE(Xy1) <b) = &) — B(a).

lim P(a <
n—00 nVar(X7)
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Der Beweis wird hier nicht gegeben. Es soll aber darauthingewiesen werden, daf z.B. fiir
unabhéngige Poission-Variable X, ..., X, mit E(X;) = A gilt

Tim P (a < S”\/;_;M < b) = ®(b) — d(a).
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9 Erzeugende Funktionen

9.1 Definition und Eigenschaften erzeugender Funktionen
9.1.1 Definition (erzeugende Funktion)

Sei X Zufallsgrofe mit Werten in N U {0}. Dann heifst
fx(z) = i P(X =n)z", —-1<z<1,
die erzeu%z(r)lde Funktion der Verteilung von X.
Bemerkung:
1) fx(z) ist fir |z| <1 wohldefiniert, da
P(X = n)|2"| < P(X = n) fiir |2 < 1und 3> P(X = n) = 1 gilt.

n=0

Trafosatz

2) Es gilt: E2¥ = 3 p(w)zX@ = ioP(X =n)z" = fx(2).

3) fx legt die Verteilung von X eindeutig fest (siehe Satz 9.1.2),
die Verteilung von X legt fx eindeutig fest.

9.1.2 Satz
Es gilt:

1) a) fx(0) = P(X =0),
b) fx(1) =1,
¢) P(X = n) = 5O

n:

2) fx(z) ist fiir 0 < z < 1 monoton wachsend (f/(z) > 0) und konvex (f”(z) > 0).

3) Falls F(X) < oo ist, gilt fi (1) = li}r} fi(z) = BE(X).

4) Falls B(X?) < oo ist, gilt f{(1) = lim f{(z) = B(X?) — B(X)

Beweis:
Zu 1): Nachrechnen.

Zu 2): Gliedweises differenzieren liefert fiir 0 <z <1 f'(2) >0, f"(z)>0.
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Zu 3):
Lemogna von Abel?

Sei Y ¢, konvergente Reihe mit ¢, € R dann konvergiert f(z) = > ¢ 2"
n=0 n=0

fir € [0,1] und f ist im Intervall [0, 1] stetig.
Insbesondere: li/rri flx)=f(1)= > cp.
z n=0

%s. Forster Band 1,5.180

Da EX = Y kP(X = k) < o0, liefert das Lemma von Abel, angewandt auf
k=1

fi(2) = S kP(X = k)z*7!, die Behauptung:
k=1
i (1) =lim f4(2) = im (> kP(X = k)21 = ST kP(X = k) = E(X).
21 % N k=1
Zu 4): EX? < 00 = E(X) < co. Wende das Lemma von Abel auf f% an:
4(z) = %(];1 P(X = k)kz*1) = kZQP(X = k)k(k — 1)z~
(Terme mit & = 0 und k£ = 1 verschwinden).
¥ (1) =lim f{(2) = lim 3 P(X = k)k(k —1)z*2
4(1) = lim £4(2) = lim 35 POX = Bh(E— )
Abel

Y P(X =k)(K — k) = B(X?) - B(X).

k=2

9.1.3 Satz

Seien X und Y unabhéngige Zufallsgrofen mit Werten in N U {0}.
Dann gilt: fxiv(2) = fx(2)fy(2).

Beweis: Zu Satz 9.1.3:

fX+Y(Z):E(Z(X+Y)) = E(ZXZY)

— Z 2X @)Y @ ()

weN

Trafosatz

=D S P(X =k Y =)
k,l
= ) FPX =k)PY =1)
k,l

= O _PX =k)D_FPY =1)

k

= fx(2)fr(2)
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9.1.4 Folgerung

Seien X1, X, ..., X,, unabhéngige Zufallsgréfen. Dann gilt: ff: X‘(z) =11 fx.(2).

=1

9.1.5 Beispiele

1) Seien Xj, ..., X,, unabhingig und Bernoulli-verteilt mit P(X; = 1) = p, P(X; = 0) = q.

Dann gilt: fx,(z) = ¢+ pz. Setzt man S,, = >_ X, so gilt fiir die erzeugende Funktion:
i=1

o) = 0 = 52 (bt

Wie zu erwarten war, ist das die erzeugende Funktion der Binomialverteilung.

2) Seien Xi, Xs, ..., X,, unabhéngig und geometrisch verteilt mit
P(X; =k)=p¢*, (k=0,1,2,..), so ergibt sich als erzeugende Funktion:

o0

fx.(2) = > pgkak = 12.; und mit Satz 9.1.2, 3 folgt:
k=0

BX)=f(1)=—L1 | _ =9
Setzen wir wieder S,, = > X, so folgt weiter:
i=1
D \n n —n — (—n n k_k
pu— p— 1 —_— p— —
f5.(2) = (=) =9"(1 - a2) ; ( N )p (—q)*=

Dabei haben wir dieallgemeine binomische Formel angewandt:
(1+s)* =1+ (T)s + (;)52 + (;L)s?’ + ... mit |s] <1,a € R.

Hierbei ist (§) = 2@=D=lemktl) [ ¢ R | € NU {0},

und es gﬂt: (—kn> _ (—n)(—n—li.!..(—n—k—l-l) _ (_1>kn(n+1)..k.:§n+k—1) _ (_1)k(n+]l§—1>.

Damit ist: fs,(z) = > ("757")prgtt

und P(S, =k) = ("H]z_l)p”qk.

3) Seien Xi, Xs, ..., X,, unabhéngig und Poisson-verteilt mit
k
P(X;=k) = )‘—i!e*)‘i, (k=0,1,2,...), so ist die erzeugende Funktion:

k
in (Z) = Z Ai;fk 67/\i = e/\’izf/\i — 6)\1(271).
k=0
. . . n ‘ $ A1)
Fiir die erzeugende Funktion von S, = Y X; gilt dann: fg, (z) = ei=

i=1

Wegen Satz 9.1.2 gilt: S, ist Poisson-verteilt mit Parameter ) ;.
i=1
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9.2 Poisson-Prozesse
9.2.1 Herleitung des Poisson-Prozesses durch erzeugende Funktionen

Sei X; die Anzahl der ,Anrufe im Zeitintervall [0,¢] und Xy =0,0 <t < K.
Annahme:

1) Sei 0 <t; <ty <..<ty<K.Dannsind Xy, X;, — Xy, ..., Xy, — Xt,_, unabhéngig.
2) Xiyq — Xsiq ist fur alle a > 0 genau so verteilt wie X; — X.

3) a) P(Xyps — Xy =1) = A5+ 0(9) fir § — 0,
b) P(Xt+5—Xt:0) :]_—A(S—f—O((S) fur5—>0,

Bemerkung: (a) & (b)= P(Xiys — X > 1) = 0(0) fiir § — 0,
denn

P(Xpos— X > 1) =1 P(Xpys — Xi = 0) — P(Xpp5 — X, = 1)
=1—[1—=X+0(0)] — [N + 0(0)]
= 20(0)
= 0(9) fir § — 0.

Aufgabe: Berechne unter den Annahmen (1)-(3) die erzeugende Funktion von X;.
Behauptung: fx,(z) = MG, X, ist Poisson-verteilt mit Parameter At.

Beweisidee:
Zerlege das Intervall [0, ] in N Stiicke der Lénge % und berechne die erzeugende Funktion
von X y. Berechne anschlieffend X.

Aus 3)a), 3)b) und 3)c) folgt: fx, (2) =1 —Af 4+ Azg + o(%) fir N — .
N

Wegen 2) ist dies auch eine erzeugende Funktion von X% —X%, X% —X%, vy Xg— X vyt
N

N
Da X, =3 (XN - Xu-_l)t) ist, folgt mit 1) und Satz 9.1.3
k=0 N

Fxi(z) = (fx, ()"

2

At Azt t o
=U-Fty o)

M(z—1 +
= (1+ = ]\)[JFO(N))N fiir N — o0

= MED fiir N — 0o,

Dabei haben wir verwendet: (1 4 )" — €7, falls 2, — x und n — oco.
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9.2.2 Definition (Poisson-Prozess)

Die Menge der Zufallsvariablen {X;,0 < ¢t < K} mit den Eigenschaften (1)—(3) heifst
Poisson-Prozess zum Parameter .

T/}/}

zufillige Zeiten

Bemerkung: Eigenschaft (3) ldsst sich ersetzen durch (3’): Fir 0 < s <t gilt: X; — X
ist Poisson-verteilt mit Parameter A(¢ — s). Wir haben in 7.1.9, 3) gezeigt: (1)-(3)=(3").
Umgekehrt 148t sich leicht zeigen: (1)+(2)+(3")=-(3).

9.3 Ausgediinnte Poisson-Prozesse
9.3.1 Satz

Sei {X4,t € [0, K]} Poisson-Prozess mit Parameter A. Seien Zy, Zs, ... Bernoulli-Variable
mit P(Z; = 1) = p. Weiter seien X;, Z1, Z, ... fiir unabhéngig (d.h. fir jedes n > 1 und
sind Xy, Z1, Zs, ..., Z, unabhéngig).

X

t
Dann ist Y; = Y Z; Poisson-verteilt mit Parameter Apt.

=1
Weitergehend ist {Y;, ¢ € [0, K]} Poisson-Prozess mit Parameter Ap, wenn die geforderte
Unabhéngigkeitseigenschaft fiir alle ¢ > 0 gilt.

Beweis: .
Zeige, dass fy,(z) = e’ gilt. Sei S, = > Z;. Dann ist:

i=1

P(Y, = k) = P(Sx, = k) = f: P(X,=n,S, = k) = f: P(X, = n)P(S, = k)

n=0

frlz) = Y P(Yi=
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= Z P(X; =n)fs,(2)

Satz 9.1.3 oo
=) PXe=n)(fa(2)"

n=0

= fx(fz(2))

fx(T+p(z—1))
ez\tp(z—l).

9.3.2 Korollar

Xt Xt
Sei V; := > Z; und W, := > (1 — Z;). Dann sind Y; und W, unabhéngig.

i=1 i=1
Beweis:
Aus Satz 9.3.1 folgt, dak auch W; Poisson-verteilt ist mit Parameter A(1—p). Die Aussage
iiber die Unabhangigkeit folgt aus dem folgenden Lemma, wenn man N = X, setzt.

9.3.3 Lemma

Sei N Poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parameter \. Seien Z;, Zs, . .. Bernoulli-Variable
mit P(Z; = 1) = p. Fiir jedes n > 1 seien N, 7y, Zs, ..., Z, unabhéngig. Dann sind die

Zufallsvariablen v

Y =) 7 W=> (1-2)

i=1
unabhéngig.

Beweis:
Es gilt wegen der Unabhangigkeitsvoraussetzung und wegen N =Y + W

PY=kW=n—k)=PY =kW=n—k N=n)
=PY =kW=n—k|N=n) PIN=n)

:P(Zn:Zi:k:> P(N = n)

- k:!(nni_k)! Pt %w

(pA)* ) [(1 = p)A** o—(1=p)A
k! (n—k)!

— P(Y =k) P(W =n — k).

Die letzte Gleichung benutzt von Satz 9.3.1 die erste Aussage.
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Die Kiikenaufgabe:

Auf einer Farm legen die Hiihner innerhalb eines Jahres N Eier, N sei Poisson-verteilt
mit Parameter A. Aus jedem Ei schliipft unabhéngig von den anderen Eier ein Kii-
ken mit Wahrscheinlichkeit p. Wenn Y die Anzahl der geschliipften Kiiken ist, was ist
E(NY =k)?

N
Nun ist Y = > Z;, mit Z; unabhéngig und Bernoulli-verteilt mit Parameter p. Sei
i=1

N
W =>(1—-2). Dann ist N = Y + W und Y und W sind unabhéngig nach dem
=1

Lemmazm.i Somit gilt
E(VIY = 4) = 5= B (Vo)
l P(N=1,Y =k)
P(Y =k)
PW=1-k, Y =k)
P(Y =k)

|
WE

=0

l

I
NE

l

k+ Y m P(W =m)
m=0

=k+A1—p).
Dies folgt, da W Poisson-verteilt ist mit Parameter A(1 — p).

Il
e

mitm=10-—%k

9.4 Poisson-Prozess iiber dem Einheitsquadrat

Sei £ =1[0,1)> und B C E. X3 sei die Anzahl der , Treffer“ auf B (z.B. Raindrops).

Annahmen:

1) Gilt A, B C E und AN B =), dann sind X4, X unabhéngig.
2) Seis€ B, AC E sowie A+ s C E. Dann ist X 4., genauso verteilt wie X 4.

3) F(A) sei die Flache von A. Dann gilt fiir F/(A) — 0:
a) P(X4=1)=AF(A) + o(F(A)),
b) P(X4=0)=1—AF(A) 4+ o(F(A)).

)

X

v
=
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Aufgabe: Leite unter den Annahmen 1)-3) die erzeugende Funktion fiir die Anzahl der
., Ireffer her.

Zerlege E in n x n kleine Quadrate Q; ., (i € {1,...n?}) und nummeriere diese durch.
K, bzw. G, seien die Indexmengen der einbeschriebenen bzw. der einbeschreibenden

Quadrate der Menge A. Es gilt dann: |J Qi CAC U Qin.

~ ~ €Ky 1€Gn
Definiere: Xk, 1= Xjq,, und X¢g, == Xy g,
Kn Gn
Dann gilt fiir alle n XKTL < X4 < Xg, und damit folgt: lim T Xk, = X, = lim | Xg, .

Fiir die erzeugenden Funktionen folgt:

(1)
[ (2) = H fXQi,n(Z)
3

[ (= AF(Qin) + AF(Qin)z + o(F(Qin)))

1€Kn

=

(2

)\ )\ 1 A 2
- F n +o

~

M) fiir n — oo

— MAED iy — oo,

Ebenso gilt: fg_ (2) — e@ED und damit folgt: fy,(z) = eMWETD dh. Xy ist
Poisson-verteilt mit Parameter A\F'(A).

Bemerkung :

1) Diese Konstruktion funktioniert auch fiir [0, 1]*.

2) Satz 9.3.1 und das Korollar gelten entsprechend.
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10 Markov-Ketten

10.1 Die Kain und Abel-Aufgabe (nach A. Engel)

Abel schléigt seinem Bruder Kain folgendes Spiel vor. Sie werfen abwechselnd eine faire
Miinze, bis erstmals eine der Ziffernfolgen

a) 1111 oder

b) 0011 auftritt.

Kain gewinnt bei (a) und Abel bei (b). Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, daf Kain
gewinnt? Ein moglicher Pfad im Verlauf des Spiels ist 01100101110011.

Wir stellen nun die Struktur der Aufgabe mit Hilfe eines Graphen dar, wobei die “Zustén-
de” die moglichen Ergebnismuster sind und die Pfeile die moglichen Ubergénge angeben.
Alle Ubergénge geschehen mit Wahrscheinlichkeit %

R OENT
0

Abbildung 10.1: Der Graph der moglichen Uberginge

Die Zusténde sind mit den Ziffern 0 bis 8 bezeichnet, wobei “0” den Zustand benennt, bei
dem noch kein Ergebnis vorliegt. Der angegebene Spielverlauf 01100101110011 iibersetzt
sich nun (in eineindeutiger Zuordnung) in 21324621352468. Wie lafst sich nun die Aufgabe
16sen? Wir bezeichnen mit p; die Wahrscheinlichkeit bei Start im Zustand “#” den Zustand
“7” zu erreichen bevor man den Zustand “8” erreicht hat. Dann gilt natiirlich sofort p; =1
und pg = 0. Auferdem sind die folgenden Gleichungen intuitiv plausibel.

p1 = %p2 + %pg
P2 = %p1 + %p4
D3 = %pz + %p5
Dy = %p4 + %pG
D5 = % + %pz
Pe = %p2-
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Das Schema ist ein lineares Gleichungssystem mit sechs Unbekannten und Gleichungen.
Durch Einsetzen erhélt man sofort

P4 = Ps = %pQ
p1 = %p2
P3 = i + %pz

: 1,7
sowle  pi = g + gD2.

Damit ist p; = 1%, P2 = é und folglich py = i. Das heifst Kain gewinnt nur mit Wahr-
scheinlichkeit }L.

10.2 Definition von Markov-Ketten und erste Folgerungen

10.2.1 Definition (Markov-Kette)

(Q, P) sei Wahrscheinlichkeitsraum, FE sei endliche Menge. Seien X; : Q — FE,

i=0,1,2,3,... Zufallsvariablen. Die Menge der Zufallsvariablen X = { Xy, X3, Xo,..., X,,, ...

heifsit Markov-Kette (der Lénge n), falls
PXi=uz; | Xo=x,...,Xic1=21) = P(X; =2; | X1 = x;_1)
firi =1,2,...,n,... gilt. Eine Markov-Kette X heifst stationér, falls
P(X;=z1 | X1 =x0) = P(X; =21 | Xo = z0)

fire=1,2,... gilt.
Bezeichnungsweisen

1. E heiltt Zustandsraum,

2. q(z,y),z,y € E heiflt stochastische Matrix, falls ¢(z,y) > 0 und > q(z,y) = 1,
yeE
Vx e FE gilt,

3. m(xg) = P(Xo = xp) mit zg € E heift Startverteilung,.

Konstruktion von stationaren Markov-Ketten

Gegeben seien:

1. E endlich oder abzéhlbar,
2. q(z,y),x,y € E eine stochastische Matrix,
3. m(x),x € E eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf £, d.h. 7(z) > 0 fiir alle x € E

und > w(z) = 1.

zeE

}
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Zur Existenz:
Sei Qi1 :={w=(20,...,2,) |2z, € E;i=0,...,n} und X;(w) :=a;, flir i =0,1,...,n.

10.2.2 Satz:

Sein € N. Durch p(w) := m(xo)q(zo, z1) - . . (-1, x,,) wird eine Wahrscheinlichkeitsfunk-
tion auf 2,1 gegeben, so dass gilt:

1. P(XO = .To) = W(QZ’Q),
2. P(onxo,Xl:wl,...,Xn:xn):p(w),
3. P(Xiy1 = 21| Xo = 20, ..., Xi = 23) = q(25, 0411) = P(Xiy1 = 21| X = 77)

fire=0,...,n—1.

Beweis:

Zu (2):

Sei w = (zg,...,2,). Mit p(w) = m(xo)q(xo,x1)...q(Tn_1,2,) gilt: p(w) > 0 und
> pw) = 1. Da X;(w) = z; ist, folgt P({w|Xi(w) = x;,i = 0,...,n}) = P{w}) =

).
Zu (1):
(+) P{Xo==x0,.... Xs=x;}) = > 7(v0)q(wo, x1)q(@iz1,2:) ... q(XTp—1,Tn)

fire=0,1,2,...,n— 1.
Zu (3):
Es gilt

m(20)q(x0, 71) - - - q(@i1, 7:), (i, Tita)
m(z0)q(wo, 21) - . . q(wi1, i)

P(Xi+1:xi+1‘X0:$0>---7Xi:$i) =

= q(vs,iy1)
sowie
P(Xiy1 = 20| Xs =2;) = P<XZ+}3<:)§:7;§ = ;)
>, w(wo)q(xo, 1) ... q(wiz1, 75)q(2i, Tiyg1)
L0y Tio1
B Y wleo)dlwo,ar). - q(wi, )
B0y 1

= (@, Tit1)

Bemerkungen:

1. P(X;i=z)= > 7(zo)q(wo,z1)...q(xi1, 7)) = > 7(x0)q" (z0, i)

L0y Ti—1 o

Dabei ist ¢"™(z,y) = 3 ¢"(z,2) q(z,y) das n + 1-fache Matrixprodukt.
2€E
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2. Mit Satz 10.2.2 ist eine Markov-Kette der Lénge n konstruiert!

3. Wegen (+) im Beweis von Satz 10.2.2 ist die Markov-Kette der Lénge i eingebettet
in eine Markov-Kette der Linge n fiir + < n.

4. Mit der Bedingung (+) lasst sich eine Markov-Kette beliebiger Lange konstruieren.

10.2.3 Beispiele fiir Markov-Ketten

1) Kain und Abel-Aufgabe:
Der Zustandsraum ist E = {0,1,2,...,8}. Fiir 7 gilt m(0) = 1. Weiter ist

011000000
001100000
0 10000
002005000
(¢(#,9))oyer=[0000302100
003000030
0020000012
000000010
000000001

= O Nl

S O O

NI—NI= O N O NN

2) Sei B = {1,2,3},

031 503
11 s 03
gz,y)=[L01) wd(z,y)=|121
100 0 % %

Fiir jede Startverteilung 7 mit 7(z) > 0 fir x € E gilt lim ) w(x)¢"(z,y) = a(y)

=X ek

mit a(l) = %, a(2) = 1%, a(3) = %.

3) Seien Y7, Y5, ... unabhingig, X; = > Y, und X, = (. Dann ist {X,, X3, X5, ...} eine
j=1
Markov-Kette.

Beweis:
Sei m € N und sei y; = x; — ;1 fiir ¢ > 1 und yy = x¢. Dann ist:

P(Xerl :$|X0:x0,...,Xm:SUm)
= PXpn=2[Xo=yo, X1 = +y, Xo =% +y1+¥2,- -, Xm =Y+ + Ym)
=PYnn=2—(oty+-+u)Yo=v0,Y1=v1,. -, Yo = Ym)

PYpp=v2—(o+yi+ +yn) PXo=y) PV =11) - P(Yon = Ym)
P(Yo =yo)P(Y1 =) P(Yo = Ym)

=PYonmi=2—Wo+m+- - +Yn))
= P(Xyi1 = 2| X = ).
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4) Ehrenfestsches Urnenmodell

N Teilchen befinden sich in den Behéltern 1 und 2.
1 Teilchen seien in Behélter 1, N — ¢ Teilchen in Behalter 2.
In jeder Zeiteinheit springt ein Teilchen entweder von 1 — 2 oder von 2 — 1.

‘1/> 2

Abbildung 10.2: Ehrenfestsches Urnenmodell

i

Die stochastische Matrix wird gegeben durch ¢(i,i + 1) = 2= ¢(i,i — 1) = + und
q(i,7) =0 fir j #£i+ 1.

10.3 Absorbierende Zustande

Wir konnen eine Markov-Kette als Bewegung eines Teilchens durch die Zustande auffassen.
In manchen Markov-Ketten gibt es Zusténde, die nicht verlassen werden kénnen. Solche
Zustéande heifen absorbierend.

10.3.1 Definition (absorbierender Zustand, absorbierender Rand)

Sei X = { Xy, X1,...} eine stationdre Markov-Kette mit Zustandsraum F.
Ein Zustand x € E heift absorbierend, wenn gilt ¢(z, x) = 1.
Die Menge A C E aller absorbierender Zustidnde heifst absorbierender Rand von X.

Bei der “Kain und Abel™Aufgabe ist {7,8} der absorbierende Rand. Der folgende Satz
liefert eine Begriindung fiir die Kain und Abel-Aufgabe.

10.3.2 Satz

Sei X eine stationdre Markov-Kette und A C E ihr absorbierender Rand. Wir nehmen
an, dass fiir jedes x € F die Wahrscheinlichkeit nach A zu kommen gleich 1 ist.

Sei A= A; U Ay und A; N Ay = 0. Sei Py, (z) die Wahrscheinlichkeit bei Start in = beim
ersten Eintritt in A nach A; zu gelangen. Dann gilt:

(a) Pa,(x) =1fir z € Ay und Py, (x) =0 fiir z € A,,

(b) Fir x ¢ Aist Py, (z) = >, q(z,2) + >, > gz, x)q(xy, 22) .. q(Tp1, 2),
z€AL n>2 EigéA fiirl

(c) Es gilt stets Pa, () = > q(z,y)Pa,(y).

yerR
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Beweis:
Zu (a): Dies folgt direkt aus der Definition.

Zu (b): Sei x ¢ A. Dann ist

Pa(z) = P(Xo =2, X, € A1)+P<U{X0 — 1, X, ¢ Afiri<n, X, € A1}>

n>2
=) qlx,2)+ Y P{Xo=uxX; ¢ Afiri <n,X, € Ar})
z€EA n>2
=) qlz,2)+ ) > qlwa) . gz, 2).
z€Aq n>2 xq,r9,..., Ty 1§§A
z€EA

Zu (c): Sei z ¢ A. So gilt

PAl(iC):P(X()::C,Xl€A1)+P(X0:ZL',X1¢A,X2€A1)
+ P(Xo=2,3n >3 mit X,, € A; und X; ¢ A fiir i < n)
=Y almy+ D @)y, 2)

yEAL y¢A,ze€A;

+ ZZ Z a(z,y)q(y, 2) - .. q(Tn-1, 2)

n>3 ygéA $Z¢A
=2 1

ZeAl
S g, y)Pa () + Y xy(Z(zm))
yeA yg¢A z€AL
+ Z x,Yy <Z Z ya*TQ (xn 17Z)>
y¢A n>3  x;¢A,
e
=D a(@,y)Pa,(y) + ) alw,y)Payly
yeA y¢A

(*) Py () =1 fiir x € Ay und Py, (z) =0 fiir x € A\A;.

Bemerkung: Die Gleichung c) aus Satz 10.3.2 lautet in Vektorschreibweise Py, = qPa,.
Dies bedeutet P4, ist rechter Eigenvektor von ¢ zum Eigenwert 1. Man sagt auch, Py, ist
harmonisch oder P4, erfiillt die Mittelwerteigenschaft.

10.3.3 Berechnung von Ruin-Wahrscheinlichkeiten

Hans und Rudolf spielen ein Spiel. In jeder Runde gewinnt Hans mit der Wahrschein-
lichkeit p und Rudolf gewinnt mit der Wahrscheinlichkeit ¢ = 1 — p. Der Gewinner einer
Runde erhélt von seinem Gegner einen Euro. Es wird so lange gespielt bis einer der Spieler
kein Geld mehr hat. Wie hoch ist die Ruin-Wahrscheinlichkeit P(z) von Hans, wenn Hans
zu Beginn x Euro hat und Hans und Rudolf zusammen b Furo haben?
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Seien x,b € N mit 0 < x < b. Weiter seien X, Xo,... unabhéngige Zufallsvariablen mit
P(X;=1)=p=1—-P(X; = —1) fiir alle 7 und es sei Sy = x und S, —x+2X fiir

n > 1. Damit ist Sp, S1, 52, ... eine Markov-Kette und S, ist das Kapital, das Hans nach
n Runden besitzt. Wir frage nach der Ruin-Wahrscheinlichkeit:

P(z)=P(Inmit S, =0und 0 < S; <bfiri<n|Sy==x).

|

Abbildung 10.3: Ruin-Wahrscheinlichkeiten

10.3.4 Satz
Seiqg=1-—p.
1
Fiirpzﬁgﬂt P(m)zl—% fir 0 < <b.
Fiir p # = gilt P(@—M fiir 0 < 2 < b
ik G -

Beweis:

Fall 1: Sei p = %

Satz 10.3.2 liefert: P(z) = {P(x — 1)+ 3Pz +1) fir 0 <z <b, P(0)=1, P(b)=0.
Durch Losen dieses linearen Gleichungssystems ergibt sich: P(z) =1 — {.

Fall 2: Sei p # %

Satz 10.3.2 liefert: P(z) =pP(zx+1)+¢P(x —1)fir0 <z <b, P(b)=0, P(0)=1.
Dann ist

P(z) = pP(x + 1)+ qP(z - 1)
pP(z) 4+ qP(x) = pP(x +1) +qP(z — 1)
P(z+1) = P(z) = {(P(z) — P(z — 1)).

Wiederholtes Anwenden liefert
Pz +1) = P(z) = (2)*(P(1) — P(0)).

Sei r = %.

Aufaddieren liefert P(z) — P(0) = Z=L(P(1) — P(0)).
Wegen P(0) =1 gilt P(z) =1+ == 1(P(1) —1).
Wegen P(b) =0 gilt P(1) — 1 = —[_1.
Einsetzen in die vorangegangene Gleichung liefert die Behauptung.
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10.4 Rekurrente und transiente Zustande
10.4.1 Bezeichnungen

Sei f"(z,y) := P(X,, =y, X; # y fir 1 <i < n|X, = z). Dann bezeichnet f"(z,y) die
Wahrscheinlichkeit bei Start in  nach n Schritten erstmals den Zustand y zu erreichen.

f*(z,y) == P(X,, =y fireinn > 1|Xg =) = > f"(x,y) ist die Wahrscheinlichkeit bei
n>1

Start in x irgendwann nach y zu gelangen.

¢*(z,y) == > q"(z,y) ist die erwartete Anzahl der Besuche in y bei Start in z, denn:
n=0

XOZ.T>.

¢(z,y) = > q"(z.y) = > P(X, =y|[Xo =)

=Y B(lix,—p|Xo=2) = E (Z Lix, =y}

10.4.2 Definition (rekurrenter Zustand)

x € E heifit rekurrent, falls f*(z,z) =1,
x € E heifst transient, falls f*(z,x) < 1.

10.4.3 Satz

1. x € FE ist rekurrent < ¢*(z, z) = oo,

2. x € F ist transient < ¢*(x,r) < 0.
Beweis: Dieser folgt aus nachfolgendem Lemma.
10.4.4 Lemma
Es gilt

a) ¢*(z,y) = f*(z,y) ¢"(y,y) + 6(z, y),
b) f*(ﬂf,x) - ‘1*(3371:)—1’

¢) " (2,7) = 5

Beweis:
n

Fiir alle z,y € F gilt: ¢"(z,y) = >_ f'(z,y)¢" "(y,y). Denn es gilt mit
i=1
T, = min{m > 1|X,, = y}

¢"(z,y) = P(X, =y|Xo=2)
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Weiter gilt nach Vertauschung der Summation

¢ (x,y) = Y q"(x,9) + 0(x,y)

i=1

=N @y yy) + 0(a.y)

n=1 i=1

=3 File e T (yy) + 6@, y)

i=1 n=i
oo 00

— Zf"(x,y) > q"(y.y) +6(x,y)

= f*(z,y) - Q*(y_,y) +6(z,y).

Damit ist a) gezeigt. Fiir x = y folgt ¢*(z,z) — f*(x,2)q*(z, x) = 1.
Auflésen nach ¢*(z, x) liefert ¢*(z,x)(1 — f*(z,z)) = 1 und damit ¢*(z,z) = Tl(:m)

Auflésen nach f*(x,x) liefert: f*(z,x) = %.

10.4.5 Beispiel auf Z (Irrfahrt auf Z )

Seien Y1, Y5, ... unabhéngige Zufallsvariable mit P(Y; = 1) = p, P(Y; = —1) = ¢ fiir alle
7. Weiter sei Xo=0und X, =Y, +Ys+---4+Y, fiirn > 1.
Behauptung: Fiir p =q = % ist 0 rekurrent, fiir p # ¢ ist 0 transient.

Beweis:

Wende Satz 10.4.3 an! Sei n € N. Nach 2n + 1 Schritten liegt ein ungerader Zustand vor,
also kann Xy, nicht 0 sein und damit gilt: ¢****(0,0) = 0. Fallt in 2n Experimenten
insgesamt n-mal die 1 und n-mal die —1, so ist X5, = 0 und es gilt: ¢**(0,0) = (2:) p"q".
Fiir grofse n konnen wir die Stirling’schen Formel anwenden:

1 m 1
00,0) ~ ——(4pg)" , d ~ 2"
q~"(0,0) \/ﬁ(pQ),a N NG

Fall 1: p # ¢ = (4pq) < 1= 3,2, ¢*"(0,0) = 3 #(4}9@"(1 +0(1)) < 0o = ,0¢ ist

n>1
transient.
Fall 2:p:q:%=>(4pq):1
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= ¢*"(0,0) ~ =

™

=3 an(O7 0)~> \/; = oo = 0" ist rekurrent.

™

10.4.6 Definition (irreduzibel)

Die stochastische Matrix ¢ heifst irreduzibel, falls fiir alle x,y € E ein m € N existiert mit
q"(z,y) > 0.

10.4.7 Satz

Sei ¢ irreduzibel. Dann gilt: Existiert ein z € F, das rekurrent ist, so sind alle x € E
rekurrent.

Beweis:
Sei x € E beliebig. Dann existieren k,! € N mit ¢*(z, 2) > 0 und ¢'(z,2) > 0.
Dann ist

q"(x,2) > ¢ (2, 2)¢™ (2, 2)¢ (2, ),
falls n = k +m + [ ist. Es folgt

q*(ZE, x) = Z qn(xv x) = qk(x> Z) Z qm<z7 Z)ql(Z7ZL').

n>0 m>0

Da die rechte Seite nach Voraussetzung gleich unendlich ist, ist auch ¢*(z,z) = oo und
damit f*(x,z) = 1.

10.5 Stationare Verteilungen

10.5.1 Definition (stationire Verteilung)

Eine Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 auf £ heifst stationdr beziiglich ¢, falls fiir alle y € FE
gilt:

> w(@)q(z,y) =7 (y).

T

In Vektorschreibweise: 77q = w1, d. h. 7 ist linker Eigenvektor von ¢ mit Eigenwert 1.

10.5.2 Bemerkung

Ist 7 stationdr und Startverteilung von X, d.h. P(Xy = z) = m(x), so gilt:

Beweis: Es gilt

P(Xn:y):ZP(Xn:leO:x>7r(x)
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- Z Z m(x)q(x, 2)¢" (2, y)

10.5.3 Beispiel (Ehrenfestsches Urnenmodell)

Behauptung:
(i) = (Jj )2~ ist stationire Verteilung des Ehrenfestschen Urnenmodells.

Beweis:

Zu zeigen: > mw(i)q(i, j) = 7(j).

)

> m(i)qli, 5)

%

= (]D 27Vq(4, )

i

- (‘N )Q_Ner <.N )Q—Nﬂ

j-1 N j+1 N
_{ N! N-(j-1), N! J+1] on
LG DUN = (- 1) N G+DIIN =G+ N

{ (N-D! . (N-1) N—j}z_N

G- DIN ) j N —j 1)l N

Es gibt noch einen einfacheren Weg die Stationaritdt von 7 zu zeigen. Man verwendet
dazu das folgende Lemma.
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10.5.4 Lemma

Gilt fiir alle z,y € E w(z)q(x,y) = 7(y)q(y, x), so ist m stationar.

Beweis:

Bemerkung: Fiir das Ehrenfestsche Urnenmodell lautet die in 10.5.4 vorausgesetzte

Gleichung (]:7) N]; t = (Zfl)% Es ist offensichtlich, daf diese gilt.

Der folgende Satz liefert die Existenz einer stationéren Verteilung.

10.5.5 Satz

Sei ¢ irreduzibel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) Es existiert ein z € £ mit F(T,|X, = z) < oo,
b) Fiir alle z,y € E gilt E(T,|X, = z) < o0,

c) Es existiert eine stationdre Wahrscheinlichkeitsfunktion 7 beziiglich g¢.

Bemerkung: Bedingung (a) ist stérker als Rekurrenz, denn es gibt Markov-Ketten mit
einem rekurrenten Zustand z fiir den E(7,|Xo = z) = oo gilt. Siehe z.B. die Irrfahrt von
oben.

Beweisskizze: Zeige (a) = (c) Setze: P,(-) = P(-|Xo = z). Dann ist P, das Wahrschein-
lichkeitsmak bei Start in 2.
Sei H(z) := Y P,(X,, = 2,71, > n). Dann gilt H(z) = 1 und weiter

n=1

(e 9]

> H(z)=> ) P(X,=1zT. >n)

zeE n=1 zck

=Y P.AT.>n) = E.T.
n=1

Wir behaupten (+): H(y) = > H(z)q(z,y).

zel

Setzt man nun 7(z) = %, so ist w(y) = Y mw(x)g(z,y) und > w(y) = 1, d.h. 7 ist
@ y

stationdre Verteilung.
Zeige Behauptung (+):
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IQ(Z;Z/)+Z Z Pz(anlzx,Xn:y,XJ#qurlg.]Sn—l)

n>2 zeE\{z}

=q(z,y) + Z ZPZ(Xn,lzx,Xn:y,Xj#zﬁir 1<j<n-1)

z€E\{z} n>2

= q(z,y) + Z ZPZ(Xn_l =z, X;#zfir1<j<n-1)-P(X,=y|X,—1 =2)

Tz€E\{z} n>2

=qzy)+ Y. Y P(Xi=uX;#£21ir 1<) <) P(X, =y[X,_ =)

zeE\{z} I>1

=q(z,y)+ Z H(z)q(z,y)

zE€E\{z}

= > H(w)q(x,y).

10.5.6 Korollar

Es gilt
H(x)
)= F
und insbesondere
() = —
T =
E. T,

wobei

H(x) = ZPZ(Xn =z, T, >n)ist fiir z € F.
n=1

Bemerkung: Beim Ehrenfestschen Urnenmodell sei o(i) = min{n > 0 | X,, = i}. Dann
ist nach dem Korollar: Eqo(0) = 2% und Eyo(k) = (2;)71 22 wobei k = N/2 ist. Setzt
man N = 6 - 10%® und ist ein Zeitschritt 1 Sekunde lang, so ist Ero(k) = 10'? Sekunden,
aber Eyo(0) = 10819 Sekunden.

10.6 Konvergenz gegen die stationire Verteilung

10.6.1 Definition (Periode, aperiodisch)

Sei q eine irreduzible stochastische Matrix. Weiter sei N(z,y) := {n € N|¢"(x,y) > 0}.
Wir definieren die Periode von z € E durch d(x) := ggT(N(z,z)), wobei ggT'(B) :=

sup{k € N|B C k-N} der grofite gemeinsame Teiler der Menge B ist. ¢ heifst aperiodisch,
falls d(x) = 1 ist fiir alle x € E. g hat Periode k, falls d(z) = k ist fiir alle x € E.
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10.6.2 Beispiel

Fiir die stochastische Matrix beim Ehrenfestschen Urnenmodell gilt d = 2.

10.6.3 Satz

Sei ¢ irreduzibel und aperiodisch mit stationarer Verteilung 7. Dann gilt fiir alle x € E

lim » [g" (2, y) — w ()| = 0.
yeE
Sei q irreduzibel mit Periode k£ und mit stationarer Verteilung 7, so gilt

lim » ¢ (z,y) — m(2)] = 0.

yer

Beweis: Zum Beweis siehe Diimbgen, S. 129.

10.6.4 Satz

Sei ¢ irreduzibel und aperiodisch mit stationérer Verteilung 7. Sei f : £ — R, so daflt

> |f(x)|m(z) < oo ist. Dann gilt fiir jede Startverteilung p mit P,-Wahrscheinlichkeit 1:
el

tim 3" 7w = 3 f@)m(a).

N—oo N
zelR

Bemerkung: Dies ist ein grundlegender Satz fir Markov-Ketten, der dem Gesetz der
Grofien Zahlen fiir unabhéngige Beobachtungen entspricht. Es ist ein Basisresultat fiir die
Simulation bei Markov-Ketten, der sogenannten MCMC-Methode.

10.6.5 Bemerkungen zum Ehrenfestschen Urnenmodell

Dieses Modell wurde entwickelt, um eine Streitfrage in der statistischen Physik zu kla-
ren. Boltzmann behauptete, ein grokes Teilchensystem tendiere sehr schnell zu seinem
Gleichgewicht, Zermelo entgegnete, auch dann miiftten aus physikalischen Griinden sehr
unwahrscheinliche Zustdnde angenommen werden konnen. Dies erschien paradox. Das
Ehrenfestsche Modell gestattet die Details zu berechnen.

Sei N = 2k. Sei 7(k) = inf{n > 0| X,, = k}. Dann gilt:

a) Fo(r(k)) =klnk+k+ O(1)
b) Ey(7(0))

5222 (1 4 o(3)) fiir k — oo.
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11 Wahrscheinlichkeitsmafie mit Dichten

11.1  Wahrscheinlichkeits-Dichte, Verteilungsfunktion, o-Algebren

11.1.1 Definition (Wahrscheinlichkeits-Dichte)

Eine Funktion f : R — [0,00) mit [ f(z)dx =1 heit Wahrscheinlichkeits-Dichte auf R.

11.1.2 Beispiele

a) Exponentialverteilung mit Parameter A > 0:

lfallsz € A
=\ AT 1 9 ’ 1 = ?
M@y = A= Loy (@), La(2) {0 falls ¢ A

b) Gleichverteilung auf [a,b]: f(z) = 7= - 1jo4(),

¢) Normalverteilung N (1, 02): f(x) = —=e~@m?/20%

d) Gamma-Verteilung G(a, B): f(7) = L=20"le 1 o0y (7).

11.1.3 Definition (Verteilungsfunktion)

Sei f eine Wahrscheinlichkeits-Dichte auf R und F(z) := [ f(x)dy.
Dann heifst F' Verteilungsfunktion zur Dichte f. )

Eigenschaften von F'
1) F(—o0) =0, F(c0) =1,
2) F ist monoton wachsend, d.h. x <y = F(z) < F(y),

3) F ist stetig.

11.1.4 Beispiele

1) Fz)=(1—-e™)= [XeMdy fiir x>0,
0
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Bemerkung: f legt F' fest (Integrieren von —oo bis z), F' legt f fest (Differenzieren nach
der oberen Grenze). F'und f stehen also in eineindeutiger Beziehung zueinander. Zu f und
F gehort genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf @ : B — [0,1]. (Dabei ist B die o-Algebra
der Borelschen Mengen. Die Definition folgt weiter unten.) Dies kann auf verschiedene
Weisen angegeben werden:

1) Q((~o0,4) =_f Fw)dy = F(z).

f 14(z) f(z)dx, falls A Borelmenge ist.

Eigenschaften von @

Fiir A; disjunkt gilt: ) ist o-additiv, denn

(UA> :/ _f_lei(x)f(x)dy
/

Nun zum Definitionsbereich von Wahrscheinlichkeitsmafsen. Potenzmengen sind im All-
gemeinen zu groft. Die passenden Mengensysteme sind o-Algebren.

11.1.5 Definition (0-Algebra)

Ein System 2 von Teilmengen von €2 heiflt o-Algebra, falls gilt:
a) Qe
b) Ac A= A® €4,

C) A, edfiri=1,2,3,... = UAIGQ[
i=1

11.1.6 Folgerungen
Es gilt
1) 0 e,

2) A eAfiri=1,2,3,...= (A

i=1
Demnach ist eine o-Algebra ein Mengensystem, das unter abzdhlbaren Durchschnitten,
abzahlbaren Vereinigungen und der Komplementbildung abgeschlossen ist.
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11.1.7 Beispiele
1) P(R) ist o-Algebra.

2) Sei I # () und fiir jedes i € I sei 2; eine o-Algebra.
Dann ist A = () 2; eine o-Algebra.

iel
3) Sei & C P(R). Dann existiert o(S) := N 2.
2 ist o-Algebra,
Scau

Dies ist die von S erzeugte o-Algebra.

Die Beweise fiir die Folgerungen und die Beispiele sind in einem Buch iiber Maftheorie
(z.B. Elstrodt) nachzulesen.

11.1.8 Beispiel und Definition (Borelsche o-Algebra)

Sei S = {[a,b)|a,b € R*}.
Dann heift B* := o(S) die Borelsche o-Algebra auf R*. Wir schreiben B fiir B.
A € B heifst Borelsche Menge oder kurz borelsch.

11.2 Wahrscheinlichkeitsmafe und Zufallsvariablen auf R*

11.2.1 Definition (Wahrscheinlichkeitsdichte / Wahrscheinlichkeitsmafi auf
R¥)

Eine Funktion f : R¥ — [0,00) mit | f(z)dz = 1 heilt Wahrscheinlichkeitsdichte auf R¥.

Rk
Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf @ ist erklirt als Q(A) = [ 1a(z)f(z)dz, A €
Rk

B*.

11.2.2 Definition (Wahrscheinlichkeitsraum)

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2,2, P), bestehend aus einer nicht leeren
Menge €, einer o-Algebra 2 und einem Wahrscheinlichkeitsmaft P auf (£2,21).

Dabei heifst P Wahrscheinlichkeitsmafs auf (€2,2(), falls P : 2 — [0, 1] mit P o-additiv
und P(2) = 1 ist.

P heifst o-additiv auf &, falls P(|JZ, 4;) = > P(A4;) fir A; € A, i = 1,2,..., mit A,
i=1

paarweise disjunkt.

11.2.3 Definition (Zufallsvariable)

(Q,2(, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine Funktion X : Q — R heift Zufallsvariable, falls X~!(B) € 2 fiir alle B € B ist.
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Bemerkung zum Sinn dieser Definition

1) Man will P({w|X(w) € B}) = P({X € B}) = P(X (B)) wohldefiniert haben fiir
alle B € B.

2) Damit X Zufallsvariable ist geniigt es fiir alle o € R zu fordern: {X < a} =
X1 ((~o0,a]) € A

11.2.4 Definition (Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariable)

Sei X eine Zufallsvariable. Die Verteilung von X ist definiert durch Q(B) := P(X1(B))
fir alle B € B. Damit ist ) ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf (R, B).

Bemerkung: Zur Dichte f existiert stets eine Zufallsvariable X so, dass die Verteilung
von X die Dichte f hat. Wihle X (z) = z fiir z € R.

11.3 Erwartungswert und Varianz

11.3.1 Definition (Erwartungswert)

Sei X Zufallsvariable und sei f Wahrscheinlichkeits-Dichte und ¢g : R — R messbar (d.h.
g~*(B) € B fiir B € B). Dann heift

Eg(X) = [ g(o)f(@)da

der Erwartungswert von g(.X).

Bemerkung: Der Erwartungswert einer Zufallsvariable X mit Dichte f ist

BE(X) = 7a:f(a:)dx und  E(XP) = 7xpf(:c)dx

ist das p-te Moment. Diese Erwartungswerte existieren genau dann, wenn die uneigentli-
chen Integrale existieren. Existiert F(X?), so gilt:

Var(X) = /(x — B(X))*f(z)dz = BE((X — E(X))*) = E(X?) - (EX)".

—0o0

Im Ubrigen gelten die gleichen Gesetze wie im diskreten Fall.

11.3.2 Beispiele

Ist X normalverteilt nach N(u,0?), dh. Fx(a) = P(X <a) = [ -2 e~ @=m?/20% gy

2102

so gilt F(X) = p und Var(X) = 02, denn
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VA -
a E(X) = /x e~ (@207 1o
) (X) s

1 2 2
- _ —(z—p)*/20
a / (= n) 2mo? ‘ ot p

1
= / ymey2/2"2dy +p, wenny =x — u gesetzt wird,

Das Integral ist Null, da iiber eine antisymmetrische Funktion integriert wird.

r |
b) Var(X) = /(a: —u)zme_(x_“)Q/z"de

1 T —
= o? / 22 e_ZQ/de, wenn z = o gesetzt wird,
o

V2r

o0 [o¢]
o 2 —Z _22/2 —22/2 dZ
=0 e + e —
V2T . V2T
= o2,

Hier wurde partielle Integration angewandt.

11.3.3 Weiteres Beispiel

Was ist die Dichte von X?, wenn X nach N(0,1) verteilt ist? Es gilt

VB 8
1 . 1 1
P(X? < ) = P(X| < /B) = / e /2dzz_/ L2y,
( B) = P(IX| < /B) Nors o J Y y

—VpB

Hierbei wurde 22 = y gesetzt.

11.4 Unabhangigkeit von Zufallsvariablen
11.4.1 Definition (Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen)

Die Zufallsvariablen X7, ..., X} heifen unabhéngig, falls gilt:

k
P(X1 S Oél,Xg S 9, ,Xk S Oék) = HP(XI S Oéi)
=1

fiir o; € R,Z = 1, vy k.
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11.4.2 Folgerung

Sind X7, ..., X} unabhingig und hat die Verteilung von X; die Dichte f;, so hat die ge-

k
meinsame Verteilung von (X, ..., X)) die Wahrscheinlichkeitsdichte f = [] fi.
i=1

Beweis:
Es gilt

k
P(X) <oaq,Xo <ag, ... Xi <o) = HP(Xz’ < o)

i=1

:E/ﬂmm
= 71 . fﬁfi(xl)dxl dz,,
_ 7 7f(x)dx

11.4.3 Folgerung

Sind X und Y unabhéngig mit Dichten f und ¢g. Dann hat die Verteilung von Z = X +Y
die Dichte (f * g)(t) := [ f(t — s)g(s)ds. f * g heift Faltung von f und g.

Beweis:
Es gilt

mit t =z +y und s = y. Damit ist [ f(t — s)g(s)ds die Dichte von Z = X + Y.

—0o0
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11.4.4 Beispiel

Die Exponentialverteilung hat die Dichte f(z) = Ae™**1jg o0)(z).
A" n—1

Fir n > 1 gilt: (f*)"(2) = ﬁe_’\zl[o.oo)(z).

Dabei ist (f*)" := fx f* f* f*...x f das n-fache Faltungsprodukt.
Beweis durch Induktion:

Induktionsanfang: Richtig fiir n = 1.

Induktionsvorraussetzung: (f*)"(z) = ’\(n 2 ),16_’\21[0700)(2).
Induktionsschritt: (n — n + 1)

(f)"Hz) = [ (f)"(2)

= [ 1e =0y @
i Aoz A\ 1 e
e [ 1 d

n—1
:)\"“e)‘z/(x 1>'d1: fir z>0und =0fir 2 <0
n— 1)

n lzn -z
=\ + me 1[0700)(2’).

Bemerkung: Die Gammaverteilung G(«, f) mit den Parametern(a, 3) hat die Dichte

f(x) = %xaﬂe*ml[om) (x). Folglich ist (f*)™ die Dichte einer G(n, A)-Verteilung.

11.4.5 Beispiel: Herleitung des Poisson-Prozesses iiber exponential verteilte
Zufallsvariablen

X; sei exponentialverteilt mit Parameter A. X; sei die Wartezeit zwischen dem (i — 1)-
ten und dem ¢-ten Anruf. S, = Z X, sei die Gesamtwartezeit bis zum n-ten Anruf, mit

So = 0. Die Anzahl der Anrufe blS zur Zeit t ist Ny = max{k > 0[S, < t}. Was ist die
Verteilung von N,? Es gilt

P( n+1>t) (Sn>t)

o0

7 n—1
_ nt1S oS n_ S s
—/)\ ds—/)\ (n_1>!e ds
t
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Folglich ist P(N; = n) = Q%=X

11.5 Momenterzeugende Funktionen

In Analogie zu Kapitel 9 definiert man fiir Verteilungen mit Dichten die sogenannte mo-
menterzeugenden Funktionen (MEF). Ist X Zufallsvariable mit Dichte f, so ist Mx(t) =
EetX = [ €' f(x)dx die MEF der Verteilung von X.

Fiir die MEFs gelten entsprechende Ausssagen wie fiir die erzeugende Funktionen von
Kaptitel 9:

a) Eindeutigkeit,
b) Faltungseigenschaft (Mx .y (t) = Mx(t)My(t)) bei Unabhéngigkeit,

¢) Berechnung von Momenten.

11.5.1 Beispiel: Die MEF von N(u,0?)

Es gilt
1 T 2 /952 1,.2,2 1 r 24))2 /952 1 2,2
M(t) = etxe—(x—u) /20 dr = ett20 " - e—(x—(,u-l—a t))?/20 dy — etttsot®
V2ro? V2ro?

11.5.2 Beispiel zur Faltung

Sei X nach N(uy,0?) und Y nach N(us,03) verteilt. AuBerdem seien X und Y unabhiin-
gig. Dann gilt fiir die MEF von X +Y":

1 2,2 1 242 1/,2 242
Mx,y(t) = EeX Be!Y = elit2oit gliataoal® — ollntpz)ts(oiton)t,

Dies ist die MEF von N (p; + iz, 03 +03), d.h. X +Y ist nach N(uy + p2, 03 + 03) verteilt.

11.5.3 Die MEF der Gammaverteilung

a—1

Es gilt I'(a) = [ * 'e *dz und damit

M(t) = Fﬁ(a) /emxa_le_ﬁxda:
0
i ]O -0sgani
= e T dx
I J
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—= /6a
(6 —1)
t —a
=(1- B)
Weiterhin gilt E(X) = M'(0) = §, Var(X) = M"(0) — [M'(0)]° = .

11.6 x:-Verteilung
11.6.1 Definition (y2-verteilt)

Seien Y7, ..., Y} unabhéngige Zufallsvariablen und alle nach N(0, 1)-verteilt. Dann ist V :=
Y2+ Y3 + ... + Y2 nach x3i-verteilt, d.h. Chiquadrat-verteilt mit & Freiheitsgraden.

Berechnung der Dichte von V

k
Was ist P (Z Y2 < ﬁ)?
i=1
a 22
Es gilt: P(Y; <a)= [ \/%7 e~ Fdz;.

k
Wir definieren K (3) := {(y1,...,yx)| > v? < 8}. Damit ist:
i=1

P e K@) @[ H( e ) dynd,

K(B)

(*) wegen Unabhéngigkeit,

k
(+%) setze 12 = 3" y2,

i=1
k
(***) 2 =12 = dz = 2rdr. Dabei ist By = 1% ;)
2
& B
2 zZ
Zusammenfassend: P(V < ) = k / —3 g*
5
0

Dies ist die Verteilungsfunktion einer x%-Verteilung. Insbesondere ist diese eine G(g, %)—
Verteilung. Thre MEF ist daher M (t) = (1 — 2t)7%/2,
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11.6.2 Empirischer Mittelwert und empirische Varianzen bei der Normalver-
teilung

-

Seien X7, ..., X,, unabhingig nach N(u, 0?) verteilt und T, := % (X; — p)%

i=1

Dann ist ET,, = 0 und =T ist X2-verteilt.

Denn: ET, = FE (% i(XZ - u)2> =1 ilE((Xz — p)?) = tnVar(X;) = o2

=1

und &7, = & > (X; — p)? = Z(X?”)Z'

n—1 n
=1 i=1
3 3 0'2 n—
= 0 23 B~ (X, )]+ ) = et = o
1= j=
11.6.3 Wie ist 52 = -1 3" (X; — X,,)? verteilt?
i=1

Um die Verteilung von S? zu berechnen brauchen wir folgende Lemmata:

Lemma 1

Die Zufallsvariable X, ist unabhingig von (X; — X, ..., X,, — X,,).

Lemma 2

X, und S? sind unabhingig.

Beweis: o o o
S? ist eine Funktion von (X; — X, ..., X,, — X,,) und folglich unabhingig von X,,.

Lemma 3

2 (X, — p)? ist xI-verteilt.
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11.6.4 Satz
282 = LS (X — X,)? ist X2 -verteilt.
i=1

Beweis: .
Nach Bemerkung (11.6.2) gilt: W := 5 3>~ (X; — p)? = 5T, ist x2-verteilt. Weiter gilt
i=1

=1
1 n n
== D (X = X0)?+2) (X = X)(X — ) + n(Xy — )’
i=1 i=1
1 ¢ w2, " 2
= 3 (X_Xn) +_2( n_:u)a
U v

denn > (X; — X,,) = 0 und damit der gemeinsame Term gleich Null.

=1

Die linke Seite ist x2-verteilt.
Nach Lemma 1 ist B!V = EetU+V) = EetV BetV. .

_ -n n—1
Dann folgt mit Lemma 3: Ee'V = Fe!VW /EetV = % =(1-2t)" 2.
Damit ist U x2_,-verteilt.

11.7 t,-Verteilung
11.7.1 Definition (¢,-Verteilung)

Ist X nach N(0,1)-verteilt und V nach y2-verteilt und sind X und V unabhingig, so
heifst die Verteilung von \/)‘f’T t-Verteilung mit n Freiheitsgraden (kurz: ¢,-Verteilung).

11.7.2 Korollar

Sind X, und S2 wie oben, so ist é“} NG t,—1-verteilt.

Beweis:
Es ist

Xo—p \/_M \/ﬁ&ﬂ

a

Su/vn /8207 \/LléX X,)2/0?

X = \/ﬁ@ ist N (0, 1)-verteilt, der Term unter der Wurzel ist x2_,-verteilt.
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11.7.3 Satz

Die t-Verteilung mit n Freiheitsgraden hat die Dichte

2
n+1

[CP) 14 2y

_ )
Beweis:

Sei U = X+/n. Dann ist U nach N(0,n) verteilt und V' y2-verteilt. Weiter gilt wegen der
Unabhéngigkeit von U und V'

POV <= f()(dudv—/(/f fdv)

{(wo)|u/vv<a}

mit z := \% und folglich

Bemerkung: Sei F), die Verteilungsfunktion der ¢-Verteilung. Dann gilt: F,,(z) — ®(z)

1 22

fiir n — oo und f,(2) — ¢(2) = \/—2;6722/2 fiir n — oo, denn (1 + E)JLTH — e /2 da
(14 2)" — ¢, falls n — oo.
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12 Schliellende Statistik

12.1 Einfiihrendes Beispiel: Fiillt die Brauerei zu wenig ab?

In einer Brauerei wird eine Maschine eingesetzt um Flaschen mit 0,51 Inhalt abzufiillen.
Die Maschine kann in der Abfiillmenge variiert werden. Fiir die abgefiillte Menge in 8
verschiedenen Flaschen werden die folgenden Werte gemessen (in Litern):

21 = 0,489 25 = 0,496
2o = 0,502 26 = 0,482
73 = 0,508 27 = 0,503
24 = 0,497 7 = 0,483

Tabelle 3: Messwerte Flaschenabfiillung

Annahme: Die Daten z1, ..., xg sind Realisierungen von Zufallsvariablen X1, ..., Xg, wobei
die X; unabhingig und nach N(u,0?) verteilt sind. p und o werden als unbekannt ange-
nommen.

Es stellen sich folgende Aufgaben bzw. Fragen:

1) Schétze p.

2

2) Schatze o-.

4) Wie stark schwankt der Schitzer von o2?

)
)
3) Wie stark schwankt der Schétzer von p?
)
5)

Fiillt die Brauerei zu wenig ab?
Antworten:

1) Wir wihlen den Mittelwert als Schétzer fir p:

i=1

fis = 1(0,489 + 0,502 + ... + 0,483) = L - 3,96 = 0,495 —: T

2) Ein Schitzer fiir die Varianz o

8
62 = 1 3" (2; — T)? = [0,006% + ... + 0,008% + 0,012]2 = 9,086 - 105,

i=1
Damit ergibt sich als Schéatzung fiir die Standardabweichung;:
03 = /02 =9,532- 1073 ~ 0,01.

Die Fragen 3)-5) beantworten wir weiter unten.
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12.2 Punktschatzer

Gegeben sei ein statistisches Modell (Q,2(, Py, 0 € ©). Dabei ist 2 die Beobachtungsmen-
ge, A die o-Algebra iiber Q und {P;0 € O} eine durch © C R” indizierte Schar von
Wahrscheinlichkeitsmafsen.

12.2.1 Definition (Schétzer)

Ein Vektor T' = (11, ..., T}), bestehend aus Zufallsvariablen, heifft Schétzer, falls T'(Q2) C
O gilt.

12.2.2 Definition (Maximum-Likelihood-Schétzer)

Sei {fo(w)|0 € O} eine durch 0 indizierte Schar von Wahrscheinlichkeitsfunktionen oder
Wabhrscheinlichkeitsdichten auf 2. Dann heifit §(w) := arg max fo(w) Maximum-Likelihood-
€

Schétzer von 6. Es gilt f;,(w) = max fo(w).
Somit stellt sich die Aufgabe: Maximiere fiir das beobachtete w die Funktion 6 — fy(w).

12.2.3 Beispiele:

1) Binomialverteilung:
folk)=())eF(1—0)"* 0<k<n, 0<6<L.
Hier ist der Maximum-Likelihood-Schétzer: é(k:) = % Denn:

0 !
%fe(k) =0

& (Z) £O" (1 — 6)" — (n — k)(1 — 0)"*1gF] L o

=k—kO—nld+kO0=0
= k=mnb

= 0=

= 0 =

S>3

2) Poisson-Verteilung

folk) = %e™®, 0 € (0,00),k € NU{0}.

Hier ist § = k, da

0 k@k_l _9 (gk 9
0= %fg(k)) = ]{j‘ (& — Ee

#Oék—eié:b
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3)

1)

5)

Exponentialverteilung

folz) = 96_9»"81[0700) (x), 6 € (0,00)

Man beobachtet in unabhangigen Experimenten die Messwerte zy, . .., y:
s —0 2": T

fo(wy, .omn) =TI fe=0ri = gre =
i=1

O ; 89f9($17 "'7xn) - 719”_16_92%: _ 9n<;xl)e_gzzl

~

|
:>n—9 =0 =126,

n

Nebenbei: > z;/n ist auch Maximum-Likelihood-Schétzer von §~!.
i=1

Normalverteilung
Man beobachtet in unabhéngigen Experimenten die Messwerte xq, ..., x,:
0= (u,0%),ue€R, o€ (0,00).
C — 3 (mi—n)?/207
— 1 7(5‘31'7:“)2/2‘72 — 1 =
fo(z1, ...y xp) 21;11 —75=5¢ et 1

WEeil die logarithmische Funktion streng monoton wachsend ist, hat eine Funktion
genau dann ein Maximum, wenn ihr Logarithmus ein Maximum hat. Also erhalten wir
dasselbe Ergebnis, wenn wir die Funktion ly(z1, ..., z,,) := log fo(x1, ..., x,) maximieren:

lo(xq,...;x,) = log fo(xy, ..., Tys)

= —nlogo — nlog(v2r) — 292 ;(Iz —p)?
a) %iOéﬁi;ﬂlEi—m:O:ﬂn:m;
by % Lo g+g%znjl( 10)? oﬁ&gzii(@—u)z
Setze nun fi,, ein, so erhilt man 62 :%i( T,)%

=1

Hypergeometrische Verteilung

() (F)
fe(k’):%, 0<O<N
k
Eine kurze Rechnung ergibt: (k) = [2£], wobei [-] die Gauss-Klammer ist.
Das Ergebnis ist auch intuitiv plausibel. ,Stochastischer Dreisatz": ffL % = () ~ Nk

12.2.4 Definition (stochastische Konvergenz)

Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafl und fiir jedes n € N sei X, eine Zufallvariable. Die Folge

(Xn)nen konvergiert P-stochastisch gegen die Zufallsvariable X, in Formeln X, 5 X ,
wenn fiir alle e > 0 gilt: lim P(|X,, — X| > ¢) = 0.
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Bemerkung: In den oben aufgefiihrten Beispielen 1), 3) und 4) kann man mit Hilfe des

~ P
Gesetzes der grolen Zahlen zeigen, dass fiir alle 6, gilt: 6, = Oo.
Diese Konvergenzeigenschaft eines Schéitzers heifst Konsistenz!

12.2.5 Satz (Konsistenz des M-L-Schitzers)

Fiir unabhéngige Beobachtungen gilt unter geeigneten Glattheitsannahmen an fp(z), daf
b, 0 0.

Beweisskizze:
Wegen dem Gesetz der groften Zahlen gilt:

%10(9517 ey Tp) = % >_log fo(w;) — Ep,log fo(x1).
i=1

0 — Ey, log fo(X1) wird maximal in 0 = 0y, da wegen der Jensen-Ungleichung

X X X
Ey, log JolX1) <log E@OM = 0 ist. Man beachte, Ego% = /fg(x)dx =1.
0o (A1

Joo(X1) — Joo(X1) f
Daraus folgt Ey, log fo(X1) < Ep, log fo,(X1). Wegen Stetigkeit folgt

arg max %la — argmax Ey, log fo = 6,.

12.3 Bewertung von Schitzern:
Die Risikofunktion bei Bernoulli-Beobachtungen

Seien X7, ..., X,, unabhéngige Bernoulli-verteilte Zufallsvariablen, die alle dieselbe unbe-
kannte Erfolgswahrscheinlichkeit 6 haben. T'(Xj, ..., X,,) sei ein Schétzer von 6.

Als ein Ma# fiir die Abweichung von 7" definieren wir die Risikofunktion (auch mittlerer
quadratischen Fehler genannt) durch: R(0,T) := Ep((T(X, ..., X,,) — 0)?).

Aufgabe: Suche einen Schitzer mit mdglichst kleiner Risikofunktion.

12.3.1 Beispiele:

n Ti+y/1n/2
1) T1<£Ij'> = Z % 2) TQ(%) = 90 0< 90 <1 3) Tg(l’) = l:1n+\/ﬁ
i=1
Dann gilt:
1) R0, Ty) =202 2) R(0,T) = (6 — 6)° 3) R(0,Ts) = iy

12.3.2 Folgerung

Ein Schétzer T%, der besser als alle Schétzer wére, miisste eine Risikofunktion haben mit
R(0,T*) = 0, weil alle Schitzer vom Typ T, minorisiert werden miifsten.

Tatséchlich ist T3 der Schétzer mit der kleinsten konstanten Risikofunktion (Siehe Dinges-
Rost: Minimax-Schétzer).

Eine schwachere Figenschaft ist folgende:
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12.3.3 Definition (zuléssig)

Ein Schétzer T heifst zuléssig, falls fiir jeden Schétzer T' mit R(0,T) < R(6,T") fiir alle
0 € O gilt: R(0,T) = R(0,T") fiir alle 6.

Bemerkung: Sowohl T} als auch T3 sind zuléssig.

12.3.4 Satz (Die Cramer—Rao-Ungleichung)

Seien X1, ..., X, unabhéngig identisch verteilte Zufallsvariablen mit Ws-Dichte oder Ws-
Funktion fy(x).
Sei T, (X7, ..., X,) ein Schitzer von 0 mit Werten in © C R, sei FyT,, differenzierbar in 6

und gelte ZE,T, = [ T,(2) 2 f(z)dz mit f}(z) = ﬁ fo(xyn). Sei b, (0) := EyT,, — 6 und
i=1
1) = Eg((a% log fe(X1)le=0)?). Dann gilt:

(1+8,0)7

Ee(Tn_9)2 2 n](&)

Beweis: Siehe Krengel, Paragraph 4.5: Die Informationsungleichung.

Bemerkung: Die Cramer—Rao-Ungleichung gibt eine Abschitzung nach unten fiir die
Risikofunktion R(,T'). I1(0) heift Fischer-Information (nach Sir Ronald Fischer).

Fiir die Beispiele (1)-(4) des ML-Schétzers gilt, dass die untere Schranke der Cramer—
Rao-Ungleichung angenommen wird. Dabei ist stets EyT,, = 6.
Was ist 1(6)?

n

1) Binomialverteilung: 1(0) = 70-0)

2) Poisson-Verteilung: 1(0) = 3

1

3) Exponentialverteilung: 1(6) = 7

-

4) Normalverteilung (x4 unbekannt): 1(0) =

12.4 Konfidenzintervalle

Hier wird nun behandelt, wie stark die Schéitzer schwanken.

Wir beginnen mit einem Beispiel zu Aussagen mit Irrtumswahrscheinlichkeiten.
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12.4.1 Beispiel: Fischteichgrofse

Aus einem Fischteich werden 50 Fische gefangen, markiert und wieder ausgesetzt. Bei
einem erneuten Fang von 50 Fischen ist kein markierter Fisch dabei. Was laft sich tiber
die Groke des Fischteichs N sagen?

Rein logisch, daf mindestens 100 Fische im Teich sind. Aber hitte man nur einen mar-
kierten Fisch gefangen, so wire der Maximum Likelihood-Schétzer (berechnet im Hyper-

A

geometrischen Modell) N = 2500. Folglich ist N wohl viel grofer.

Sei  py = Py( kein markierter Fisch im Fang ),

N—-50
dann ist py = (5—]\?) im Hypergeometrischen Modell.

(50)

Sei v > 0 vorgegeben und N(a) so gewéhlt, dah pyy < a aber py(a)+1 > o ist. Dann

gilt auch ma?: : py < a. Nun kann man, falls kein markierter Fisch im Fang ist, mit einer
N<N(«a

Irrtumswahrscheinlichkeit « folgern, dafs N > N(«) ist.

Die folgende Tabelle liefert a in Abhéngigkeit von N, einmal exakt und einmal als Bino-

mialapproximation py ~ (%)50. Fiir groke N ist die Approximation erstaunlich gut.
N a OBin
300 | 4,33-107° | 1,09-10~*
600 0,0106 0,0128
1200 0,1137 0,1191
2500 0,3605 0,3642
5000 0,6035 0,6050

12.4.2 Definition (Konfidenzintervall)

Sei {2 C R™ und F, eine Schar von Ws-Mafen, # € © C R. Sei R die Menge der abge-
schlossenen Intervalle auf R. I : Q@ — R heifit Konfidenzintervall (K.I.) mit Sicherheits-
wahrscheinlichkeit 1 —a mit 0 < o < 1, wenn fiir alle § € O gilt: Py({w|0 € I(w)}) > 1—a.

Bemerkungen:
1) I(w) = © ist Konfidenzintervall mit Sicherheitswahrscheinlichkeit (SWS) 1.

2) Ein Konfidenzintervall sollte aber moglichst klein sein.

12.4.3 Beispiele zu Konfidenzintervallen bei Normalverteilung
Seien X7, ..., X,, unabhingig und alle nach N (u, 0?)-verteilt.

a) o2 sei bekannt, y sei unbekannt. Sei k, so, dass ®(k,) = « ist. Es gilt —k, = k;_,. Sei
T = (21,0, Tp). In(x) = [f1n(x) — kxl/‘ﬁ“ o, fun () + kxl/‘ﬁ" o] ist zweiseitiges Konfidenzinter-

vall zur Sicherheitswahrscheinlichkeit 1 — 2«. Denn:

P

(e ) - e

Sl =) <, 1)

g




12.4 Konfidenzintervalle 111

=1-2d0(k,)
=1- 2.

b) o und u seien unbekannt. Sei g, definiert durch P(T,, < tg,) = (3, wobei T,, eine
nach t,-verteilte Zufallsvariable ist. Es gilt —t,,, = t1_qn. Ersetze in I,, 0% durch

tl—a;n—l A

seinen Schétzer 62 = — Zl(xZ — T2 L(x) = [fin(z) £ =226y (x)] st (1 — 2a)-

Konfidenzintervall, denn:

Pl € L) = Fueo ({0 € [fnlo) £ 2222725, 1)
:}%J2({$‘Vﬁxmxx>—u>‘§tkmw%}>

on(T)
=1-2a.

Wir kommen nun zuriick zum Bierabfiillproblem und beantworten die anfangs gestellten
Fragen 3)-5).

3. Ein (1 — a)-zweiseitiges Konfidenz-Intervall fir p lautet:

~

_ a-n — On
Tp — tl—%;n—la Tp + tl—%;n—l .

Vi Vn

Fir o = 0,10 ergibt sich tg 5.7 = 1,895. Dies ist das obere 5 %-Quantil der ¢; Ver-
teilung. Das Konfidenzintervall fiir p ist [0,4886;0,5014], denn:

n _
= 02 ( —tafym—1 < w < tl—a/Q;n—l)
n
— ——

tn_1-verteilt

(6]
—1-2-=1-—
5 (6]

4. Zweiseitiges 95 %-Konfidenzintervall fiir 02, Aus Abschnitt 11.6 wissen wir, daf
n162 nach x2_,-verteilt ist. Ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir o2 ist

o2

[(n— oy (n - 1)&2] |

2 ' T2
Xi—a/2n—1 Xa/2m-1

Fiir o = 0,05 ist X3 g75.7 = 16,01 und x§ gp5.7 = 1,69.
Das 95 %-Konfidenzintervall fiir o2 lautet [3,97 - 1073; 37,64 - 107°].
Begriindung: P(0? € K1) = P, ,2[X2 5, 1 < (D52 < Xiajom 1] =1 -

> 2
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5. Prézisierung der Frage: Kann man mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit o (z.B. 1 %)
sagen, dass die Brauerei zu wenig abfiillt?
Sei g = 0,5. Wir geben nun ein einseitiges Konfidenzintervall I,, an, fiir das gilt:

P(pel,)>1—a firalle pu. (*)

Liegt aber pg nicht in [, so schlieffen wir mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit a,
daf die Brauerei zu wenig abfiillt. Das Konfidenzintervall lautet:

I
I, = =00, X, + —=ti_amn_1 | -
( Vo 1>

Dies erfiillt (*), denn

Setze nun o = 0,01. Dann ist: Tg+ %twgg = 0,495+ % -3 = 0,505 weil t999.7 = 3

ist. Weil po < 0,505 ist, lasst sich mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von 1% nicht
behaupten, die Brauerei fiille zu wenig ab.

Oft lafst sich das Konfidenzintervall nur ndherungsweise angeben. Dabei hilft dann der
folgende Satz iiber die asymptotische Verteilung des ML-Schétzers.

12.4.4 Satz

Sei ® die Verteilungsfunktion von N(0,1). 6, sei ML-Schitzer. Unter Glattheitsvorausset-
zungen an fy(x) gilt fir § € R:

lim Py(\/nI(0)(0, —0) < B) = &(3)

n—oo

mit /(f) der Fisher-Information. Ist I(6) stetig, so gilt auch

lim PQ( nI(6,)(6, — ) < 5) — ().

n—oo

Bemerkung: Setzt man ®(—(,) = «, so gilt F, (én B << én+ Ba_ > —
g ( ﬂ ) g o V TLI(G") - - Y\ nI(Gn)

1 —2®(—p,) = 1 — 2a. Das heifst, wir haben ein nédherungsweises Konfidenzintervall zur
Sicherheitswahrscheinlichkeit (1 — 2ar) vorliegen.
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12.4.5 Beispiel: Hufschlagtote in der Preufsischen Armee

Man hat als Datensatz die Anzahl der Hufschlagtoten in 14 Kavallerie-Corps der Preufi-
schen Armee tiiber 20 Jahre von 1875 bis 1894.

Zusammengefafit ergibt sich folgende Tabelle:

Anzahl Tote in Corps p.a. | Haufigkeit in Corps p.a.
0 144
1 91
2 32
3 11
4 2
>5 0

Abbildung 6: Hufschlagtote

Die Daten werden sehr gut durch eine Poisson-verteilte Zufallsvariable X beschrieben. Dies
ergibt sich aus einem y2-Anpassungstest, den wir hier nicht weiter diskutieren wollen. Es
stellt sich die Frage nach Parameterschiatzung und Konfidenzintervall von 6, dem Poisson-
Parameter.

14 Corps iiber 20 Jahre entspricht 280 Corpsjahren. Der ML-Schétzer lautet:

éQSO = % = 0,7 Todesfille pro Corpsjahr.

Ein asymptotisches 95 %—AKonﬁdenzintervall ergibt sich mit
n =280, 0, = 0,7 und I(0,) = 5~ als

0, + \/% = 0,7 £ 0,098 und damit als [0,602; 0,798].
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Anhang A

Mit Hilfe der Bayesschen Formel erfolgreich klassifizieren

Angenommen es gidbe k£ mogliche Zustéinde. Man entscheide moglichst optimal, welcher
der Zustdande vorliegt.
Gegeben seien die Wahrscheinlichkeiten 7 (i) des i-ten Zustandes vor der Ziehung. Dabei

k
gelte w(7) > 0 fir t = 1,...,k und > w(i) = 1.
i=1

p(zli), z € X sei die Wahrscheinlichkeit = zu beobachten, wenn der Zustand i vorliegt.
Nach der Bayesschen Formel gilt:

1y Pali)et)
S e )

Eine Abbildung d : X — {1, ..., k} heift Klassifikationsvariable.

Beispiel:
d*(x) = j, falls p(jlx) > p(ilx)Vi.

7(i) heift a priori-Wahrscheinlichkeit,
p(i|z) nennt man a posteriori-Wahrscheinlichkeit.

Ist d eine Klassifikationsvariable, so ist das Risiko eine falsche Entscheidung zu treffen

k
R(d) = > w(i)Pi({x € X|d(z) # i}). Dabei ist P; das Wahrscheinlichkeitsmafs auf X bei
i=1

Vorliegen des i-ten Zustandes.

Satz

Fiir alle Klassifikationsvariablen d gilt R(d*) < R(d).
Beweis:
@'() = § & plle) = maxp(ife)
& plali)n(j) = maxp(ali)r(i)
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k

1-R(d) =1- Y 7(i)P({z € X|d(x) #i})

m(0) P({z € X[d(x) # 1})

I
i]-
i .
&
|
-

= > Lwexae)=n (@)p(|i)m ()

zeX i=1

< 3 maxp(el)r(i)

= >3 Vatjar@r=iy (@)p(]i)m (i)

zeX i=1

=5 S palinli)
w(i)P,({x € X|d*(z) = i})

m(1)(1 = P({z € X|d"(z) # i}))

. . <.
Il = | B I
— — —

—1- Zw(i)ﬂ({x € X|d*(x) # i})

=1- R(d*)v

1flirzec A

wobei 14(z) = {0 fircg A
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